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ДИНАМИКА КАПЛИ НЕФТИ В ВОДНОЙ СУСПЕНЗИИ 1

Аннотация: Настоящая рукопись является первой из публикаций, посвященных
динамике вытеснения нефти водной эмульсией. Предполагается, что обе жидкости
разделены неизвестной поверхностью и их динамика описывается системой уравнений
Стокса для вязких сжимаемых жидкостей. Одна из жидкостей (нефть) является
каплей, окруженной другой жидкостью (водной эмульсией). На границе раздела двух
жидкостей выполнены стандартные условия непрерывности перемещений и напряжений
и дополнительное условие того, что область занятая каждой из жидкостей является
индивидуальным объемом, то есть состоит из одних и тех же частиц. Следуя идеям
О. Ладыженской, Н. Уральцевой и В. Солонникова исходная задача разбивается на
ряд последовательно решаемых задач, первой из которых является модельная задача
дифракции для системы Стокса для двух полупространств. В ней необходимо получить
решение в явном виде некоторые сингулярных интегралов. Далее для произвольного
интервала времени [0, T ] решатся задача дифракции, когда форма капли есть заданная
гладкая замкнутая ограниченная поверхность и, наконец, решается исходная нелинейная
задача об определении формы капли в процессе ее движения.

Ключевые слова: Задачи со свободными границами, задача дифракции для системы
уравнений Стокса, представление решений в канонических областях в форме сингулярных
интегралов, метод Ньютона-Канторовича.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182/bulmathenu.2023/3.1

2000 Mathematics Subject Classification: 35.M11

Введение и формулировка результатов

Задача о вытеснении нефти водной эмульсией в горных породах является основной
при создании гидродинамического симулятора нефтяного месторождения. Естественным
является предположение о том, что соответствующая математическая модель должна
базироваться на постулатах классической механики Ньютона сплошных сред [1], [2].
С другой стороны, во всех существующих гидродинамических симуляторах нефтяных
месторождений ("Эклипс" и "Black Oil" фирмы Schlumberger, "Tempest" фирмы "Roxar",
"VIP" фирмы Landmark и "TimeZY" фирмы "Standard Oil and Trust") базовой
математической моделью является математическая модель Баклея-Леверетта [3], которая,
по своей сути, является набором постулатов, никак не связанных с классической
механикой Ньютона. Следуя R. Burridge, J. B. Keller [4] и E. Sanchez-Palencia [5],

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Республики
Казахстан (проект №AP19676964)
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для точного математического моделирования физических процессов в горных породах
в первую очередь необходимо описать физический процесс законами классической
механики Ньютона на микроскопическом уровне (характерный размер- десятки микрон),
которые проверены опытом в течении столетий. Но такое точное описание совершенно
бесполезно с практической точки зрения, поскольку любые численные реализации точных
моделей потребуют месяцы и месяцы вычислений. Поэтому следующим шагом в
методе этих авторов стал процесс усреднения (гомогенизации), позволяющий на основе
соответствующей микроскопической модели точно описать физический процесс уже на
макроскопическом уровне (характерный размер- десятки сантиметров или метров). Метод
усреднения позволил построить точные модели для многих физических процессов, когда
микроструктура сплошной среды заранее известна. Но в случае задачи вытеснения нефти
суспензией никакого прогресса не произошло. Во-первых, не было соответствующей
математической модели на микроскопическом уровне и, во-вторых, если она бы и была,
не было методов решения задач с неизвестными (свободными) границами и, тем более,
методов усреднения таких задач. Задачи со свободными границами являются одними из
наиболее трудных задач в теории дифференциальных уравнений с частными производными
[6], [7]. Как мы уже отмечали выше, наша основная задача разбивается на ряд
последовательно решаемых задач:

I -модельная задача дифракции для уравнений Стокса в полупространствах;
II -доказательство существования классического решения задачи дифракции для

уравнений Стокса в областях с заданной гладкой границей S раздела областей Ωo ,
содержащей нефть, и Ωs , содержащей суспензию.

III -доказательство существования классического решения движения капли нефти в
водной суспензии в малом по времени (метод Ньютона-Канторовича).

IV -доказательство существования классического решения движения капли нефти в
водной суспензии в целом по времени (сведение исходной задачи к канонической задаче
в полупространствах с помощью метода декомпозиции).

V -усреднение.
В настоящей публикации мы ограничимся этапами I – IV.
Исходная нелинейная задача дифракции для искомой (свободной) границы Γ(t) раздела

двух вязких жидкостей состоит в нахождении вектора скорости vo , вектора перемещений
wo и давления po нефти и вектора скорости vs , вектора перемещений ws и давления ps
суспензии, и самой границы Γ(t) по следующим уравнениям

∇ ·
(
αµ,j D(x,vj)− pj I

)
= 0, (1)

1

c2
f,j

∂ pj
∂ t

+∇ · vj = 0 (2)

в областях Qf,j =
∞⋃
t=0

Ωf,j(t), j = o, s , граничным условиям

(
µoD(x,vo)− po I

)
< n >=

(
µsD(x,vs)− ps I

)
< n >, (3)

wo = ws,
∂wj

∂ t
= vj , j = o, s (4)

на искомой границе Γ(t) и начальным условиям

wj(x; 0) = w0
j (x), pj(x; 0) = p0

j (x), j = o, s, Γ(0) = Γ0. (5)

Очевидно, что траектории x = X(ξ, t) транспортного уравнения
dX

dt
= uj(X; t), X(ξ; 0) = ξ, ξ ∈ Ωj(0), j = o, s, (6)

которые начинаются в точке ξ ∈ Ωf,j(0) , будут находиться Ωf,j(t), j = o, s для всех t > 0 .
То есть, мы можем определить Γ(t) как поверхность

Γ(t) = {x ∈ Ω : x = X0(ξ; t), ξ ∈ Γ0}, dX0

dt
= vj(X0; t), X0(ξ; 0) = ξ, ξ ∈ Γ0. (7)
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В (1) – (7) D(x,u) =
1

2
(∇u + ∇∗u) есть симметрический градиент вектор–функции u ,

I единичный тензор второго порядка, αµ,j и cf,j , j = o, s безразмерные вязкости и
безразмерные скорости звука соответственно в нефти и суспензии.

Введем следующие обозначения [8]:

G2(x′;y′) =
1

4π
ln
|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2

|x1 − y1|2 + |x2 + y2|2
(8)

-функция Грина оператора Лапласа в пространстве R2 и

G3(x;y) =
1

4π

(
|x′ − y′|+ |x3 − y3|2

)− 1
2 − 1

4

(
|x′ − y′|+ |x3 + y3|2

)− 1
2 (9)

-функция Грина оператора Лапласа в пространстве R3 .
По построению функции Грина бесконечно дифференцируемы при x 6= y и

Gk(x;y) = Gk(y;x), ∇xGk(x;y) = ∇yGk(x;y), k = 1, 2.

Кроме того положим

I2(u)(x) =

∫
R2

G2(x′;y′)u(y′)dy′, x′ ∈ R2,

I3(U)(x) =

∫
R2

G3(x;y′, 0)U(y′)dy′,

Jj(f)(x) =

∫
R3
j

G3(x;y)f(y)dy, x, y ∈ R3, j = o, s, (10)

R3 = {x = (x1, x2, x3), |x|2 = (|x1|2 + |x2|2 + |x3|)2 < ∞} , R3
o = {x ∈ R3, x3 > 0} ,

R3
s = {x ∈ R3, x3 < 0} , x′ = (x1, x2) ∈ R2 , |x′| =

√
x2

1 + x2
2 .

Теорема. Функции

uo(x) = − ∂

∂ x3
I3(Uo)(x) + Jo(fo)(x), x ∈ R3

o, (11)

us(x) =
∂

∂ x3
I3(Us)(x) + Js(fs)(x), x ∈ R3

s (12)

являются решениями задачи Дирихле для уравнения Пуассона

4uj = fj(x), x ∈ R3
j , uj(x

′, 0) = Uj(x
′), j = o, s (13)

в полупространствах R3
j , j = o, s .

В частности,
∂

∂ x3
I3(Uo)(x

′, 0) = −uo(x′, 0) = −Uo(x′),
∂

∂ x3
I3(Us)(x

′, 0) = us(x
′, 0) = Us(x

′). (14)

Если fj ∈ Cα∞(R3
j ) и Uj ∈ C2+α(R2) то uj ∈ C2+α

∞ (R3
j ), j = o, s [10].

Мы используем обозначения функциональных пространств и норм в них, принятых в [10]
и в [11]. Через Ck+α

∞ (Ω) , k = 0, 1, 2, ... мы обозначаем пространство Ck+α(Ω) ∩ L∞(Ω) .

Теорема. [8] Функция

u(x′) =

∫
R2

G2(x′;y′) f(y′)dy′ ≡ I2(f)(x′) (15)

является решением уравнения Пуассона

4′u = f(x′), x′ ∈ R2 (16)

во всем пространстве R2 .
Если f ∈ Cα∞(R2) , то u ∈ C2+α

∞ (R2) [10].
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Теорема. Функции
uo(x) = −I3(Ho)(x) + Jo(fo)(x) (17)

и
us(x) = I3(Hs)(x) + Js(fs)(x) (18)

являются решениями задачи Неймана для уравнения Пуассона

4uj = fj(x), x ∈ R3
j ,

∂ uj
∂ x3

(x′, 0) = Hj(x
′), j = o, s. (19)

Если fj ∈ C1+α
∞ (R3

j ) , то uj ∈ C2+α
∞ (R3

j ), j = o, s на произвольном интервале времени
[0, T ] [10].

Теорема. Задача (1) – (6) имеет единственное классическое решение wj , vj ∈ C2+α
∞ (R3

j )

и pj ∈ C1+α
∞ (R3

j ), j = o, s на произвольном интервале времени [0, T ] .

Теорема. Задача (1) – (7) имеет единственное классическое решение wj , vj ∈
C2+α
∞ (Ωf,j(t)) и pj ∈ C1+α

∞ (Ωf,j(t)), j = o, s на произвольном интервале времени [0, T ] .

Доказательство результатов

Доказательство теорем – достаточно сложное и требует подробных вычислений, что
не позволяет формат нашей статьи. Поэтому ограничимся идеями доказательств.
Основные идеи доказательства состоят в замене краевого условия (7) на свободной границе
транспортными уравнениями

dαµ,j
dt
≡ ∂ αµ,j

∂ t
+∇αµ,j · vj = 0, αµ,j(x; 0) = µj , j = o, s, (20)

решение задачи дифракции в полупространствах и представление решения в
виде сингулярных интегралов, использовании метода Ньютона-Канторовича [9]
для доказательства существования классического решения задачи в малом по
времени [9] и применение принципа декомпозиции, предложенного в работах [10]
и [11] О. А. Ладыженской, Н. Н. Уральцевой и В. А. Солонникова, для исследования
дифференциальных свойств в целом по времени классических решений задачи дифракции
для системы уравнений Стокса в заданных областях.

А именно, с помощью разбиения единицы исходная задача сводится к решению конечного
числа задач в малых областях с центром в точках xk ∈ γk . Далее для каждой малой
области участок границы выпрямляется переходом к новым локальным координатам y и
задача в каждой малой области сводится к канонической задаче дифракции (1) – (6) с
заданной правой частью f j ∈ Cα∞(R3

j ) для новых искомых функций uj(y; t) = vj(x; t) ,
qj(y; t) = pj(x; t) в полупространствах R3

j с границей раздела Γ = {y3 = 0} :
Решение последней дается формулами

uo = − ∂

∂ y3
I3(U) + fo, us =

∂

∂ y3
I3(U) + fs,

U3(y′; t) =
1

2
I3(

∂ Fo,3
∂ y3

+
∂ Fs,3
∂ y3

)(y′; t),

U1 = I3

(
−4′ I3(U1) +

∂ fs,1
∂ y3

)
)
, U2 = I3

(
−4′ I3(U2) +

∂ fs,2
∂ y3

)
)
,

I3(U3) =
1

2
I2(

∂ fs,3
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y3

),

I3(U1) =
∂

∂ y1
I2(U3) +

νo
νo + νs

I2 (
∂ fo,1
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y1

)− νs
νo + νs

I2 (
∂ fs,1
∂ y3

+
∂ fs,3
∂ y1

)

I3(U2) =
∂

∂ y2
I2(U3) +

νo
νo + νs

I2 (
∂ fo,2
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y2

)− νs
νo + νs

I2 (
∂ fs,2
∂ y3

+
∂ fs,3
∂ y2

), (21)

qj(y; t) = q0
j (y) exp(−

c2
f,j

νj
t), j = o, s. (22)
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Здесь Uk(y
′; t) = us,k(y

′, 0; t) = uo,k(y
′, 0; t) , fj = Jj(f j), j = o, s и fo(x

′, 0; t) =
fs(x

′, 0; t) = F(x′; t) .
Обращаясь к [10] заключаем, что

max
k=1,2,3

|Uk|2+α
R3
j

6 M max
k=1,2,3

|fk|αR3
j
, (23)

где постоянная M не зависит от T и f .
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Су суспензиясындағы май тамшылары динамикасы

Аннотация: Бұл қолжазба су эмульсиясымен мұнай ығысуының динамикасына арналған басылымдардың
алғашқысы болып табылады. Екi сұйықтық та белгiсiз бетпен бөлiнген және олардың динамикасы тұтқыр
сығылатын сұйықтықтарға арналған Стокс теңдеулерi жүйесiмен сипатталады деп болжанады. Сұйықтықтардың
бiрi (мұнай) басқа сұйықтықпен (сулы эмульсиямен) қоршалған тамшы. Екi сұйықтың арасындағы шекарада
орын ауыстырулар үздiксiздiгi мен кернеудiң стандартты шарттары және сұйықтардың әрқайсысы алатын ауданы
жеке көлем, яғни бiрдей бөлшектерден тұратындығын бiлдiретiн қосымша шарты орындалады. О.Ладыженская,
Н.Уралцева және В.Солонниковтың идеяларына сүйене отырып, бастапқы мәселе бiрiнен кейiн бiрi тiзбектеле
шешiлетiн бiрнеше есептерге бөлiнедi. Олардың бiрiншiсi - кейбiр сингулярлық интегралдардың айқын шешiмiн
алуды қажет ететiн екi жарты кеңiстiкке арналған Стокс жүйесi үшiн моделдi дифракциялық есебi. Әрi қарай, [0,
T] еркiн уақыт аралығы үшiн тамшы пiшiнi берiлген тегiс тұйық шенелген бет болғандағы дифракция мәселесi,
соңында оның қозғалыс кезiндегi тамшы пiшiнiн анықтайтын бастапқы сызықтық емес есеп шешiледi.

Түйiн сөздер: Еркiн шекаралы есептер, Стокс теңдеулер жүйесi үшiн дифракциялық есеп, канондық
облыстардағы шешiмдердi сингулярлық интеграл түрiнде көрсету, Ньютон-Канторович әдiсi. .

A. Meirmanov, Zh. Zhantayev

Institute of Ionosphere, Gardening Association "Ionosphere", 117, 050020, Almaty, Kazakhstan

Dynamics of an oil drop in an aqueous suspension

Аннотация: The proposed manuscript is the first of articles, devoted to the dynamics of oil displacement by aqueous
suspension in the pore space of a solid skeleton. We assume that the liquids are separated by some unknown interface. The
solid skeleton has a given periodic structure with a dimensionless pore size ε � 1 . It is a free boundary problem, since
in the microscopic description the interface between oil and suspension must be determined. Such problems are among
the most difficult problems in the theory of partial differential equations, and, as a rule, existence results are possible only
locally in time. We will obtain global in time result by reducing the free boundary problem to the problem of finding the
viscosity of liquids, which will be described by the transport equation. The main purpose of this article is to describe the
joint motion of a single oil drop in the surrounding water suspension.

Keywords: free boundary problems, diffraction problems for Stokes equations, representation of solutions in half-spaces

in terms of singular integrals, Newton-Kantorovich method.
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ТАЯЗ ТӨСЕУ ТОННЕЛIНЕ ҚАЛЫПТЫ ЖӘНЕ ЖАНАМА КӨЛIК
ЖҮКТЕМЕЛЕРIНIҢ ӘСЕРI

Аннотация: Жылжымалы цилиндрлiк және декарттық координаттар жүйелерiнде
жүктемелердiң қалыпты және параллель осi бойымен бiркелкi қозғалатын ұзын жұқа
қабырғалы дөңгелек серпiмдi қабықтың iшкi бетiне әсер ету мәселесi шешiлдi. Қабық
көлденең шекарасы қабық осiне параллель болатын серпiмдi жартылай кеңiстiкте
(массивте) орналасқан. Жүктемелердiң қозғалыс жылдамдығы массивтегi жылжу
толқындарының таралу жылдамдығынан кем қабылданады. Жүктеме функциялары
бұрыштық координатадағы Фурье қатарына және осьтiк координатадағы Фурье
интегралына ыдырауы мүмкiн. Қабықтың қозғалысы қабық теориясының классикалық
теңдеулерiмен, ал серпiмдi жартылай кеңiстiк - Ламе потенциалдары арқылы көрсетiлген
қозғалыстардағы серпiмдiлiк теориясының теңдеулерiмен сипатталады. Шешiм үшiн
интегралды Фурье түрлендiру әдiсi қолданылады. Массив серпiмдi кеңiстiк түрiнде
ұсынылатын мұндай жұмыстардан айырмашылығы мұнда мәселенi шешу кезiнде
жүктемелердiң қозғалысы кезiнде пайда болатын жартылай кеңiстiк шекарасымен
шағылысқан толқындардың массивiне әсерi ескерiледi. Бұл мәселе осы типтегi
жүктемелерге ұшыраған жағдайда жұқа қабырғалы қаптамамен бекiтiлген таяз төсеу
тоннелiнiң динамикасын зерттеу кезiнде модельдi болып табылады. Белгiлi бiр аралықта
бiркелкi қолданылатын және тұрақты жылдамдықпен қозғалатын ось-симметриялық
қалыпты жүктеме (қозғалатын объектiден қысым тоннелiн қаптауға әсер ету) және ось-
симметриялық жанама жүктеме (қозғалатын объектiден үйкелiс күштерiнiң тоннелiн
қаптауға әсер ету) кезiнде тау жыныстарының массивiнiң кернеулi-деформацияланған
күйiн (КДК) бейнелейтiн сандық эксперименттiң нәтижелерi келтiрiлген.

Түйiндi сөздер: тоннель, серпiмдi жартылай кеңiстiк, цилиндрлiк қабық, тасымалдау
жүктемесi, кернеулi деформацияланған күй.
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1. Кiрiспе
Көлiк тоннельдерi, магистральдық газ құбырлары және мұнай құбырлары, әртүрлi

жүктердi тасымалдауға арналған құбырлар сияқты жерасты құрылыстарын пайдалану
тәжiрибесi көлiк жүктемелерiнiң динамикалық әсерiнен (осы құрылыстарда қозғалатын
объектiлердiң жүктемелерi) оларда пайда болатын тербелiстердiң салдарынан болатын
көптеген зақымданулар мен бұзылуларды көрсетедi. Жүктемелердiң қозғалыс
жылдамдығы артқан кезде дiрiл деңгейi артады және осы құрылымдар үшiн белгiленген
рұқсат етiлген нормалардан асып кетуi мүмкiн. Оларда резонанстық құбылыстардың
пайда болу қаупi бар. Сондықтан, соңғы жылдары жерасты құрылыстарына
әсер ететiн көлiк жүктемелерi жылдамдығының өсуiне байланысты (атап айтқанда,
қозғалатын тоннельiшiлiк көлiктен түсетiн жүктемелер), осы жүктемелердiң әсерiнен
олардың динамикалық күй-өзгерiстерiн зерттеу өзектi болып отыр. Зерттеу барысында
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құрылымның құрылымдық ерекшелiктерiне ерекше назар аудару керек. Сонымен қатар,
оның орналасу тереңдiгi үлкен маңызға ие [1].

Көлiк жүктемелерiнiң әсерiне тоннельдiң бiртектi цилиндрлiк қаптамасымен
нығайтылған динамикалық есептеу кезiнде оның есептiк схемасы әдетте серпiмдi
ортада ұзартылған цилиндрлiк қабық түрiнде ұсынылады. Қабықтың iшкi бетiне оның осi
бойымен қозғалатын жүктеме (көлiк жүктемесi) әсер етедi. Тоннельдi терең төсеу кезiнде
қабық шексiз ортада (серпiмдi кеңiстiкте), таяз төсеу кезiнде – жазықтықпен (серпiмдi
жартылай кеңiстiкте) қабықтың осiне параллель шектелген ортада қарастырылады.
Серпiмдi кеңiстiктегi дөңгелек цилиндрлiк қабыққа қозғалатын ось-симметриялық
қалыпты жүктеменiң әрекетi туралы есеп (терең тоннельге арналған модельдiк таспырма)
[2] мақалада шешiлген. Ось-симметриялық емес жылжымалы жүктеме қабығына әсер
етудегi ұқсас тапсырма [3] мақалада және басқа еңбектерде қарастырылады.

Неғұрлым күрделi мәселе – бұл таяз төсеу тоннельдiң динамикалық әрекетiн
модельдейтiн серпiмдi жартылай кеңiстiктегi қабыққа қозғалатын жүктеменiң әсерi. Осы
бағытта жарияланған ғылыми еңбектердiң саны аз және негiзiнен соңғы жылдарды
қамтиды, атап айтқанда [ 4 – 8 ] . Бұл жұмыстарда сандық эксперименттер жүргiзу кезiнде
серпiмдi жартылай кеңiстiкте орналасқан жұқа қабырғалы немесе қалың қабырғалы
бiртектi серпiмдi дөңгелек цилиндрлiк қалыпты қозғалмалы жүктеме қабығына түсетiн
әсер қарастырылды.

Үйкелiс арқылы оның бетiне қалыпты қысым жүктемесiн беретiн тоннель арқылы
қозғалатын объект осьтiк тангенс жүктемесiн де беретiндiктен, бұл жүктеме әсерiнiң
массивтың кернеулi-деформацияланған күйiне (КДК) әсерiн зерттеуге қызығушылық
тудырады.
2. Әдiстер
Зерттеуде серпiмдiлiк теориясының модельдерiн тарта отырып математикалық

модельдеу әдiсi қолданылады.
Мәселенiң қойылуы және шешiлуi
Тоннельдiң есептiк схемасы ретiнде цилиндрлiк r, θ, z және декарттық x, y, z

координаттар жүйелерiнде кеңiстiкте тұрақты қалыбы бар, сызықтық серпiмдi жартылай
кеңiстiк болып табылатын бiртектi және изотропты ортаны (массивтi) қарастырамыз.
Көлденең шекарасы жүктемелерден бос жартылай кеңiстiкте радиусы R болатын шексiз
ұзын дөңгелек цилиндрлiк қуыс бар, оның осi осы шекараға параллель z оське сәйкес
келедi. Координаталық ось x жартылай кеңiстiктiң 4 шекарасына перпендикулярлы:
x ≤ h (h > R) , мұндағы h - тоннель төсеу тереңдiгi (1-сурет). Қуыс қалыңдығы
h0 болатын серпiмдi жұқа қабырғалы қабықпен (қаптамамен) бекiтiлген. Қабық жұқа
қабырғалы болғандықтан, оның радиусы R қуыс радиусына тең болатын ортаңғы бет
бойындағы массивпен жанасады деп есептеймiз. Қабықтың массивпен жұптасуы қатты
қабылданады.

Сурет 1 – Серпiмдi жартылай кеңiстiктегi жұқа қабырғалы қабық
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ТАЯЗ ТӨСЕУ ТОННЕЛIНЕ ҚАЛЫПТЫ ЖӘНЕ ЖАНАМА КӨЛIК ЖҮКТЕМЕЛЕРIНIҢ ӘСЕРI

Массив пен қабық материалдарының физика-механикалық сипаттамалары үшiн бiз
келесi белгiлердi қолданамыз. Пуассон коэффициентi: ν (массив үшiн), ν0 (қабық үшiн);
ығысу модулi: µ (массив үшiн), µ0 (қабық үшiн); тығыздығы: ρ (массив үшiн), ρ0

(қабық үшiн). Қабықтың iшкi бетi бойымен с тұрақты жылдамдықпен z ось бағытында
жалпы қолдану нүктелерi және бiрдей қалыпты жүктеме және z осiне параллельдi жанама
жүктемесi қозғалады. Бiз массивтың КДК анықтаймыз.

Мәселенi шешу үшiн бiз жылжымалы координаттар жүйесiн қолданамыз: цилиндрлiк
(r, θ, η = z − ct) және декарттық (x, y, η = z − ct) . Бұл координаттар жүйелерiнде массив
пен қабықтың қозғалысын, сәйкесiнше, (1) және (2) теңдеулерiмен сипаттаймыз [3, 4]:(

M−2
p −M−2

s

)
grad div u +M−2

s ∇2u = ∂2u
/
∂η2, (1)

мұнда Mp = c/cp,Ms = c/cs – Мах сандары; cs =
√
µ/ρ, cp =

√
(λ+ 2µ) /ρ – массивтегi

ығысу толқындарының тарату және кеңейю-сығылу жылдамдықтары, λ = 2µν/(1−2ν);∇2

– Лаплас операторы, u – массив нүктелерiнiң ығысу векторы.

[
1− (1− ν0) ρ0c

2

2µ0

]
∂2u0η

∂η2
+

1− ν0

2R2

∂2u0η

∂θ2
+

1 + ν0

2R

∂2u0θ

∂η∂θ
+
ν0

R

∂u0r

∂η
=

1− ν0

2µ0h0
(Pη − qη) ,

1 + ν0

2R

∂2u0η

∂η∂θ
+

(1− ν0)

2

(
1− ρ0c

2

µ0

)
∂2u0θ

∂η2
+

1

R2

∂2u0θ

∂θ2
+

1

R2

∂u0r

∂θ
=− 1− ν0

2µ0h0
qθ,

ν0

R

∂u0η

∂η
+

1

R2

∂u0θ

∂θ
+
h2

0

12
∇2∇2u0r +

(1− ν0) ρ0c
2

2µ0

∂2u0r

∂η2
+
u0r

R2
=− 1− ν0

2µ0h0
(Pr − qr) ,

(2)

мұнда qj және u0j – массивтың және қабықтың орташа бетiндегi нүктелердiң жылжу
реакциялары ( r = R -де qj = σrj , мұнда σrj – массив нүктелерiндегi кернеулер),
j = η, θ, r;Pη (θ, η) және Pr (θ, η) – жанама жүктеменiң қарқындылығы және қалыпты
жүктеменiң қарқындылығы.

Мәселенiң тұжырымына сәйкес, жартылай кеңiстiк пен қуыс бетiнiң шекаралық
шарттары сәйкесiнше (3) және (4) көрiнiске ие болады:

σxx |x=h = σxy |x=h = σxη |x=h = 0, (3)
uj |r=R = u0j , j = η, θ, r. (4)

Мұнда uj – u вектордың компоненттерi.
u -дi ϕj(j = 1, 2, 3) Ламе потенциалдары арқылы бiлдiремiз [9]

u = gradϕ1 + rot (ϕ2eη) + rot rot (ϕ3eη) , (5)

мұнда eη – η осiнiң орты.
(1)-ден және (5)-тен iлеседi:

∇2ϕj = M2
j ∂

2ϕj
/
∂η2, j = 1, 2, 3. (6)

Мұнда M1 = Mp, M2 = M3 = Ms .
Массивтың КДК компоненттерiн ϕj Ламе потенциалдары арқылы көрсетемiз:
(5) декарттық (7) және цилиндрлiк (8) жылжымалы координаттар жүйелерiнде u

вектордың компоненттерi:

ux =
∂ϕ1

∂x
+
∂ϕ2

∂y
+
∂2ϕ3

∂x∂η
,

uy =
∂ϕ1

∂y
− ∂ϕ2

∂x
+
∂2ϕ3

∂y∂η
,

uη =
∂ϕ1

∂η
+m2

s

∂2ϕ3

∂η2
;

(7)
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ur =
∂ϕ1

∂r
+

1

r

∂ϕ2
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∂2ϕ3
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,
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1
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,
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s

∂2ϕ3

∂η2
.

(8)

Гук заңын пайдаланып, (7), (8) ескере отырып кернеулер тензор компонентi үшiн
декарттық (9) және цилиндрлiк (10) координаттарда өрнектердi табамыз
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(10)

(6) теңдеулерге η бойынша Фурье түрленуiн қолдана отырып, шығарамыз

∇2
2ϕ
∗
j −m2

jξ
2ϕ∗j = 0, j = 1, 2, 3, (11)

мұнда ϕ∗j (r, θ, ξ) =
∫∞
−∞ ϕj (r, θ, η) e−iξηdη,m2

j = 1 −M2
j , m1 ≡ mp, m2 = m3 ≡ ms,∇2

2 –
Лапластың жазық операторы.

(7) – (10)-ға η бойынша Фурье түрленуiн қолдана отырып декарттық ( l, m = x, y, η )
және цилиндрлiк ( l, m = r, θ, η ) координаттар жүйелерiнде ϕ∗j арқылы ұсынылған u∗l
ығысулар мен σ∗lm кернеулердiң трансформанттары үшiн өрнектердi шығарамыз.

Массивтегi толқындарының таралу жылдамдығынан кем деп есептей отырып,
жүктемелердiң қозғалу жылдамдығына шектеу енгiзейiк, яғни c < cs . Сонда, Ms < 1
(m2 = m3 = ms > 0 ). Бұл жағдайда (11) теңдеулердiң шешiмдерiн келесi түрде ұсынамыз:

ϕ∗j = Φ
(1)
j + Φ

(2)
j . (12)
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Мұнда, Φ
(1)
j =

∞∑
n=−∞

anjKn (kjr) e
inθ , Φ

(2)
j =

∫∞
−∞ gj (ξ, ζ) exp

(
iyζ + (x− h)

√
ζ2 + k2

j

)
dζ ,

Kn(kr) – Макдональд функциялары, kj = mjξ ; anj , gj (ξ, ζ) – анықтауға жататын
коэффициенттер мен функциялар, j = 1, 2, 3 .

Декарттық координаттар жүйесiнде (12) трансформант потенциалдары үшiн өрнектер
келесi түрге айналады:

ϕ∗j =

∫ ∞
−∞

[
e−xfj

2fj

∞∑
n=−∞

anjΦnj + gj(ξ, ζ)e(x−h)fj

]
eiyζdζ. (13)

Мұнда, fj =
√
ζ2 + k2

j ,Φnj =
(
ζ+fj
kj

)n
, j = 1, 2, 3.

gj (ξ, ζ) көрсеткiшiн anj ( j = 1, 2, 3 ) коэффициенттер арқылы бiлдiремiз. Ол үшiн
(13) ескере отырып, σ∗xx, σ∗xy, σ∗xη үшiн қайта жазылған (3) шекаралық шарттарды
қолданамыз. eiyζ жанындағы коэффициенттердi белгiлеп және оларды нөлге теңестiрiп
( y ерiктiлiгiнiң күшiн ескере отырып), үш теңдеулер жүйесiн шығарамыз. Осы теңдеулер
жүйесiнен анықтаймыз:

gj(ξ, ζ) =
1

∆∗

3∑
l=1

∆∗jle
−hfl

∞∑
n=−∞

anlΦnl. (14)

мұнда ∆∗ =
(
2ρ2
∗ − β2

)2 − 4ρ2
∗
√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

∆∗11 =
∆∗

2
√
ρ2
∗ − α2

−
(
2ρ2
∗ − β2

)2√
ρ2
∗ − α2

, ∆∗12 = −2ζ
(
2ρ2
∗ − β2

)
, ∆∗13 = 2ξ

(
2ρ2
∗ − β2

)√
ρ2
∗ − β2,

∆∗21 = −M
2
s

m2
s

∆∗12, ∆∗22 = − ∆∗∗

2
√
ρ2
∗ − β2

, ∆∗23 = −4ξζ
M2
s

m2
s

√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

∆∗31 = − ∆∗13

m2
sξ

2
, ∆∗32 =

∆∗21

β2
, ∆∗33 = − ∆∗∗

2
√
ρ2
∗ − β2

+

(
2ρ2
∗ − β2

)2√
ρ2
∗ − β2

,

α = Mpξ, β = Msξ, ρ2
∗ = ξ2 + ζ2 , ∆∗∗ =

(
2ρ2
∗ − β2

)2 − 4ρ2
∗∗
√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

ρ2
∗∗ = ξ2 +

(
2/m2

s − 1
)
ζ2.

c < cR шартында ∆∗ (ξ, ζ) - нөлге айналмайтын Рэлей детерминанты екенiн
дәлелдеу қиын емес, мұнда cR – Рэлейдiң жартылай кеңiстiктегi беткi толқындарының
жылдамдығы [9].
c < cR -де, (14) өрнектердi ескере отырып, (13) ара салмақтар келесi түрiне айналады

ϕ∗j =

∫ ∞
−∞

[
e−xfj

2fj

∞∑
n=−∞

anjΦnj + e(x−h)fj

3∑
l=1

∆∗jl
∆∗

e−hfl
∞∑

n=−∞
anlΦnl

]
eiyζdζ. (15)

Декарттық ( l, m = x, y, η ) координаттар жүйесiнде ұсынылған u∗l және σ∗lm үшiн
өрнектерге (15)-тi алмастырып, шығарамыз

u∗l =

∫ ∞
−∞

3∑
j=1

(
T

(1)
lj F

(1)
nj + T

(2)
lj F

(2)
nj

)
ei(yζ+ξη)dζ,

σ∗lm
µ

=

∫ ∞
−∞

3∑
j=1

(
S

(1)
lmjF

(1)
nj + S

(2)
lmjF

(2)
nj

)
ei(yζ+ξη)dζ.
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Мұнда: l = x, y, η, m = x, y, η ;

F
(1)
nj =

e−xfj

2fj

n=∞∑
n=−∞

anjΦnj , F
(2)
nj = e(x−h)fj

3∑
k=1

∆∗jk
∆∗

e−hfk
∑
n

ankΦnk,

T
(1)
x1 = −T (2)

x1 = −f1, T
(1)
x2 = T

(2)
x2 = −ζ, T

(1)
x3 = −T (2)

x3 = f3ξ,

T
(1)
y1 = T

(2)
y1 = iζ, T

(1)
y2 = −T (2)

y2 = if2, T
(1)
y3 = T

(2)
y3 = −iξζ,

T
(1)
η1 = T

(2)
η1 = iξ, T

(1)
η2 = T

(2)
η2 = 0, T

(1)
η3 = T

(2)
η3 = −im2

sξ
2,

S
(1)
xx1 = S

(2)
xx1 = n2 + 2(f2

1 − ξ2m2
p), S

(1)
xx2 = −S(2)

xx2 = 2ζf2, S
(1)
xx3 = S

(2)
xx3 = −2f2

3 ξ,

S
(1)
yy1 = S

(2)
yy1 = n2 − 2(ζ2 + ξ2m2

p), S
(1)
yy2 = −S(2)

yy2 = −2f2ζ, S
(1)
yy3 = S

(2)
yy3 = 2ξζ2,

S
(1)
ηη1 = S

(2)
ηη1 = n2 − 2n1, S

(1)
ηη2 = S

(2)
ηη2 = 0, S

(1)
ηη3 = S

(2)
ηη3 = 2m2

sξ
3,

S
(1)
xy1 = −S(2)

xy1 = −2f1ζi, S
(1)
xy2 = S

(2)
xy2 = −(f2

2 + ζ2)i, S
(1)
xy3 = −S(2)

xy3 = 2f3ξζi,

S
(1)
ηy1 = S

(2)
ηy1 = −2ξζ, S

(1)
ηy2 = −S(2)

ηy2 = −ξf2, S
(1)
ηy3 = S

(2)
ηy3 = n2ζ,

S
(1)
xη1 = −S(2)

xη1 = −2f1ξi, S
(1)
xη2 = S

(2)
xη2 = −ξζi, S

(1)
xη3 = −S(2)

xη3 = n2f3i,

n1 = (1 +m2
p)ξ

2, n2 = (1 +m2
s)ξ

2.

(12) трансформант потенциалдарын цилиндрлiк координаттар жүйесiнде ұсыну үшiн бiз
[10] қатынасын қолданамыз

exp
(
iyζ + (x− h)

√
ζ2 + k2

)
=

∞∑
n=−∞

In(kr)einθ

(
ζ +

√
ζ2 + k2

k

)n
e−h
√
ζ2+k2 .

Мұнда In(kr) – Бессельдiң модификацияланған функциялары.
Сонда

ϕ∗j =
∞∑

n=−∞

(
anjKn(kjr) + In(kjr)

∫ ∞
−∞

gj(ξ, ζ) Φnje
−hfjdζ

)
einθ.

c < cR -те бұл өрнектер, (14) ескере отырып мынадай түрiне айналады,

ϕ∗j =

∞∑
n=−∞

(anjKn(kjr) + bnjIn(kjr)) e
inθ, (16)

мұнда bnj =
3∑
l=1

∞∑
m=−∞

amlA
ml
nj , A

ml
nj =

∫∞
−∞

∆∗jl
∆∗

ΦmlΦnje
−h(fl+fj)dζ .

Цилиндрлiк ( l, m = r, θ, η ) координаттар жүйесiнде ұсынылған u∗l және σ∗lm үшiн
өрнектерге (16)-ны алмастырып, шығарамыз

u∗l =

∞∑
n=−∞

3∑
j=1

[
T

(1)
lj (Kn(kjr)) anj + T

(2)
lj (In(kjr)) bnj

]
ei(ξη+nθ),

σ∗lm
µ

=
∞∑

n=−∞

3∑
j=1

[
S

(1)
lmj (Kn(kjr)) anj + S

(2)
lmj (In(kjr)) bnj

]
ei(ξη+nθ).

Мұнда, l = r,θ,η, m = r,θ,η ;

T
(1)
r1 = k1K

′
n (k1r) , T

(1)
r2 = −n

r
Kn (k2r) , T

(1)
r3 = −ξ k3K

′
n (k3r) ,

T
(1)
θ1 =

n

r
Kn (k1r) i, T

(1)
θ2 = −k2K

′
n (k2r) i, T

(1)
θ3 = −n

r
ξKn (k3r) i,

T
(1)
η1 = ξKn (k1r) i, T

(1)
η2 = 0, T

(1)
η3 = −k2

3Kn (k3r) i,
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S
(1)
rr1 = 2

(
k2

1 +
n2

r2
−
λM2

p ξ
2

2µ

)
Kn (k1r)−

2k1K
′
n (k1r)

r
, S

(1)
rr2 =

2n

r2
Kn (k2r)−

2k2K
′
n (k2r)

r
,

S
(1)
rr3 = −2ξ

(
k2

3 +
n2

r2

)
Kn (k3r) +

2ξk3K
′
n (k3r)

r
,

S
(1)
θθ1 = −2

(
n2

r2
+
λM2

p ξ
2

2µ

)
Kn (k1r) +

2k1K
′
n (k1r)

r
, S

(1)
θθ2 = −2nKn (k2r)

r2
+

2nk2K
′
n (k2r)

r
,

S
(1)
θθ3 =

2ξn2Kn (k3r)

r2
− 2ξk3K

′
n (k3r)

r
,

S
(1)
ηη1 = −2ξ2

(
1 + λM2

p

2µ

)
Kn (k1r) , S

(1)
ηη2 = 0, S

(1)
ηη3 = 2m2

3ξ
3Kn (k3r) ,

S
(1)
rθ1 =

(
−2nKn (k1r)

r2
+

2nk1K
′
n (k1r)

r

)
i, S

(1)
rθ2 =

(
−
(
k2

2 +
2n2

r2

)
Kn (k2r) +

2k2K
′
n (k2r)

r

)
i,

S
(1)
rθ3 =

(
2nξKn (k3r)

r2
− 2nξ k3K

′
n (k3r)

r

)
i,

S
(1)
θη1 = −2nξKn (k1r)

r
, S

(1)
θη2 = ξk2K

′
n (k2r) , S

(1)
θη3 =

nξ2
(
1 +m2

3

)
Kn (k3r)

r
,

S
(1)
rη1 = 2ξk1K

′
n (k1r) i, S

(1)
rη2 = −ξnKn (k2r) i

r
, S

(1)
rη3 = −ξ2k3

(
1 +m2

3

)
K ′n (k3r) i;

K ′n (kr) = dKn(kr)
d(kr) ; T

(2)
lj , S

(2)
lmj T

(1)
lj , S

(1)
lmj -ден Kn (kjr) -ны In (kjr) -ге ауыстыру

арқылы алынады.
u∗l ығысулар мен σ∗lm кернеулердiң трансформанттары үшiн өрнектерiне кiретiн anj

( j = 1, 2, 3 ) белгiсiз коэффициенттердi анықтау мақсатында келесi түрде ұсынылған (4)
шекаралық шарттарын пайдаланамыз:

u∗j |r=R = u∗0j , j = η, θ, r. (17)

Мұнда, u∗0j (θ, ξ) =
∫∞
−∞ u0j (θ, η) e−iξηdη .

(2)-ге η бойынша Фурье түрлендiруiн қолданып және θ бойынша Фурье қатарында
P ∗j (θ, ξ) =

∫∞
−∞ Pj (θ, η) e−iξηdη және u∗0l (θ, ξ) ( j = η, r , l = η, θ, r ) функцияларын

ыдыратумен, шығарамыз:

ε2
1u0nη + ν∗nξ0u0nθ − 2iν0ξ0u0nr = G0 (Pnη − qnη) ,
ν∗nξ0u0nη + ε2

2u0nθ − 2inu0nr = −G0qnθ,

2iν0ξ0u0nη + 2inu0nθ + ε2
3u0nr = G0 (Pnr − qnr) ,

мұнда

ε2
1 = α2

0 − ε2
0, ε

2
2 = β2

0 − ε2
0, ε2

3 = γ2
0 − ε2

0, ξ0 = ξR,

α2
0 = 2ξ2

0 + ν∗∗n
2, β2

0 = ν∗∗ξ
2
0 + 2n2, γ2

0 = χ2
(
ξ2

0 + n2
)2

+ 2, ε2
0 = ν∗∗ξ

2
0M

2
s0,

ν∗∗ = 1− ν0, ν∗ = 1 + ν0, Ms0 = c/cs0, cs0 =

(
µ0

ρ0

)1/2

, χ2 =
h2

0

6R2
, G0 = −ν∗∗R

2

µ0h0
;

Pnj және u0nl – ( r = R , j = η, r , l = η, θ, r )-де, qnl = (σ∗rl)nшартында, θ бойынша
Фурье қатарында P ∗j (θ, ξ) и u∗0l (θ, ξ) ыдырату коэффициенттерi.
u0nl ( l = η, θ, r ) қатысты соңғы теңдеулердi шеше отырып, шығарамыз:

u0nη = G0

3∑
j=1

δηj
δn

(Pnj − qnj) ,
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u0nθ = G0

3∑
j=1

δθj
δn

(Pnj − qnj) ,

u0nr = G0

3∑
j=1

δrj
δn

(Pnj − qnj)

Мұнда,
δn = δ|n| = (ε1ε2ε3)2 − (ε1ξ1)2 − (ε2ξ2)2 − (ε3ξ3)2 + 2ξ1ξ2ξ3,

δη1 = (ε2ε3)2 − ξ2
1 , δη2 = ξ1ξ2 − ξ3ε

2
3, δη3 = i

(
ε2

2ξ2 − ξ1ξ3

)
,

δθ1 = δη2, δθ2 = (ε1ε3)2 − ξ2
2 , δθ3 = i

(
ε2

1ξ1 − ξ2ξ3

)
,

δr1 = −δη3, δr2 = −δθ3, δr3 = (ε1ε2)2 − ξ2
3 ,

ξ1 = 2n, ξ2 = 2ν0ξ0, ξ3 = ν∗ξ0n;Pn1 = Pnη, Pn2 = Pnθ = 0, Pn3 = Pnr, qn1 = qnη, qn2 =
qnθ, qn3 = qnr.

Тиiстi өрнектердi (17) алмастырып, einθ шартында, Фурье-Бессель қатарларының
коэффициенттерiн теңестiре отырып, n = 0, ±1, ±2, ... әр мән үшiн сызықтық алгебралық
теңдеулер жүйесiн шығарамыз, егер оның анықтауышы ∆n(ξ, c) 6= 0 болса, оның жалғыз
шешiмi болады. Бұл теңдеулер жүйелерiнен anj ( j = 1, 2, 3 ) коэффициенттерiн
шығарамыз. Содан кейiн, Фурьенiң керi түрленуiн қолданып массивтегi ul ығысулары
мен σlm кернеулерiн ( l, m = r, θ, η ) есептеймiз. Сондай-ақ, егер c < c(n)∗ (мұнда
c(n)∗ – қабықтағы резонанстық құбылыстар пайда болатын жүктемелердiң сындарлы
жылдамдығы), кез келген сандық әдiсiн қолдануға болады. n санына тәуелдi c(n)∗ мәндер
∆n(ξ, c) = 0 теңдеулерден анықталады. Осы теңдеулердiң зерттелуiмен жүктеменiң ең
төмен сындарлы жылдамдығы n = 0 -ге, яғни min c(n)∗ = c0 сәйкес келетiнi анықталды.
3. Нәтижелер мен талқылау
Шығарылған шешiмдi асыл тұқымды массивтiң жұқа қабырғалы қаптамамен бекiтiлген

маңайда тоннельдiң радиусы R = 1м және тереңдiгi h = 2R КДК есептеу үшiн
қолданамыз ( ν = 0, 2 , µ = 2, 532 · 109 Па, ρ = 2, 5 · 103 кг/м3, cs = 1006, 4 м/с, cR =
917 м/с) ( h0 = 0, 02 м; ν0 = 0, 2 , µ0 = 12, 1 · 109 Па, ρ0 = 2, 5 · 103 кг/м3). Тоннель бойы
η осi бағытында |η| ≤ l0 = 0, 2R интервалында бiркелкi тiркелген p қарқындылығымен
ось-симметриялық Pr қалыпты жүктеме (тоннель қаптамасына әсер ететiн жылжымалы
объектiнiң қысымы) және 0,2 p қарқындылығымен Pη ось-симметриялық жанама жүктеме
(тоннель қаптамасына әсер ететiн жылжымалы объектiнiң үйкелiс күшi) жылжып келе
жатыр. Жүктемелердiң жылжу жылдамдығы c = 100 м/с. p қарқындылығын 2l0
жүктеу учаскесiнiң барлық ұзындығы бойынша жалпы қалыпты жүктемесi P ◦◦ (Н/м)
қарқындылығымен, яғни p = P ◦◦/2l0 баламалы топталған қалыпты айнала жүктемесiне
тең болғандай таңдалуы тиiс. u◦η = uηµ/P ◦ (м), σ◦ηη = σηη/P

◦ белгiлерiн енгiземiз, мұнда
P ◦ = P ◦◦ /м (Па).
ηx (y = 0) координаттық жазықтықтағы 2, 3 суреттерде u◦η ығысулар мен σ◦ηη

кернеулердiң ( x = R ) қуысының бетi бойынша (2-сурет) және ( x = h ) жер бетi
бойынша (3-сурет) өзгерiстер ауытқымасы көрсетiлген. 1 ауытқымалары тоннельге әсер
ету жағдайдың тек Pr қалыпты көлiктiк жүктемесiне, 2 ауытқымалары – тоннельге Pr
қалыпты және Pη жанама көлiктiк жүктемелерге сәйкес келедi.

Суреттерден тоннельге тек Pr қалыпты көлiктiк жүктеменiң әсер етуiнiң жағдайында
u◦η және σ◦ηη кестелерi η = 0 тiк осiне қатысты, сәйкесiнше, қиғаш симметриялық және
симметриялық түрде болады, ал Pr және Pη көлiктiк жүктемелердiң бiрiккен әсерiнде
олар мұндай болмайды.

Қуыс бетiнде x = R -де (2-сурет) Pη үйкелiс күштер u◦η ығысулардың экстремалды
мәндерiне анағұрлым әсер етедi. Егер η < 0 , жоғарғы u◦η ұлғаяды, егер η > 0 , жоғарғы∣∣u◦η∣∣ азаяды. Бұл жағдайда

∣∣σ◦ηη∣∣ максималды кернеу шамалы өседi.
Жер бетiндегi x = h (3-сурет) σ◦ηη (1, 2 ауытқымалар) айтарлықтай ерекшеленбейдi.

Тек Pr көлiктiк жүктемесiнiң әсерiндегi абсолюттық шамалар бойынша бiрдей болатын u◦η
экстремалдық ығысулар Pη үйкелесу күштерiн ескерген кезде әртүрлi болады. Көлiктiк
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Сурет 2 – ηx (y = 0, x = R) координаттық қуыстағы бет бойынша u◦η ығысулар мен σ◦ηη
кернеулердiң өзгеруi.

Сурет 3 – ηx (y = 0, x = h) координаттық қуыстағы жер бетi бойынша u◦η ығысулар мен σ◦ηη
кернеулердiң өзгеруi.

жүктемелерiн қолдану учаскесiнiң алдында жоғарғы u◦η ұлғаяды, ал артындағы жоғарғы∣∣u◦η∣∣ азаяды. Серпiмдi жартылай кеңiстiкте (массивте) орналасқан ұзын жұқа қабырғалы
дөңгелек цилиндрлiк қабықтың iшкi бетiне оның қалыпты осi бойымен қозғалатын және
осы жанама жүктеме осiне параллель әрекет ету мәселесi шешiлдi. Мұндай әрекет
жүктердi жерасты құбыры арқылы тасымалдау кезiнде немесе көлiктiң тоннель арқылы
қозғалысы кезiнде туындайтын үйкелiс күштерiн есепке алу кезiнде орын алады
4. Қорытындылар
Серпiмдi жартылай кеңiстiкте (массивте) орналасқан ұзын жұқа қабырғалы дөңгелек

цилиндрлiк қабықтың iшкi бетiне оның қалыпты осi бойымен қозғалатын және осы
жанама жүктеме осiне параллель әрекет ету мәселесi шешiлдi. Мұндай әрекет жүктердi
жерасты құбыры арқылы тасымалдау кезiнде немесе көлiктiң тоннель арқылы қозғалысы
кезiнде туындайтын үйкелiс күштерiн есепке алу кезiнде орын алады. Мәселенi шешкен
кезде жүктемелердiң қозғалыс жылдамдығы дыбысқа дейiнгi болып қабылданады, яғни
жартылай кеңiстiктегi толқындарының жылдамдығы аз болады. Бұл жылдамдыққа
шектеулер енгiзiледi: ол жартылай кеңiстiктегi Рэлей толқындарының жылдамдығынан
кем және жүктеме қозғалысының маңызды жылдамдығынан кем болуы керек. Массив
серпiмдi кеңiстiк түрiнде ұсынылатын мұндай еңбектерден айырмашылығы, мұнда
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мәселенi шешу кезiнде жүктемелердiң қозғалысы кезiнде пайда болатын жартылай кеңiстiк
шекарасымен шағылысқан толқындардың массивiне тиетiн әсерi ескерiледi.

Алынған шешiмдi пайдалану кезiнде жұқа қабырғалы қаптамамен нығайтылған шағын
тоннельдiң маңындағы тау жыныстарының КДК-ы зерттелдi. Тоннельге бiркелкi
қозғалатын цилиндрлiк қалыпты жүктеме (қозғалатын объектiден қысым тоннель
қаптамасына әсер ету) және цилиндрлiк жанама жүктемесi (қозғалатын объектiден үйкелiс
күштерiнiң тоннель қаптамасына әсер ету) әсер етедi. Зерттеу нәтижелерiнен белгiлi
бiр аралықта оның қаптамасына тұрақты қысым көрсететiн объектiнiң тоннелi бойымен
бiркелкi қозғалу кезiнде оның және қаптаманың арасындағы үйкелiс күштерi осьтiк
қозғалыстарға және тау жыныстарындағы қалыпты кернеулерге тек осы жүктемелердi
қолдану аймағының маңында айтарлықтай әсер ететiндiгi шығады.

Әдебиеттер тiзiмi
1 Sheng X. A review on modelling ground vibrations generated by underground trains // International Journal
of Rail Transportation. – 2019. – № 7 (4). – P. 241 – 261, doi: 10.1080/23248378.2019.1591312.

2 Пожуев В.И. Действие подвижной нагрузки на цилиндрическую оболочку в упругой
среде // Строительная механика и расчет сооружений. – 1978. – № 1. – С. 44 – 48.

3 Гирнис С.Р. Влияние геометрических параметров обделки на напряжённо-деформированное состояние
заглубленного тоннеля // Вестник Бурятского университета. – Улан-Удэ. – 2009. – Вып. 3. – С. 132 –
139.

4 Alexeyeva L.A., Ukrainets V.N. Dynamics of an elastic half-space with a reinforced cylindrical cavity under
moving loads // International Applied Mechanics. – 2009. – Vol. 45. – № 9. – P. 75-85.

5 Coskun I., Enginb H., Ozmutluc A. Dynamic stress and displacement in an elastic half-space with a cylin-
drical cavity // Journal of Shock and Vibration. – Hindawi Limited. – 2011. – Vol. 18. – P. 827-838, doi:
10.3233/SAV-2010-0602.

6 Coskun I. & Dolmaseven D. Dynamic Response of a Circular Tunnel in an Elastic Half Space // Journal of
Engineering. – Hindawi Limited. – 2017. – Vol. 2017. – 12 p., doi: 10.1155/2017/6145375.

7 Yuan Z., Bostrom A., Cai Y. Benchmark solution for vibrations from a moving point source in a tunnel
embedded in a half-space // Journal of Sound and Vibration. – Elsevier. – 2017. – Vol. 387. – p. 177-193, doi:
10.1016/j.jsv.2016.10.016.

8 Zhou Sh. Dynamics of Rail Transit Tunnel Systems. – Academic Press, 2019. – 276 p.
9 Новацкий В. Теория упругости. – М.: Мир, 1975. – 872 с.

10 Ержанов Ж.С., Айталиев Ш.М., Алексеева Л.А. Динамика тоннелей и подземных трубопроводов. –
Алма-Ата: Каз. ССР, 1989. – 240 с.

В.Н. Украинец, С.Р. Гирнис, Л.В. Горшкова, Г.А. Жукенова

Торайгыров университет, ул. Ак. Чокина, 139, Павлодар, Казахстан

Действие нормальной и касательной транспортных нагрузок на тоннель мелкого заложения

Аннотация: В подвижных цилиндрической и декартовой системах координат решена задача о действии на
внутреннюю поверхность протяженной тонкостенной круговой упругой оболочки равномерно движущихся вдоль ее
оси нормальной и параллельной этой оси касательной нагрузок. Оболочка расположена в упругом полупространстве
(массиве), горизонтальная граница которого параллельна оси оболочки. Скорость движения нагрузок принимается
меньше скорости распространения волн сдвига в массиве. Функции нагрузок могут быть разложены в ряд Фурье
по угловой координате и интеграл Фурье по осевой координате. Движение оболочки описываются классическими
уравнениями теории оболочек, а упругого полупространства – уравнениями теории упругости в перемещениях,
которые выражаются через потенциалы Ламе. Для решения используется метод интегрального преобразования
Фурье. В отличие от подобных работ, где массив представляется в виде упругого пространства, здесь при
решении задачи учитывается воздействие на массив отраженных границей полупространства волн, возникающих при
движении нагрузок. Данная задача является модельной при исследовании динамики подкрепленного тонкостенной
обделкой тоннеля мелкого заложения в случае воздействии на него нагрузок указанного типа. Представлены
результаты численного эксперимента, которые иллюстрируют напряженно-деформированное состояние (НДС)
породного массива при действии на тоннель равномерно приложенных в определенном интервале и движущихся
с постоянной скоростью осесимметричной нормальной нагрузки (действие на обделку тоннеля давления от
движущегося объекта) и осесимметричной осевой касательной нагрузки (действие на обделку тоннеля сил трения
от движущегося объекта).

Ключевые слова: тоннель, упругое полупространство, цилиндрическая оболочка, транспортная нагрузка,
напряженно-деформированное состояние.
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The impact of normal and tangential loads on a shallow tunnel

Abstract: The problem of the action of uniformly moving normal and tangential loads on the inner surface of an
elongated thin-walled circular elastic shell along its axis has been solved in moving cylindrical and Cartesian coordinate
systems. The shell is located in an elastic half-space (medium) where the horizontal boundary is parallel to the axis of
the shell. It is assumed that the moving loads have a lower velocity than the shear wave propagation in the medium. The
load functions can be decomposed into a Fourier series by angular coordinate and a Fourier integral by axial coordinate.
The motion of the shell is described by the classical equations of shell theory, while the elastic half-space is described by
the equations of elasticity theory in displacements, which are expressed in the Lamй potentials. The method of integral
Fourier transform is used for solving. In contrast to similar works where the mass is considered as an elastic space, this
problem’s solution takes into account the effect of waves reflected from the boundary of the half-space, which arise during
the movement of loads. This problem serves as a model for studying the dynamics of a shallowly embedded tunnel with a
thin lining under the influence of the specified type of loads. The results of a numerical experiment are presented, which
illustrate the stress-strain state (SSS) of the rock mass under the influence of uniformly distributed and steadily moving
axisymmetric normal (the action of pressure from a moving object on the tunnel lining) and axial tangential (the action of
frictional forces from a moving object on the tunnel lining) loads on the tunnel.

Keywords: tunnel, elastic half-space, cylindrical shell, transport load, stress-strain state.
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Алгоритм управления формированием роя автономных мобильных роботов

Аннотация: Одной из важнейших проблем роевой робототехники является
координация движения. Здесь необходимо одновременно найти решение нескольких
проблем, таких как избежание столкновений друг с другом или с препятствиями,
нахождение оптимального пути достижения цели и т.п. Одним из наиболее
распространенных методов решения таких проблем является движение с сохранением
определенной геометрической структуры (управление формированием). При правильном
управлении формированием можно получить множество преимуществ, например,
сокращение стоимости системы, увеличение надежности и эффективности системы,
обеспечив при этом способность к реконфигурации и гибкость структуры системы.

В данной статье предоставлен алгоритм управления формированием роя автономных
мобильных роботов. Также в рамках данной работы с помощью программного продукта,
написанного на языке Python, смоделировано движение роя с девятью автономными
роботами. Предоставлены результаты экспериментального исследования движения роя
роботов с использованием алгоритма, описанного в статье.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время робототехника сильно развивается. Использование роботов особенно
актуальны в тех сферах жизни, где деятельность людей либо затруднена, либо невозможна
вообще, например, в боевых условиях, исследованиях на дне океанов или в космосе.

В ходе развития робототехники было предложено много различных подходов для
оптимизации действий роботов и решения специфических проблем робототехники, таких
как создание навигационной системы для внутренних помещений [1], автоматическое
управление автомобилем [2], подходы к обеспечению соединения [3, 4], разработка
облегченных алгоритмов шифрования для решения проблемы нехватки ресурсов на IoT-
устройствах [5] и так далее. Одним из таких подходов является использование нескольких
простых роботов для одной задачи. Этот подход называется групповой робототехникой.

Групповая робототехника основывается на социальных животных, таких как, например,
пчелы и муравьи. Здесь могут использоваться не только роботы обычного размера,
но и нанороботы, сопоставимые по размеру с молекулами с размерами меньше одного
нанометра. Этот способ может давать очень большой эффект, упрощая процесс
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разработки и позволяя роботам решать проблемы, которые они не могли бы решать в
одиночку. Теоретические проблемы возникают главным образом в связи с тем, что агенты
должны координироваться и контролироваться для достижения своей цели совместно, без
централизованного координатора, в то время как они имеют ограниченные возможности
в области зондирования и вычислений. Идея решения сложных проблем с помощью
нескольких сравнительно простых систем – роботов или агентов – давно находится в
центре внимания исследователей. Первые результаты в виде реальных проектов в области
групповой робототехники появились около тридцати лет назад [6]. В настоящее же время к
примерам применения групповой робототехники относятся, например, мобильные роботы,
беспилотные летательные аппараты, спутники, сети датчиков, электросети и т.д.

В последнее время большинство исследований сконцентрированы на роевой
робототехнике – в простейшем типе групповой робототехники, которая ориентирована
на группу или несколько групп однородных роботов, разработанных для решения
одной задачи. Более того, если речь идет о большом количестве роботов, то задачи
организации взаимодействия этих роботов так или иначе сводятся к задачам организации
взаимодействия однородных роботов, так как создание большого количества разновидности
роботов для единственной задачи не имеет смысла.

Возможность и эффективность роя роботов во многом зависят от деятельности
отдельного робота и координации этих роботов. В практике, чтобы скоординировать
движение роботов в системе, используется метод управления формированием. Управление
формированием – это метод управления, при котором группа роботов строит и
поддерживает определенную геометрическую структуру. Здесь роботы могут двигаться не
сталкиваясь, одновременно сохраняя дистанцию между собой, и таким образом улучшая
производительность всей системы.

Если правильно управлять формированием, можно получить множество преимуществ,
например, сократить стоимость системы, увеличить надежность и эффективность системы,
обеспечив при этом способность к реконфигурации и гибкость структуры системы.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Основной целью данного исследования является разработка комплексного алгоритма
для координации и управления движением роя интеллектуальных мобильных роботов с
сохранением желаемой геометрической формы. Для достижения этой цели поставлены
следующие задачи:

• Разработка метода "лидер-последователь" с использованием виртуального лидера
для обеспечения сохранения желаемой формации.
• Разработка подхода на основе поведения для управления движением роевой
роботизированной системы и разработка уравнений для определения скоростей
соответствующих моделей поведения.
• Проведение экспериментальных исследований для оценки эффективности
предложенного алгоритма путем моделирования движения роя автономных
мобильных роботов.

Алгоритм, основанный на модели поведения. Основная идея алгоритма, основанного
на модели поведения, заключается в том, что роботы двигаются в зависимости от
нескольких требуемых моделей. Здесь требуемыми моделями поведения роботов могут
быть [7]:

• избежание столкновения между собой (коллизия);
• избежание столкновения с преградой;
• поиск и/или достижение цели.

Основным преимуществом данного подхода является то, что здесь решаются вопросы
не только перемещения, можно также одновременно решать и другие вопросы, достаточно
добавить модель поведения для каждой проблемы. Например, в нашем случае можно
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Рисунок 1 – Представление робота лидера и робота последователя как материальных точек

добавить модель поведения “последовать за виртуальным лидером”. Классический вид
алгоритма, основанного на модели поведения, можно описать по формуле:

~V =
∑
b∈B

wb ∗ ~Vb (1)

здесь ~V – вектор движения робота в определенный момент времени, B – набор требуемых
моделей поведения, ~Vb – вектор движения для поддержки модели поведения b , wb – вес
модели поведения b . В этой формуле значения ~Vb зависят от текущего состояния робота и
вычисляются с помощью данных, полученных от датчика, а wb – настраиваемый параметр,
который соответствует относительной важности этой модели поведения. Например, если
робот очень близок к преграде, то поведение «избежание столкновения с преградой» имеет
больше веса, чем если преграда на большом расстоянии, при этом если робот не видит
преграду, то эта модель поведения в данном промежутке времени не учитывается.

Метод “Лидер-последователь”. Основная идея метода “Лидер последователь”
заключается в том, что робот-лидер двигается по определенному заранее маршруту, а
роботы-последователи стараются сохранить дистанцию. Математическую основу данного
алгоритма составляет расчет вектора движения роботов последователей [11]. Представляя
роботов как материальные точки в плоскости и зная координаты каждой точки, можно
назначать относительные координаты рядовых роботов в отношении лидера ( xform, yform )
и стараться удерживать ее во время движения (Рисунок 1). Скорость движения лидера
можно рассчитать по формуле:

~Vl = (x00 − x01, y00 − y01) (2)

где ( x00, y00 ) и ( x01, y01 ) координаты начальной и конечной точек в единичном временном
отрезке. А желаемая позиция, к которому стремится робот:

xdes = xL + xform (3)

ydes = yL + yform (4)

Сравнивая расстояния в начале и в конце временного отрезка, можно формировать
команду на выполнение движений роботов последователей.

Однако у данного метода есть один большой недостаток: если робот лидер выходит
из строя, то вся система перестает работать. Для решения проблемы можно назначать
виртуального лидера и поддерживать расстояние относительно этого лидера [12].
Координаты виртуального лидера можно определить как центр в геометрической фигуре.
Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2023, Vol. 144, №3
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ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Для геометрической структуры определяется позиция виртуального лидера и для
каждого робота определяются координаты, относительные данного лидера. Роботы
начинают двигаться, обновляя свой вектор движения с некоторой частотой.

В каждый промежуток времени сначала определяются координаты лидера, потом
рассчитывается вектор движения для каждой требуемой модели поведения и, подставляя
значения этих векторов в формулу (1), рассчитывают итоговый вектор движения для
каждого робота. В нашем случае роботы соблюдают два типа поведения: движение к
цели и поддержание рядности.

Координаты виртуального лидера рассчитываются по формуле:

xl =
1

N

N∑
i=1

(xi − xiform) (5)

yl =
1

N

N∑
i=1

(yi − yiform) (6)

Здесь N количество роботов, (xi, yi) – координаты i -го робота, (xiform, yiform)
– координаты i -го робота относительно виртуального лидера. Если учитывать, что
виртуальный лидер расположен в центре геометрической фигуры, по этим формулам
можно увидеть, что координаты виртуального лидера можно было определить как
арифметическую среднюю координат роботов в рое, но вычитание xiform и yiform нужно
для того, чтобы поддерживать строй при сбое некоторых роботов.

Далее рассчитывается вектор движения для каждой требуемой модели поведения. В
нашем случае роботы соблюдают два типа поведения: движение к цели и поддержание
рядности.

Для движения к цели вектор движения рассчитывается по формуле:

~Vдвижение к цели =


1
d ∗

(
xg − xL
yg − yL

)
, если d > b

b
d ∗

(
xg − xL
yg − yL

)
, иначе

(7)

Здесь (xL, yL) – координаты виртуального лидера, (xg, yg) – координаты цели, b
– длина шага движения робота, а d – расстояние между роботом и цели, который
рассчитывается по формуле:

d =
√

(xL − xg)2 + (yL − yg)2 (8)

Для поддержания геометрической структуры для каждого робота вектор движения
рассчитывается по формуле:

~Vсохранение формирования =


1
d ∗

(
xdes − x
ydes − y

)
, если

b
d ∗

(
xdes − x
ydes − y

)
, иначе

(9)

Здесь (x, y) – координаты робота в текущей момент времени, b — длина шага движения
робота, (xdes, ydes) – желаемая позиция робота, который рассчитывается по формуле (3) и
(4).

В обоих случаях значение длины шага b должно быть меньше, чем 1
w чтобы роботы не

перепрыгнули целевую позицию.
Используя эти две скорости, вычисляют скорость каждого робота по формуле:
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Рисунок 2 – Алгоритм координации и контроля движения

~V = w1 ∗ ~Vсохранение формирования + w2 ∗ ~Vдвижение к цели. (10)
Здесь w1 – вес скорости сохранения строя, w2 – вес скорости движения к цели.
Блок схема полного алгоритма представлена в рисунке 2.

ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для исследования описанного в данной статье алгоритма были произведены
эксперименты с роем, состоящим из девяти роботов. Движение роя было симулировано на
программе, разработанной на языке Python. Для визуализации использовалась библиотека
Pygame.

Расположение роботов в геометрической форме и координаты роботов относительно
виртуального лидера показаны на рисунке 3.

Работу программы можно увидеть на рисунках 4, 5 и 6. В симуляторе роботы отмечены
фиолетовыми кружочками. Красным отмечена цель, а звездочкой отмечен виртуальный
лидер.

Начальное расположение роя и координаты роботов можно увидеть на рисунке 4.
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Рисунок 3 – Расположение роботов в геометрической форме и координаты роботов относительно
виртуального лидера

Рисунок 4 – Работа программы: начальное состояние роя роботов

Сначала роботы располагаются по линии (Рисунок 4). При движении роботы двигаются
к цели, формируя необходимую геометрическую фигуру (Рисунок 5). Симуляция
завершается при достижении цели и завершении формирования геометрической фигуры
(Рисунок 6).

Экспериментальное исследование было проведено относительно весов моделей поведения
с 0.1 до 10-и. Было рассмотрено движение роя при сбое некоторых роботов. Наблюдались
три значения: количество шагов достижения цели, количество шагов формирования
требуемой геометрической фигуры. Также было исследовано изменение позиции
виртуального лидера, так как от позиции виртуального лидера сильно зависят значение
и направление скорости сохранения строя и скорости движения к цели.

Результаты и обсуждение. Для наблюдения изменений позиций виртуального лидера
смоделировано движение роя без скорости движения к цели, так как эта скорость для всех
роботов действует одинаково и никак не может повлиять на расположение виртуального
лидера.
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Рисунок 5 – Работа программы: движение роботов

Рисунок 6 – Работа программы: роботы достигли цель

Резкие движения виртуального лидера наблюдаются только в начале движения и
со временем становятся стабильными. На рисунке 7 представлен график изменений
расстояний, на которые сдвигается виртуальный лидер. Можно заметить, что позиция
виртуального лидера становится более изменчивой при малом значении веса скорости
сохранения строя.

Изменение расположения виртуального лидера сильно зависит от начального
расположении роя. Например, для роя с начальной позицией роботов как на рисунке 8,
расположение виртуального лидера совсем не менялось.

Результаты исследования при отказе некоторых роботов показали, что изменчивость
расположения виртуального лидера зависит от количества сбитых роботов. При сбое от
1-го до 5-и роботов позиция виртуального лидера становится более изменчивой, при сбое
6-и роботов она становится менее изменчивой, при сбое 7-и и 8-и роботов она становится
стабильной.

Результаты исследования показывают, что количество шагов формирования
геометрической фигуры зависzт от веса скорости сохранения строя. При этом данное
значение никак не зависит от веса скорости достижения цели. Это связано с тем,
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Рисунок 7 – График изменений расстояний, на которое сдвинулся виртуальный лидер

Рисунок 8 – Начальные позиции роботов

Рисунок 9 – График изменений расстояний, на которое сдвинулся виртуальный лидер при сбое
2-х, 4-х, 6-и и 8-роботов

что скорость движения к цели для всех роботов одинаковая и направлена от позиции
виртуального лидера к цели. Зависимость количества шагов формирования строя
представлена на рисунке 12.

Результаты исследования при отказе части роботов показаны на рисунке 13. При
отказе одного-двух роботов количество шагов формирования геометрической фигуры
остается одинаковой (только в некоторых случаях могут отличаться на один-два шага, что
незаметно на графике), при этом в некоторых случаях рой двигается по разной траектории,
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Рисунок 10 – График изменений расстояний, на которое сдвинулся виртуальный лидер при сбое
1-го, 3-х, 5-и и 7-и роботов

Рисунок 11 – График изменений длины траектории виртуального лидера

так как начальная позиция виртуального лидера меняется. При сбое более двух роботов
количество шагов формирования строя заметно уменьшается.

Количество шагов достижения цели во многом зависит от веса скорости достижения
цели. Влияние веса скорости сохранения строя во многом зависит от начальной позиции
роя роботов. Например, для роя с начальными позициями роботов как на рисунке 18, вес
скорости сохранения строя не влияет на количество шагов достижения цели (график на
рисунке 15), а для роя с начальными позициями роботов как на рисунке 4, вес скорости
сохранения строя влияет в случае w1 < 2 (График на рисунке 14).

Но изучая глубже, можно увидеть, что данное влияние не сильное как кажется на первый
взгляд. На самом деле для всех случаев рой достигает цели вовремя вне зависимости
от скорости сохранения формы, но в некоторых случаях (при меньших значениях веса
скорости сохранения строя), когда геометрическая фигура еще не сформирована, роботы
роя продолжают двигаться от воздействия скорости сохранения строя (Рисунок 17).
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Рисунок 12 – График изменений количества шагов формирования геометрической формы

Рисунок 13 – График изменения количества шагов формирования геометрической формы при
отказе некоторых роботов

Например, при значениях веса скорости достижения цели w1 = 5 и веса скорости
сохранения строя w2 = 0.1 цель будет приближена за десять шагов, но под влиянием
веса скорости сохранения строя будет меняться расположение лидера, что хорошо видно
на графике изменения расстояния виртуального лидера и цели в зависимости от времени
(шага) и веса скорости сохранения строя (Рисунок 16).

При сбое части роботов роя общая тенденция изменения количества шагов достижения
цели сильно не меняется. Здесь также влияет в основном только вес скорости достижения
цели. Меняется только влияние скорости сохранения строя.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Групповая деятельность мобильных роботов обладает рядом преимуществ, таких
как масштабируемость, отказоустойчивость и возможность самоорганизации и
саморегулирования, чего нельзя достичь при работе с одним центральным роботом.
Для организации действия роботов в группе и облегчения управления передвижением
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Рисунок 14 – График изменения количества шагов достижения цели

Рисунок 15 – График изменения количества шагов достижения цели для роя с начальными
позициями (как на рисунке 8) роботов

группы нужно организовать движение образуя некую геометрическую фигуру из роботов
в группе – строй роботов или граф системы.

Движение строем применяется широко в практике. Так, группы беспилотных
летательных аппаратов и беспилотных подводных лодок двигаются, образуя
геометрическую структуру для выполнения военной миссии.

В данной работе был представлен алгоритм координации и контроля движения, который
позволяет переместит группу роботов сохраняя геометрическую фигуру. Для координации
движения роботов использовался метод, основанный на модели поведения. Этот метод
позволяет организовать движение группы роботов без использования центра управления,
что увеличивает отказоустойчивость. А для поддержки геометрической структуры
был предложен метод “Лидер-последователь”, который является одним из простейших
алгоритмов для понимания и реализации. Для того чтобы состояние системы не зависело
от состояния одного робота – лидера было предложено использовать метод виртуальный
лидер, что также делает систему более отказоустойчивой.
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Рисунок 16 – График изменения расстояния виртуального лидера и цели в зависимости от
времени (шага) и веса w2 = 5 начиная с шага 10.

Рисунок 17 – Движение роботов, когда рой достиг цели, но не успел сформировать требуемую
геометрическую фигуру

Смоделировано движение роя с 9 роботами с использованием представленного
алгоритма. Исследовано изменение количества шагов достижения цели, количество шагов
формирования геометрической фигуры.

По результатам исследования количество шагов формирования геометрической формы
зависит только от веса скорости сохранения строя и не зависит от веса скорости движения
цели. Это связано с тем, что значение скорости движения к цели одинакова для
всех роботов. Следовательно позиция виртуального робота также изменяется с этой
же равномерной скоростью, в результате чего позиция виртуального лидера остается
неизменной относительно позиции каждого робота. Поскольку желаемая геометрическая
форма достигается за счет изменения позиции каждого робота, можно сделать вывод, что
скорость достижения цели не влияет на формирование геометрической формы.
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Рисунок 18 – График изменения количества шагов достижения цели при отказе 1-го, 3-х, 5-и и
7-и роботов

Рисунок 19 – График изменения количества шагов достижения цели при отказе 2-х, 4-х, 6-и и
8-и роботов

Количество шагов достижения цели также в основном зависит от веса скорости
движения к цели, вес скорости сохранения строя влияет только косвенно, меняя
траекторию виртуального лидера.

При отказе некоторых роботов в рое тенденция не меняется. При сбое одного-двух
роботов количество шагов формирования геометрической фигуры остается одинаковым,
при этом в некоторых случаях траектория роя меняется, так как начальная позиция
виртуального лидера меняется. При сбое более двух роботов количество шагов
формирования строя заметно уменьшается.
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Автономды мобильдi роботтар тобын басқару алгоритмi

Аннотация: Үйiрлi робототехниканың маңызды мәселелерiнiң бiрi қозғалысты үйлестiру. Бұл жерде бiр
уақытта бiрнеше мәселенi шешуге тура келедi, мысалы бөгеттермен немесе өзара соқтығысудан сақтану, тағы сол
сияқты. Бұндай проблемаларды шешудiң кеңiнен қолданылатын бiр жолы - белгiлi бiр геометриялық пiшiндi сақтай
отырып қозғалу. Егер сондай қозғалысты дұрыс ұйымдастыра бiлсек, мысалы: жүйенiң шығындарын азайту, жүйе
жұмысының сенiмдiлiгi мен тиiмдiлiгiн арттыру, қайта конфигурациялау мүмкiндiгiн және жүйе құрылымының
икемдiлiгiн қамтамасыз ету сияқты көптеген артықшылықтарға қол жеткiзе аламыз.

Бұл мақалада автономды мобильдi роботтар тобын басқару алгоритмi берiлген. Сондай-ақ, осы жұмыс аясында
Python бағдарламалау тiлiнде жазылған бағдарламалық өнiмдi пайдаланып, тоғыз автономды роботтары бар
үйiрдiң қозғалысы моделдендi. Осы мақалада сипатталған алгоритмдi қолдана отырып, роботтардың осы тобының
қозғалысын эксперименталды зерттеу нәтижелерi ұсынылған.

Түйiн сөздер: робототехника, пiшiнмен қозғалу, топтық робототехника, топтық басқару,
орталықтандырылмаған басқару, қозғалысты басқару, басқару алгоритмдерi, көшбасшы-iзбасар, виртуалды
көшбасшы.
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The algorithm of the formation control of a swarm of autonomous mobile robots

Abstract: One of the most important problems in swarm robotics is coordination of the movement. Several problems
have to be solved simultaneously here, such as avoiding collisions with each other or with an obstacle, etc. One of the most
common methods for solving such problems is to move while maintaining a certain geometric pattern, or, in short, to form
control. If formation control is done properly, many benefits can be obtained, such as system cost reduction, increased
system robustness and efficiency, while providing the reconfigurability and flexibility of the system structure.

This paper presents an algorithm for controlling the formation of a swarm of autonomous mobile robots. Also within
the framework of this work, using a software application written in the Python programming language, the motion of the
swarm with nine autonomous robots was simulated. The results of the experimental research of the movement of this
swarm of robots using the algorithm described in this paper are given.

Keywords: robotics, movement in formation, group robotics, group control, decentralized control, motion control,

control algorithms, leader-follower, virtual leader.
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DISCRETIZATION OF SOLUTIONS OF POISSON EQUATION BY
INACCURATE INFORMATION

Abstract: Partial differential equations, along with the function, derivative, and integral, are
among the basic mathematical models. Their solutions, even when expressed explicitly through
series or integrals, are in fact again inaccessible to direct computer calculations infinite objects.
Therefore, the problem of approximating them with finite objects arises, the mathematical
formulation of which is contained in the definition of the Computational (numerical) diameter.

In the article the problem of discretization by inaccurate information of solutions of Poisson
equations with right-hand side f belongs to the anisotropic Korobov classes Er1,...,rs is con-
sidered. There are obtained upper bound of error of discretization by innacurate information
from values at point of f in uniform metric. Wherein, the boundaries of inaccurate information
which keep the order of discretization by accurate information are obtained. Computational
aggregates constructed by optimal Korobov quadrature formulas with equal weights and nodes,
which found by algorithms based on divisor theory.

Keywords: Poisson equation, discretization of solutions, optimal computational aggregate,
inaccurate information, Computational (numerical) diameter, anisotropic Korobov classes.

DOI: https://doi.org/10.32523/bulmathenu.2023/3.4

2000 Mathematics Subject Classification: 41А99

INTRODUCTION
In the article is considered the problem of discretization of solutions of Poisson equation

∆u ≡ ∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ ...+
∂2u

∂x2
s

= f(x)

by inaccurate information from f ∈ Er1,...,rs in the sense of Computational (numerical) diameter
-2 problem. Let at first consider the definition of Computational (numerical) diameter problem
(denoted by C(N)D).

In C(N)D the initial definition is (see, for example, [1]- [3])

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
(l(N);ϕN )∈DN

δN (εN ; (l(N);ϕN ))Y

where
δN (εN ; (l(N);ϕN ))Y ≡ δN (εN ;T ;F ; (l(N);ϕN ))Y ≡

≡ sup
f∈F,|γ(τ)N |≤1(τ=1,...,N)

‖Tf(·)− ϕN (l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N ; ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·)‖Y .

Here, a mathematical model is given by the operator T : F → Y. X and Y are the normal-
ized spaces of functions defined on ΩX and ΩY respectively, F ⊂ Y is a class of functions.
Numerical information l(N) ≡ l(N)(f) = (l

(1)
N (f), ..., l

(N)
N (f)) of volume N(N = 1, 2, ...) about

f from class F is taken by linear functionals l
(1)
N (f), ..., l

(N)
N (f) (in general, not necessarily
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linear). An information processing algorithm ϕN (z1, ..., zN ; ·) : CN × ΩX → C is a correspon-
dence, which for every fixed (z1, ..., zN ) ∈ CN as a function of (·) is an element of Y . The
record ϕN ∈ Y means that ϕN satisfies all the conditions listed above, and {ϕN}Y is a set
composed of all ϕN ∈ Y . Further, (l(N);ϕN ) is a computational aggregate of recovery from
accurate information for the function f ∈ F acting according to the rule ϕN (l

(1)
N , ..., l

(N)
N ; ·) .

The recovery of Tf by inaccurate information is proceeding as follows. At first the bound-
aries of the inaccuracy are set: a vector εN = (ε

(1)
N , ..., ε

(N)
N ) with non-negative components.

Then, the accurate values l(τ)
N (f) are replaced with a given accuracy ε

(τ)
N ≥ 0 by approximate

values zτ ≡ zτ (f) , |zτ − l(τ)
N (f)| ≤ ε(τ)

N ( τ = 1, ..., N ), numbers zτ ≡ zτ (f) ( τ = 1, ..., N ) are
processed using the algorithm ϕN up to the function ϕN (z1(f), ..., zN (f); ·) , which will consti-
tute the computational aggregate (l(N);ϕN ) ≡ ϕN (z1(f), ..., zN (f); ·) constructed according to
information of the precision εN = (ε

(1)
N , ..., ε

(N)
N ) .

Let DN ≡ DN (F )Y be a given set of complexes (l
(1)
N , ..., l

(N)
N ;ϕN ) ≡ (lN , ϕN ) , we emphasize,

operators of recovery by accurate information.
Notations A << B(B ≥ 0) and A �≺ B(A,B ≥ 0) , for A ≡ An and B ≡ Bn respectively

mean | An |≤ cBn(c > 0, n = 1, 2, ...) and simultaneous execution A << B and B << A .
Within the framework of given notations and definitions, the problem of optimal recovery by

inaccurate information, framed under the name Computational (numerical) diameter, according
to the [1]- [3], consists in a collective sense in sequential solution of the following three tasks:
C(N)D-1, C(N)D-2 and C(N)D-3.

For given T ;F ;Y ;DN :
C(N)D-1: an order of �≺ δN (0;DN )Y ≡ δN (0;T ;F ;DN )Y is found with the construction

of a specific computional aggregate (l
(N)

, ϕN ) from DN ≡ DN (F )Y supporting ordering

�≺ δN (0;DN )Y ;

C(N)D-2: for (l
(N)

, ϕN ) is considered the problem of existence and finding a sequence
ε̃N ≡ ε̃N (DN ; (l

(N)
;ϕN ))Y with non-negative components such that

δN (0;DN )Y ≡ δN (ε̃N ; (l
(N)

;ϕN ))Y ≡

≡ sup{‖Tf(·)− ϕN (z1, ..., zN ; ·)‖Y : f ∈ F, |lτ (f)− zτ | ≤ ε̃(τ)
N (τ ∈ {1, ..., N}).}

with simultaneous satisfying the following expression

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) :

lim
N→+∞

δN (ηN ε̃N ; (l
(N)

, ϕN ))Y /δN (0;DN )Y = +∞;

C(N)D-3: massiveness of limiting error ε̃N is set: as huge as possible set MN (l
(N)

;ϕN )

from DN (usually associated with the structure of the (l
(N)

;ϕN ) ) of computional aggregates
(l(N), ϕN ) is found, such that for each of them the following relation holds

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) :

lim
N→+∞

δN (ηN ε̃N ; (l(N), ϕN ))Y /δN (0;DN )Y = +∞.

In the article is considered the following concretization of Computational (numerical) diame-
ter. Tf(x) ≡ u(x, f) – the solution of Poisson equations f(x) = f(x1, ..., xs)

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ ...+
∂2u

∂x2
s

= f(x) (1)

which satisfies zero boundary conditions on the unit cube [0, 1]s. f ∈ F = Er1,...,rs – anisotropic
Korobov class, Y are uniform metric.

The problem of discretization by accurate information of solutions of Poisson equation whose
right-hand side belongs to a Korobov class Ers ≡ Er,...,r was consideres in [4]- [8]. N. Korobov
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proved [4] that if a1, ..., as are the optimal coefficients modulo N and β index (necessary
definitions see in [4]), then the following estimate holds (N1 =

√
Nln−

β
2N ):

sup
f∈Ers

sup
x∈[0,1]s

∣∣∣∣∣u(x, f)− 1

4π2N

N∑
k=1

f

({
a1k

N

}
, ...,

{
ask

N

}) ∑
m1...ms<N1

∗ e2πi(m1(x1− a1kN )+...+ms(xs− askN ))

m2
1 + ...+m2

s

∣∣∣∣∣ <<
(2)

<<
(lnN)

rβ
2 +s

N
r
2−

1
2+

1
s

,

here and everywhere below the asterisk over the sum symbol means that m = (0, ..., 0) is
dropped in the summation.

E. Bailov and N. Temirgaliyev in [5] were obtained sharp estimates in the power scale for the
discretization error, which is almost doubled in the power scale in comparison with (2). In [6] by
S. Kudaibergenov and S. Sabitova is obtained a sharp discretization error estimate on the power
scale with the application of Smolyak grid nodes. The problem of discretization by accurate
information of solutions of the Poisson equations whose right-hand side belongs to a anisotropic
Korobov class F = Er1,...,rs was considered by Tashatov [7] and E. Bailov [8].

The aim of this article is discretization by innacurate information of solutions of the Poisson
equations with right-hand side from the anisotropic Korobov classes Er1,...,rs .

1. NECESSARY DEFINITIONS AND STATEMENTS
The anisotropic Korobov class [4] Er1,...,rs(r1 > 1, ..., rs > 1) consists of all 1-periodic in

each variable functions f(x) = f(x1, ..., xs) , which trigonometric Fourier-Lebesgue coefficients
satisfy the condition

|f̂(m)| =

∣∣∣∣∣
∫

[0,1]s
f(x)e−2πi(m,x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
N∏
j=1

m
−rj
j (m = (m1, ...,ms) ∈ Zs),

here and everywhere below mj = max{1, |mj |} and (m,x) = m1x1 + ...+msxs.
By renumbering the coordinates of vector r = (r1, ..., rs) (if necessary), we will assume that

the vector r = (r1, ..., rs) has the form r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rs.
Set for R ≥ 1,

ΓR(β) = {m = (m1, ...,ms) : m ∈ Zs,
N∏
j=1

m
βj
j ≤ R},

where β = (β1, ..., βs), 1 = β1 = ... = βν < βν+1 ≤ ... ≤ βs .
Lemma (Y. Bailov, [8]). Let is given a vector γ = (γ1, ..., γs) such that 1 = γ1 = ... = γν

and γj > 1 for j = ν + 1, ..., s . Then for any R ≥ 1 satisfies

∑
m∈ΓR(γ)

1

(m1 · ... ·ms)α
�

 c(s, α), if α > 1,
lnsR, if α = 1,

R1−αlnνR, if α < 1.

Let F be some class of f(x) = f(x1, ..., xs) functions, which are 1-periodic in each variable,
whose trigonometric Fourier-Lebesgue series converges absolutely.

Assume that f̂(0) 6= 0 . It is easy to verify (see, for example, [4]) that, for any boundary
condition, there exists a function ω(x) depending on this condition such that ω(x) is continuous
on [0, 1]s and ∆ω ≡ 1 on [0, 1]s . Moreover, the solution of (1) has the form

uω(x, f) = ω(x) · f̂(0)− 1

4π2

∑
m∈Zs

∗ f̂(m)

(m,m)
e2πi(m,x) (3)

If f(x1, ..., xs) is odd with respect to each of its variables, then the function

u(x, f) = − 1

4π2

∑
m∈Zs

∗ f̂(m)

(m,m)
e2πi(m,x) (4)

is a solution of (1) with zero boundary conditions on [0, 1]s .
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In [9]- [10] N. Temirgaliyev applied algebraic number theory to find the a1, ..., as such that
the corresponding quadrature formula with the Korobov grids{({

a1k

N

}
, ...,

{
ask

N

})}N
k=1

is optimal in the problem of numerical integration of functions belongs to Korobov classes Ers .
The algorithm for finding a prime p and integers a1, ..., as is as follows (necessary definitions

and notations see in [9]- [10] and bibliography therein):
Let are given a prime number l = s+ 1(3 ≤ l ≤ 19),

E = ΓR(β) = {m = (m1, ...,ms) : m ∈ Zs,
N∏
j=1

m
βj
j ≤ R}

where 1 = β1 = ... = βν < βν+1 ≤ ... ≤ βs.
1. Find the smallest prime p, p ≡ 1(modl) such that does not divided

∏
m∈ΓR(β)N(m).

2. By searching through all integers nj , |nj | ≤ Bp
1
s (j = 1, ..., s) find n = n1ω1 + ...+nsωs ∈

As(ωj = θj−1, j = 1, ..., s) such that for the main ideal < = (n) satisfies N< = p.
3. Write a matrix

d′ =

 c11 ... cs1
. . .
s1s ... css


from the relations

γk = nωk = (n1 + n2θ + ...+ nsθ
s−1)θk−1 = ck1 + ck2θ + ...+ cksθ

s−1.

4. Write the basis γ′′k =
∑s

j=1 νkjωj(k = 1, ..., s) of < with triangular matrix (νkj)
s
k,j=1. From

the equality p = |ν11...νss| there is a number j0 such that |νj0j0 | = p.
5. Write the coefficients

ak = (−1)k+j0Mj0,ksgndetd
′(k = 1, ..., s),

where Mj0,k is additional element minor cj0,k of matrix d′ .
Also, everywhere below we denote by γ = (γ1, ..., γs) a vector whose components are defined

by the equalities γj = rj/r1(j = 1, ..., s). It’s clear that 1 = γ1 = ... = γν < γν+1 ≤ ... ≤ γs.
Theorem B (Y. Bailov, [8]). Let l = s + 1 (3 ≤ l ≤ 19) – prime and r1 > 1 . Then for

any T > c(l) there are exist prime p, p ≡ 1(modl), p ≤ c(s)RlnνR = T and integers a1, ..., as ,
for finding which according to Algorithm 1-5, it suffices to perform << TlnlnT elementary
arithmetic operations, such that

sup
f∈Er1,...,rs

sup
x∈[0,1]s

∣∣∣∣∣uω(x, f)− 1

p

p∑
k=1

f

({
a1k

p

}
, ...,

{
ask

p

})
·

·

ω(x)− 1

4π2

∑
m∈ΓR1

(γ)

∗ 1

(m,m)
e

2πi
s∑
j=1

mj

(
xj−

ajk

p

)∣∣∣∣∣∣ << bs(T ) · (lnT )
v(r1+1)

2r1
(r1+ 2

s
−1)

T
r1
2
− 1

2
+ 1
s

,

where R1 �
√
T (lnT )

− ν(r1+1)
2r1 , and bs(T ) is equal to lnT if s = 2 and to lnν−1T if s > 2.

2. MAIN RESULTS
In the next theorem is considered odd with respect to each of its variables functions

f(x1, ..., xs) .
Theorem. Let l = s + 1 (3 ≤ l ≤ 19) – prime and r1 > 1 . Then for any T > c(l) there

are exist prime p, p ≡ 1(modl), p ≤ c(s)RlnνR = T (p) =≡ T and integers a1, ..., as , for finding
which according to Algorithm 1-5, it suffices to perform << TlnlnT elementary arithmetic
operations, such that for the sequence
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ε̃T ≡ ε̃T (p) �≺


(lnT )

ν
2 (r1+

2
s−1)

r1+1
r1
−(s−1)

T
r1
2 +1

s−
1
2

, ifs = 2,

(lnT )
ν
2 (r1+1)−1

T
r1
2

, ifs > 2

satisfyes

sup
f∈Er1,...,rs

sup
x∈[0,1]s,

∣∣∣γ(k)p

∣∣∣≤1(k=1,...,p)

∣∣∣∣∣u(x, f)− 1

p

p∑
k=1

(
f

({
a1k

p

}
, ...,

{
ask

p

})
+ ε̃Tγ

(k)
p

)
·

·

− 1

4π2

∑
m∈ΓR1

(γ)

∗ 1

(m,m)
e

2πi
s∑
j=1

mj

(
xj−

ajk

p

)∣∣∣∣∣∣ << bs(T ) · (lnT )
v(r1+1)

2r1
(r1+ 2

s
−1)

T
r1
2
− 1

2
+ 1
s

,

where R1 �≺
√
T (lnT )

− ν(r1+1)
2r1 , and bs(T ) is equal to lnT if s = 2 and to lnν−1T if s > 2.

CONCLUSION
In the article is obtained upper bound of error of discretization by inaccurate informations

of solutions of Poisson equations with right-hand side f(x1, ..., xs) ∈ Er1,...,rs is odd with re-
spect to each of its variables functions. Theorem shows that if in computational aggregates
accurate numerical informations f

({
a1k
p

}
, ...,

{
ask
p

})
replaced with innacurate informations

f
({

a1k
p

}
, ...,

{
ask
p

})
+ ε̃Tγ

(k)
p

(∣∣∣γ(k)
p

∣∣∣ ≤ 1(k = 1, 2, ..., p)
)

then the order of error of approxima-
tion by accurate information is keeping.
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А. Арыстанғалиқызы
Қ. Жұбанов атындағы Ақтөбе өңiрлiк университетi, А. Молдағұлова даңғ., 34, Ақтөбе, Қазақстан

Дәл емес ақпарат бойынша Пуассон теңдеуiнiң шешiмдерiн дискретизациялау

Аннотация: Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу шешiмдерi функция, туынды, интегралмен қатар
негiзi математикалық объектiлер қатарына жатады. Олардың шешiмдерi, тiптi айқын түрде қатар және интегралдар
арқылы берiлген жағдайлардың өзiнде, тiкелей компьютерлiк есептеулер жүргiзуге мүмкiн емес шексiз объектiлер
болып табылады. Сол себептi, ақырлы объектiлермен жуықтау есебi туындайды, бұл есептiң математикалық
қойылымы Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр анықтамасына енедi.

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2023, Vol. 144, №3

43



Мақалада оң жағы f анизотропты Коробов классында Er1,...,rs жататын Пуассон теңдеуiнiң шешiмдерiн дәл
емес мәлiмет бойынша жуықтау қарастырылады. Бiрқалыпты метрикада f функциясының нүктедегi дәл емес
мәндерi бойынша шешiмiн жуықтау қателiгiнiң жоғарыдан бағалауы алынды. Дәл мәлiмет бойынша жуықтау
қателiгiн сақтайтын дәл емес ақпараттың шекаралары анықталды. Мақаладағы есептеу агрегаттары Коробовтың
бiрдей салмақты және дивизорлар теориясына негiзделген алгоритмдердi қолданып есептелген торлар арқылы
құрылған.

Түйiн сөздер: Пуассон теңдеуi, шешiмдердi дискретизациялау, оптималды есептеу агрегаты, дәл емес ақпарат,
Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр, анизотропты Коробов класстары.

А. Арыстангаликызы
Актюбинский региональный университет имени К. Жубанова, пр. А. Молдагуловой, 34, Актобе, Казахстан

Дискретизация решений уравнений Пуассона по неточной информации

Аннотация: Уравнения в частных производных наряду с функцией, производной, интегралом относятся к
основным математическим моделям. Их решения, даже в случае явного выражения посредством рядов или
интегралов, фактически опять же представляют собой недоступные к прямым компьютерным вычислениям
бесконечные объекты. Здесь снова возникает задача приближения конечными объектами, математическая
формулировка которой содержится в определении Компьютерного (вычислительного) поперечника.

В статье изучается задача дискретизации решений уравнения Пуассона с правой частью f из анизотропных
классов Коробова Er1,...,rs по неточной информации. Получены оценки сверху погрешности в равномерной метрике
дискретизации по информации, составляющих значения функции f в точках, вычисленных с ошибкой. При
этом указаны границы неточности информации, сохраняющие порядки убывания погрешности восстановления,
вычисленных по точной информации. Вычислительные агрегаты построены по оптимальным квадратурным
формулам Коробова с равными весами и узлами, основанным на теории дивизоров алгоритмам.

Ключевые слова: Уравнение Пуассона, дискретизация решений, оптимальный вычислительный агрегат,
неточная информация, Компьютерный (вычислительный) поперечник, анизотропные классы Коробова.
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