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Л.Н.Раджабова 1 , Ф.М.Ахмадов 1,2
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Явные решения двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с
граничной особой и сильно-особой линиями, когда корни характеристических

уравнений вещественные, разные и равные

Аннотация: В работе изучается двумерное интегральное уравнение типа Вольтерра
с особой и сильно-особой граничными линиями. Решение двумерного интегрального
уравнения типа Вольтерра с особыми ядрами ищется в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль на граничных линиях.

В случаях, когда корни характеристических уравнений вещественные, разные и равные,
параметры уравнений связаны между собой определенным образом, в зависимости от
корней характеристических уравнений и знака параметров интегрального уравнения,
находятся явные решения интегрального уравнения.

Доказано, что решения двумерного интегрального уравнения в зависимости от знака
параметров могут содержать от одного до четырех произвольных непрерывных функций.
Определены случаи, когда решение интегрального уравнения единственно.

Ключевые слова: двумерное интегральное уравнение, особая линия, сильно-особая
линия, характеристическое уравнение, произвольные непрерывные функции.

DOI: https://doi.org/10.32523/bulmathenu.2021/4.1
2000 Mathematics Subject Classification: 45Rxx, 45-xx
Введение. Пусть дан открытый прямоугольник D =

{
(x, y) : a < x < a1, b < y < b1

}
с

границами Γ1 = {y = b, a < x < a1} , Γ2 = {x = a, b < y < b1} .
Рассмотрим в прямоугольнике D двумерное интегральное уравнение:

u(x, y) +

∫ x

a

[
p+ q ln

(
x− a
t− a

)]
u(t, y)

t− a
dt+

+

∫ y

b

[
λ+ µ

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] u(x, s)

(s− b)β
ds+

∫ x

a

[
p1 + q1 ln

(
x− a
t− a

)]
dt

t− a
×

×
∫ y

b

[
λ1 + µ1

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] u(t, s)

(s− b)β
ds = f(x, y), (1)

В уравнении (1) p , q , λ , µ , p1 , q1 , λ1 , µ1 — заданные постоянные числа, f(x, y) —
заданная функция, u(x, y) — искомая функция, ωβb (s) =

[
(β − 1)(y − b)β−1

]−1 , β > 1 .
Ранее в работах [1-2] Н.Раджабова были исследованы модельные одномерные

интегральные уравнения типа Вольтерра со сверхсингулярной точкой, также были
получены многообразия решений одномерного интегрального уравнения с сингулярной
и логарифмической особенностью в ядре. В работах Л.Н.Раджабовой [3-5] изучены
двухмерные интегральные уравнения типа Вольтерра с особыми, сильно-особыми линиями,
также с особенностью и логарифмической особенностью. В работах Л.Н.Раджабовой,
А.Ф.Ахмадова [6-9] изучено двумерное интегральное уравнение типа Вольтерра (1) в
случаях, когда корни характеристических уравнений являлись вещественными и разными,
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а также вещественными и равными. В данной работе исследуется случай, когда корни
характеристических уравнений являются вещественными, разными и равными.

Решение интегрального уравнения (1) будем искать в классе функций u(x, y) ∈ C(D) ,
обращающихся в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениеми:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o[(y − b)ν ], ν > 2(β − 1) при y → b.

Рассмотрим случай, когда параметры уравнения (1) связаны между собой равенствами:

p = p1, q = q1, λ = λ1, µ = µ1. (2)

При выполнении условий (2) уравнение (1) представим в виде:

Πy
λ,µ(T xp,q(u)) = f(x, y), (3)

где

T xp,q(u) = u(x, y) +

x∫
a

[
p+ q ln

(
x− a
t− a

)]
u(t, y)

t− a
dt = ψ(x, y), (4)

Πy
λ,µ(ψ) = ψ(x, y) +

y∫
b

[
λ+ µ

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] ψ(x, s)

(s− b)β
ds = f(x, y). (5)

Для интегральных уравнений (4) и (5), согласно [1-2], характеристические уравнения
имеют вид:

(Dx)2u(x, y) + p(Dx)u(x, y) + qu(x, y) = (Dx)2ψ(x, y),

(Dy)
2ψ(x, y) + λ(Dy)ψ(x, y) + µψ(x, y) = (Dy)

2f(x, y),

где Dx = (x− a) d
dx , Dy = (y − b)β d

dy .

В случае, когда λ < 0, µ > 0, λ2 − 4µ > 0 , если решение интегрального уравнения (5)
существует, оно представимо в виде [1]:

ψ(x, y) = ϕ1(x)eη1ω
β
b (y) + ϕ2(x)eη2ω

β
b (y) + f(x, y)+

+
1√

λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] f(x, s)

(s− b)β
ds. (6)

Соответственно, если решение интегрального уравнения (4) при p < 0, p2 − 4q = 0
существует, тогда оно имеет вид [2]:

u(x, y) = (x− a)−
p
2

[
θ1(y) + ln(x− a)θ2(y)

]
+ ψ(x, y)+

+
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ψ(t, y)

t− a
dt. (7)

На основе равенств (6),(7) решение интегрального уравнения (1) представим в виде:

u(x, y) = (x− a)−
p
2 Θ(y) + eη1ω

β
b (y)Φ1(x) + eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+

+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
ϕ1(x), ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
, (8)

где
Θ(y) = θ1(y) + ln(x− a)θ2(y),

Φ1(x) = ϕ1(x) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ϕ1(t)

t− a
dt,

Φ2(x) = ϕ2(x) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ϕ2(t)

t− a
dt,
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Kp,λ,µ[f(x, y)] = f(x, y) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]f(t, y)

t− a
dt+

+
1√

λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] f(x, s)

(s− b)β
ds+

+
λ

2
√
λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] ds

(s− b)β
×

×
∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]f(t, s)

t− a
dt.

Основные результаты. На основе вышеизложенного имеют место следующие
утверждения.

Теорема 1. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), а также

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ1

]
, δ1 >

|p|
2 при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν1

]
, ν1 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде (8), где ϕ1(x), ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –
произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся в нуль при x → a ,
y → b с асимптотическими поведениями:
ϕi(x) = o

[
(x− a)δ2

]
, δ2 >

|p|
2 , при x→ a, i = (1, 2)

θj(y) = o
[
(y − b)ν2

]
, ν2 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2).

η1 = λ+
√

∆2
2 < 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν3

]
, ν3 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 2. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν4

]
, ν4 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη1ω
β
b (y)Φ1(x) + eη2ω

β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
ϕ1(x), ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
,

(9)
где ϕ1(x), ϕ2(x) –произвольные непрерывные функции точек Г1, обращающиеся в нуль при
x→ a , с асимптотическими поведениями:
ϕi(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a, i = (1, 2)

η1 = λ+
√

∆2
2 < 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
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Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 любое решение уравнения (1) из
класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν5

]
, ν5 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 3. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ3

]
, δ3 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν6

]
, ν6 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x−a)−
p
2 Θ(y)+eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
,

(10)
где ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся
в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениями:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)δ4

]
, δ4 >

|p|
2 , при x→ a,

θj(y) = o
[
(y − b)ν7

]
, ν7 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν8

]
, ν8 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 4. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν9

]
, ν9 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη2ω
β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
, (11)

где ϕ2(x) –произвольная непрерывная функция точек Г1, обращающаяся в нуль при x→ a
с асимптотическим поведением:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,
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u(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)
]
, при y → b.

Теорема 5. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ5

]
, δ5 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν10

]
, ν10 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x−a)−
p
2 Θ(y)+eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
,

(12)
где ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся
в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениями:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)δ6

]
, δ6 >

|p|
2 , при x→ a,

θj(y) = o
[
(y − b)ν11

]
, ν11 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν12

]
, ν12 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 6. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν13

]
, ν13 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη2ω
β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
, (13)

где ϕ2(x) –произвольная непрерывная функция точек Г1, обращающаяся в нуль при x→ a
с асимптотическим поведением:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)
]
, при y → b.

Теорема 7. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
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2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ7

]
, δ7 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
(y − b)ν14

]
, ν14 > 2(β − 1), при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x− a)−
p
2 Θ(y) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, 0, θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
, (14)

где θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г2, обращающиеся в нуль при
y → b с асимптотическими поведениями:
θj(y) = o

[
(y − b)ν15

]
, ν15 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 > 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν16

]
, ν16 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 8. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν17

]
, ν17 > 2(β − 1), при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Единственное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, 0, 0, 0, f(x, y)

]
, (15)

где η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 > 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 8. При выполнении условий теоремы 8 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν18

]
, ν18 > 2(β − 1) при y → b.

Заключение. Для двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с особой
и сильно-особой граничными линиями получены явные представления многообразия
решений, которые в зависимости от знака параметров уравнения могут содержать от
одного до четырёх произвольных функций одной переменной. Выделен случай, когда
решение двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с особой и сильно-особой
линиями единственно, который совпадает с классической теорий интегральных уравнений
типа Вольтерра с регулярным ядром или ядром со слабой особенностью.

Список литературы
1 Раджабов Н. Об одном классе модельного сверх-сингулярного интегрального уравнения, обобщающий
одномерное интегральное уравнение Вольтерра с левой граничной сверх-сингулярной точкой в ядре//
Материалы III международной конференции Проблемые дифференциальных уравнений анализа и
алгебры -Актобе.- 2015.- С. 202-206.

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol. 137, №4

11



Явные решения двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с граничной особой ...

2 Раджабов Н. Об одном классе модельного сингулярного интегрального уравнения, обобщающего
одномерное интегральное уравнение Вольтерра с левой граничной сингулярной точкой в ядре// Вестник
Таджикского национального университета. Серия естественных наук - 2012. - №1. - С. 21-32.

3 Rajabova L. On some two dimensional Volterra type linear integral equation with super-singularity // Math-
ematical Notes.- Miscolc.- 2003.- V4.- №1.- Pp. 65-76.

4 Раджабова Л.Н. Об одном общем двухмерном интегральном уравнении типа Вольтерра с особенностями
на границе области// Вестник Таджикского национального университета. Серия естественных наук -
2007. - №3(35). - С.30-38.

5 Rajabova L. About a class of two dimenshional Volterra type integral equations with singular boundary lines//
Corrent Trends in analisis and its applications. Proccedings of the 9- th ISAAC Congress.- Krakow. - Pp. 128-
133.

6 Ахмадов Ф.М. О некоторых случаях решения двумерного интегрального уранения типа Вольтерра
с граничными особыми линиями, когда корни характеристических уравнений вещественные и
равные//Материалы международной конференции Актуальные проблемы современной математики-
Душанбе. - 2021. - С.29-32.

7 Раджабова Л.Н., Ахмадов Ф.М. О явных решениях двумерных интегральных уранений типа Вольтерра с
граничной особой и сильно-особыми линиями, когда корни характеристических уравнений вещественные
и равные//Материалы международной научной конференции Современные проблемы математики и
физики. - Стерлитамак. - 2021. - Т.1. - С.91-96.

8 Раджабова Л.Н., Ахмадов Ф.М. К теории двумерных интегральных уранений типа Вольтерра
с граничными особой и сильно-особыми линиями, когда корни характеристических уравнений
вещественные и разные//Вестник ТНУ. - серия естественных наук. - 2021. - №1. - С.78-88.

9 Раджабова Л.Н., Ахмадов Ф.М. О некоторых случаях решения двумерных интегральных уранений типа
Вольтерра с граничной особой и сильно-особой линиями//ДНАН РТ. - 2021. - Т.64. - №(5-6). - С.283-290.

Л.Н.Раджабова 1 , Ф.М.Ахмадов 1,2

1 Тәжiк ұлттық университетi, Душанбе, Тәжiкстан
2 Туризм, кәсiпкерлiк және сервис институты, Душанбе, Тәжiкстан

Сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерi нақты, әртүрi және тең болғанда, шекаралық сингулярлы
және күштi дара сызықтары бар Вольтерра типтi екi өлшемдi интегралдық теңдеудiң айқын

шешiмдерi

Аннотация: Мақалада ерекше және күштi-ерекше шекаралық сызықтарымен берiлген екi өлшемдi Вольтерра
типтi интегралдық теңдеуi қарастырылады. Ерекше ядролы екi өлшемдi Вольтерра типтi интегралдық теңдеуiнiң
шешiмi шекаралық сызықтарда нөлге айналатын үзiлiссiз функциялар классында iздестiрiледi.

Сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерi нақты, әртүрлi және тең болған жағдайларда, теңдеу параметрлерi
сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерiне және интегралдық теңдеудiң параметрлерiнiң белгiсiне қарай байланысып,
интегралдық теңдеудiң айқын шешiмдерi табылады.

Екi өлшемдi интегралдық теңдеудiң шешiмдерi параметрлердiң таңбасына байланысты бiрден төртке дейiн
үзiлiссiз функцияларды қамтуы мүмкiн екендiгi дәлелдендi. Интегралдық теңдеудiң шешiмi жалғыз болатын
жағдайлар анықталды.

Түйiн сөздер: екi өлшемдi интегралдық теңдеу, ерекше сызық, күштi дара сызық, сипаттамалық теңдеу,
үзiлiссiз функциялар.
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1 Tajik National University, Dushanbe, Tajikistan
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Explicit solutions of a two-dimensional integral equation of Volterr type with boundary singularity and
strongly singular line when the roots of the characteristic equations are real, different and equal

Abstract: The paper studies a two-dimensional integral equation of Volterra type with singular and strongly singular
boundary lines. The solution of a two-dimensional integral equation of the Volterra type with singular kernels is sought in
the class of continuous functions that vanish on the boundary lines.

In the case when the roots of the characteristic equations are real, different and equal, the parameters of the equations
are related to each other in a certain way, depending on the roots of the characteristic equations and the sign of the
parameters of the integral equation, explicit solutions of the integral equation are found.

It is proved that the solutions of a two-dimensional integral equation, depending on the sign of the parameters, can
contain from one to four arbitrary continuous functions. The cases are determined when the solution to the integral
equation is unique.

Keywords: two-dimensional integral equations, singular line, strongly singular line, characteristic equation, arbitrary

continuous functions.
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Project of a personal educational platform to support personalized learning of
high school students 1

Abstract: The development of a system for designing the transition to personalized learning
in Kazakhstan is an important direction for the development of innovations both in the field of
information technology and in the field of school education, taking into account the instability
of the external environment (the situation with the Covid-19 pandemic). This article presents
a project of a personal educational platform to support personalized learning of high school
students, based on the author’s conceptual model of the introduction of this type of education
in schools of the Republic of Kazakhstan. The architecture of the personal educational platform
is developed, subsystems and microservices are described, and the algorithm of the platform
operation is proposed.

Keywords: design system, information technology, personalized learning (abbreviated – PL),
conceptual model, personal educational platform, architecture
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1. Introduction

In the modern world, in the era of globalization, the education systems of all countries are
undergoing significant changes. This is primarily due to the rapid development of digital tech-
nology and new living conditions during various natural disasters, a vivid example of which is
the Covid-19 pandemic [1, 2].

Kazakhstan at this stage of the development of the education system has felt the full range of
problems associated with the massive transition to distance learning: a decrease in the quality of
students’ knowledge in online learning, difficulties in the implementation of differentiation and
individualization of learning, a weak level of self-regulation and self-learning skills of students,
insufficient level of digital competence of both students and teachers, insufficient quantity of
high-quality educational resources and the lack of an effective digital electronic platform. And
this is an incomplete list of problems. Nevertheless, the Ministry of Education and Science of
the Republic of Kazakhstan was able to develop and implement such educational portals as
iMektep in a short time.kz, Bilimland.kz, Twig-bilim.kz Zhastar.org, Audiokitap.kz, Openu.kz,
Academia.kz and others. These resources helped teachers to organize the online learning process
and partially support differentiation by choosing different types of tasks [3]. State education
programs were also aimed at digitalization of the education system in new conditions [4,5]. But
nevertheless, there is a problem of rational organization of the educational process through a
personal educational portal that will be able to cover the needs and interests of students and
take into account their personal characteristics when selecting educational routes.

1The work was carried out within the framework of state funding for scientific and scientific-technical projects
of the Ministry of Education and Science of the Republic of Kazakhstan (Grant no. AP08856846)
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An analysis of existing electronic platforms has shown that most of them are paid and do
not contain the necessary functions for personalizing learning [6–11]. The platform should be
technically easy to implement, intuitive and understandable to all users (teachers and students
in the first place) and based on artificial intelligence offer a personal educational route of the
student, according to his profile. A personal educational platform should also build a strong
educational community with the ability to exchange opinions and develop digital competencies
of students, giving them an understanding of how modern artificial intelligence works.

In this regard, the School of Information Technology and Information Systems on the basis of
the EKTU named after Serikbayeva and Nazarbayev Intellectual School of Ust-Kamenogorsk set
the goal of creating a conceptual model for the introduction of personalized learning in schools
of the Republic of Kazakhstan and on its basis developing a personal educational platform for
high school students that meets the above-mentioned modern requirements of personalization of
learning.

2. Research methodology

The methodological basis of the research is the methods of system analysis and knowledge
management. The logical-structural method was chosen as the basis for creating a conceptual
model for the implementation of personalized learning with the support of information tech-
nology. The article reflects the results obtained by the authors in the process of developing a
prototype of a personal educational platform based on the East Kazakhstan Technical University
named after Serikbayev.

3. Theoretical justification
Conceptual model of PL implementation with information technology support

The personalization of educational policy, methodology and practice is considered in the stud-
ied resources as an important path for the development of higher education, which leads to the
formation of an important value of "Lifelong Learning". In the works of the founders of this
idea (E. Munier, A.V. Petrovsky, V.A. Petrovsky), individual personalization is considered as a
process and as a result of which the subject receives an ideal representation in the life of other
people and can act in public life as a person [12, 13]. According to V.V. Gracheva [14], the
essence of personalization lies in the effective transformations of the intellectual and affective-
need sphere of another person’s personality, which occur as a result of the individual’s activity.
Research by Yu.V. Krupnov [15] shows that personalization as a process is realized through the
development of personal strategies, their implementation in actions, and ultimately reflection
on their own work results. The most famous foreign researchers include F. Miller (development
of methodological foundations, including the stages of building the process of remote learning),
P. Brusilovsky (development of distance learning systems, creation of a student model for an
adaptive learning system). The theory of personalization is also present in the foreign modern
concept of connectivism, developed by J. Siemens and S. Downes [16, 17]. The process of per-
sonalization in the system of this concept is considered as the formation of a dynamic network
of information connections and orderly relationships in a changing environment that is not com-
pletely under the control of the individual. If we consider the process from the outside, then the
student must have a real or virtual communication network in the educational community. He
should set goals for his activities, actively apply his knowledge in various disciplines in practice,
where they could communicate with each other, etc.

Depending on the technologies and teaching methods used, various forms of personalized
learning are distinguished. In this table, four types can be considered: expansion of student
autonomy, self-education, differentiated learning and adaptive learning (Table 1).

Dan Buckley also identified two areas of personalization of learning: personalization of the
program, when the training adapts to a specific listener, and personalization by the learner
himself, when the listener independently builds his training [18]. The chosen form of personalized
learning allows you to build an individual learning trajectory of the student [Figure 1].
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Table 1 – Forms of personalized learning

Forms of PL Explanation
Differentiated
learning

The division of students into groups / categories, for each of
which, taking into account the interests, abilities and moti-
vation of participants, special pedagogical methods and tech-
niques of educational work are selected

Adaptive learning Personalized learning, in which real-time computer technol-
ogy adapts the learning material in accordance with the
needs of students

Self-education Complete freedom and responsibility of the student in the
choice of educational tasks, content, and didactic means to
achieve the educational goal. The role of an educational in-
stitution in this case is a service one. For example, providing
infrastructure for social and collaborative interaction.

Expanding the
student’s capabil-
ities

It is especially in demand in large introductory courses, in
the process of career guidance and selection of a set of disci-
plines for in-depth study.

Figure 1 – Personalized learning model

Thus, personalized learning can be described as a type of learning, the organization of which
takes into account the individual characteristics and needs of the student and gives the oppor-
tunity to independently (or with the support of a teacher) determine the learning trajectory. At
the same time, the main criterion is a systematic constructive feedback throughout the learning.

As practice and the results of the study show, personalized learning is a rather time-consuming
process for a teacher, given that on average 22-28 students study in the classroom. Manually
developing individual development trajectories and accompanying each student will take up all
the teacher’s working time. It is safe to say that the organization of an effective personalized
learning process that meets the needs and abilities of the student and the needs of the modern
society in which he lives can be achieved only with the use of information technology. Their
main task is to optimize the learning process in accordance with the needs of the student and
systematize the teacher’s activities in this direction [20–23]. These technologies also make it
possible to ensure the development of self-regulation and metacognition of students by building
flexible educational routes.

Having analyzed the results of a questionnaire survey of interested parties (teachers, high
school students, parents of Nazarbayev Intellectual School in Ust-Kamenogorsk) within the
framework of designing a personalized learning system based on a logical-structural method, the
authors identified a list of factors contributing to the introduction of PL into the educational
process of schools:
Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2021, Том 137, №4
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• creation of an electronic educational platform;
• improvement of the regulatory framework;
• technical and resource support of the learning process;
• development of a system of professional development and motivation of teachers.

Based on these factors and the results of the analysis stage of the logical-structural method,
a conceptual model for the implementation of personalized learning with the support of infor-
mation technology was built (Fig. 2).

Figure 2 – Conceptual model of software implementation with information technology support

This conceptual model presents 4 key areas: creation of a digital educational environment,
improvement of the regulatory framework, technical and resource support of the learning process,
retraining of teachers and suggests possible mechanisms for their implementation. Within the
framework of this study, the first direction will be considered, which is directly related to the
use of information technology.
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4. Research results
Architecture of a personal educational platform

For the possibility of practical implementation of personalized education for high school stu-
dents of Nazarbayev Intellectual Schools, a software complex "Personal Educational Platform"
(hereinafter referred to as PEP) was developed. This software complex includes the learning of
students in courses with in-depth or extended content in the subjects of the natural and math-
ematical cycle, which in turn, in addition to subject skills and knowledge, develop a number of
digital competencies.

The development of digital competencies will be carried out through integration into the
content of a competency-oriented educational program of a certain course. The set of digi-
tal competencies was determined based on the hierarchy analysis method and presented as an
independent study in a separate article [24]. In the process of learning, the digital footprint
of students accumulates in the PEP, which accumulates in their profiles. The analysis of the
accumulated data in the profiles makes it possible to increase the effectiveness of training by
determining the individual orientation for each individual student.

Let’s take a closer look at the software architecture of PEP. The conceptual scheme of the
PEP software architecture is shown in Figure 3.

Figure 3 – Conceptual architecture of a personal educational platform

As we can see in Figure 3, the PEP system includes 6 basic modules
1. Profile module – this module provides functionality for working with user profiles (cre-

ation, data collection, etc.)
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2. Basic settings module – this module provides functionality related to configuring the
operation of the entire system as a whole

3. Educational model – this module provides the functionality of courses in the subjects of
study

4. Assessment module - this module provides mechanisms for assessing the level of prepa-
ration of students for learning

5. Integration module - this module provides tools for interacting with external systems
6. Analytical reports module – this module provides tools for the analysis of training

Next, consider the software architecture of the PEP (Fig. 4)

Figure 4 – Software architecture of PEP

As can be seen from the diagram in Figure 4, the software components of the architecture are
divided into 3 levels:

1. Data storage. At this level there are software components that are designed to sup-
port the functioning of the system database and conduct analytical calculations. The
components of this level include:
(a) A database management system based on Microsoft SQL Server 2017. This DBMS

contains the main PEP databases.
(b) A data analysis system based on Microsoft SQL Analysis Services. This component

is used to analyze data that is accumulated in the main database using algorithms
such as decision tree, neural network, naive Base classifier.

2. Web application. This component is a web application that the end users of the system
(students, teachers and other interested parties) work with. This application is imple-
mented on the basis of Microsoft ASP technology.Net 4.7 and operates on the basis of
the Microsoft Internet Information Services 10 web server. This application interacts
with the system’s data storage and interacts with external components. The main com-
ponents of this web application are those that correspond to the conceptual components
of the system that were listed earlier:
(a) Student Profile
(b) Training courses
(c) Basic settings
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(d) Report
3. External systems. This part includes external to the PEP system, which is required

for learning and support services that are not part of the system. The list of external
systems is shown in Figure 3.

5. The algorithm of the personal educational platform

Registration of students is carried out through corporate mail. After registration, the main
page opens, where you need to go to the student’s profile. The input database will be preloaded
by the administrator.

A more detailed algorithm for the operation of the personal educational platform is given in
Fig. 5.

Figure 5 – The algorithm of the personal educational platform

The student ’s profile is determined by the following criteria:
Testing:
1. Results of the material perception test
2. Results of the interest determination test
3. The level of language competence in English (test to determine the level: pre -

intermediate, intermediate, upper intermediate)
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Statistics:
1. Personal data of the student
2. Results of the external exam for the 10th grade in the subjects: chemistry, physics,

mathematics, computer science, biology
3. Selection of specialized subjects (carried out by the student himself)

Also, if the profile is incomplete, it is possible to pass the necessary automated tests. Only
after activating the profile, the "recommended courses" window opens for the student, the system
recommends no more than 2 courses for one academic year, and also gives recommendations for
effective study according to the following criteria:

1. Perception level: audio content/ video content/modeling (menu option)
2. The ability to select the difficulty level: low /medium / high (the option to select in the

menu)
3. The possibility of choosing a teaching method: with a teacher / without a teacher / with

partial involvement of a teacher (the possibility of choosing in the menu)

6. Conclusion

The experience of the education system during the coronavirus pandemic, knowledge and
experience in the use of new information technologies allow us to implement a new model of
personalized learning, which will be able to provide high quality knowledge in conjunction with
the development of students’ personality.

The concept of transformation of a new model of education in an unstable external envi-
ronment is based on the creation of a personal educational platform for students, taking into
account their initial levels of knowledge and personal characteristics.

The article describes the project of a personal educational platform to support personalized
learning of high school students. A conceptual model of PL implementation in the school
system is proposed and the architecture, models and algorithms of the personal platform are
developed. The approbation is planned to be carried out on a cycle of elective courses in the
subjects of the natural science cycle on the basis of the Nazarbayev Intellectual School of Ust-
Kamenogorsk. Based on the results of testing the platform and testing the content of courses
aimed at the development of digital competencies, recommendations will be prepared on the use
of research results in the network of Nazarbayev Intellectual schools and specialized schools for
gifted students of Kazakhstan Republic.
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Жоғары сынып оқушыларына арналған дербестендiрiлген оқытуды қамтамасыз ететiн жеке бiлiм
беру платформасының жобасы

Аннотация: Қазақстанда дербестендiрiлген оқытуға көшудiң жобалау жүйесiн әзiрлеу сыртқы ортаның
тұрақсыздығын ескере отырып, ақпараттық технологиялар саласында да, мектептегi бiлiм беру саласында
да инновацияларды дамытудың маңызды бағыты болып табылады. Бұл мақалада Қазақстан Республикасы
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жүйелер мен микросервистерге сипаттама берiлдi, платформаның жұмыс iстеу алгоритмi ұсынылды.
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Проект персональной образовательной платформы поддержки персонализированного обучения
учащихся старшей школы

Аннотация: Разработка системы проектирования перехода на персонализированное обучение в Казахстане
является важным направлением развития инноваций как в сфере информационных технологии, так и в сфере
школьного образования с учетом нестабильности внешней среды (ситуация с пандемией Covid-19). В данной
статье представлен проект персональной образовательной платформы поддержки персонализированного обучения
учащихся старшей школы, основанный на авторской концептуальной модели внедрения данного вида обучения
в школы Республики Казахстан. Разработана архитектура персональной образовательной платформы, описаны
подсистемы и микросервисы, предложен алгоритм работы платформы.

Ключевые слова: система проектирования, информационные технологии, персонализированное обучение,
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«Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң Теориялық
математика және ғылыми есептеулер институты 2019 жылы» ғылыми,

ғылыми-әдiстемелiк және ұйымдастырушылық есебi (IV бөлiм)

Аннотация: Мақалада "Математикалық анализ" оқулығының Синопсис-Мазмұны
аяқталады. III бөлiмде берiлген алғашқы бөлiгiнiң "әр пункт пен параграф бiр жағынан
тақырыптың мәнi мен ондағы идеяларды дамыту тұрғысынан егжей-тегжейлi баяндалып
берiлсе, екiншi жағынан, мүмкiндiгiнше қысқа және мәлiметтi түрде келтiру" мақсаты осы
IV бөлiмде де сақталған.

Түйiн сөздер: Математикалық анализ, Синопсис-Мазмұн, математиканы түсiну
"Математикалық анализ" оқулығының мақсаты ретiнде.
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§ 8. «Математикалық анализ» (өңделген және толықтырылған екiншi
басылым) оқулығының [1] Синопсис түрiндегi мазмұны (аяқталуы)

Х ТАРАУ. Rn ЕВКЛИД КЕҢIСТIГI
§1. МАТЕМАТИКАЛЫҚ Rn ҚҰРЫЛЫМЫ
1. Математика – математикалық құрылымдар жайындағы ғылым, құрылым –

элементтерiнiң арасына кейбiр қатынастар тағайындалған жиын.
2. R1 барлық нақты сандар жиыны математиканың негiзгi құрылымы ретiнде кейбiр

қасиеттерiмен бөлiсiп, көптеген топ, сақина, өрiс тәрiздi жаңа құрылымдарға әкеледi,
солардың iшiндегi Математикалық анализ теориясындағы ең мазмұндысы – n -өлшемдi
Rn Евклид кеңiстiгi.

3. Жиындардың тiке көбейтiндiсi бастапқылардан туындайтын жаңа құрылым ретiнде –
алдын ала берiлген жиындар тiзбесiнен бiр элементтен ала отырып, рет-ретiмен тiзбеленген
бiртұсас элементтер жиыны.

4. Rn жиыны n рет алынған R1 жиынының тiке көбейтiндiсi – әр элементi координата
атты реттелген n нақты сандар тiзбесi болатын құрылым.

5. Толық анықтамасыз, тек түсiнiк деңгейiнде қолданылған, "ереже", "сәйкестiк",
"тәртiп" ұғымдарынсыз функция анықтамасының тағы бiр түрi – анықталу және мәндер
қабылданатын екi жиынның тiке көбейтiндiсiнiң графигi түрiнде, ширатып айтқанда,
бiрiншi жиынның әр элементi мен екiншi жиынның бiр ғана элементi жұптасқан арнайы
жиыншасы түрiнде.

6. Сызықтық R1 кеңiстiгi – элементтерiнiң арасында қосу және нақты санға көбейту
амалдары анықталған жиын, қосу амалы бойынша топ құратын.

7. R1 негiзгi құрылымындағы нақты санның абсолюттi шамасын толық сипаттайтын
қасиеттерi негiзiндегi Rn сызықтық кеңiстiгiндегi норманың жалпы анықтамасы –
норманың терiс еместiгi, элемент сол сызықтық кеңiстiктiң нөлi болғанда ғана және сол
жағдайда ғана норманың нөл нақты санына тең болуы, бiртектiлiгi мен үшбұрыштар
теңсiздiгiн қанағаттандыруы.
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8. Rn сызықтық кеңiстiгiндегi әр элементтiң евклидтiк нормасы – екi өлшемдi жағдайда
Пифагор теоремасы бойынша координаттық жүйе басынан сол нүктеге дейiн есептелген
арақашықтық сол элементтiң нормасы деп қабылданған, ары қарай n өлшемдi жағдада
‖x‖0 =

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n түрiнде жалғасатын Евклид атты норма.
9. Rn нормаланған кеңiстiгiндегi Евклид нормасына эквиваленттi тағы екi

норма – координаталарымен анықталатын әр элементтiң координаталарының абсолют
шамаларының қосындысы және абсолют шамаларының ең үлкенi түрiнде анықталған
нормалар және сол нормалардың эквиваленттiлiгi атты нормалары бiрiн-бiрi шенейтiн
теңсiздiктердi қанағаттандыруы.

10. Метрикалық кеңiстiк анықтамасы мен Rn метрикалық кеңiстiгi – Rn кеңiстiгiнде
норма арқылы екi элементтiң ρ (x, y) = ‖x− y‖r нақты сан болып табылатын
арақашықтығын енгiзiп, оның терiс еместiк, Rn -дегi екi элемент өзара тең болғанда және
тек сонда ғана метриканың нөл нақты санына тең болуы, симметриялық, үшбұрыштар
теңсiздiгiн қанағаттандыруы және метрика деп аталуы, метрика анықталған жиынның
метрикалық кеңiстiк деп аталуы, соның iшiнде, Rn кеңiстiгiнiң нормаланғанынан
метрикалық кеңiстiкке дейiн кеңеюi.

11. Rn сызықтық кеңiстiгiндегi скалярлық көбейтiндi – геометрияның ұзындық
пен бұрыш ұғымдарын Rn кеңiстiгiне енгiзетiн және олардың сандық мәндерiн
нүкте координаталары арқылы сипаттауға мүмкiндiк беретiн, аттас координаталарының
көбейтiндiсiнiң қосындысы арқылы анықталатын амал.

12. Rn сызықтық кеңiстiгi векторлық кеңiстiк ретiнде – басы координаттар жүйесiнiң
бас нүктесiнде, ал соңы Rn -дегi нүктеде орналасқан реттелген жұп, не бастапқы
нүктеден соңғы нүктеге бағытталған кесiндi Rn -дегi вектор деп аталады да, векторлардың
соңы болып табылатын нүктелердiң скалярлық көбейтiндiсi векторлардың скалярлық
көбейтiндiсi деп қабылданып, осы векторлардың скалярлық көбейтiндiмен жабдықталудан
пайда болған құрылым Rn векторлық кеңiстiгi деп аталады. n = 2 және n = 3
жағдайларында Евклид геометриясымен беттесетiн соңғы нүктенiң координаталарының
квадраттарының қосындысының квадрат түбiрi вектор ұзындығы деп, ал екi вектордың
соңғы нүктелерiнiң скалярлық көбейтiндiсiнiң олардың ұзындықтарының көбейтiндiсiне
қатынасы екi вектор арасындағы бұрыш деп аталып және екi вектор арасындағы бұрыш
π
2 -ге тең болған жағдайда және тек сонда ғана скалярлық көбейтiндiлерi нөлге тең болатын
векторлар ортогоналды деп аталады.

13. Rn кеңiстiгiндегi ортогоналды және нормаланған стандартты базис – әртүрлi
екеуiнiң скалярлық көбейтiндiсi нөлге, ұзындықтары бiрге тең, бiр координатасы бiрге
қалғандары нөлге тең, Rn кеңiстiгiнiң әр элементiн бiрмәндi жiктейтiн n векторлы жүйе.
§2. Rn НОРМАЛАНҒАН КЕҢIСТIКТIҢ ЖИЫНШАЛАРЫ
1. Тағы да жиындарға қолданылатын амалдар туралы – қабылдайтын мәндерi индекс

атты белгiмен таңбаланған жиындарға бiрiгу, қиылысу амалдарын қолдану.
2. Rn нормаланған кеңiстiгiндегi евклидтiк норма жағдайындағы маңай – алдын

ала берiлген нүктеден арақашықтығы алдын ала берiлген саннан аспайтын барлық
нүктелерден құрылған шар деп аталатын евклид нормасына қатысты маңай атты Rn

кеңiстiгiнiң жиыншасы.
3. Rn нормалаған кеңiстiгiндегi үш түрлi маңайлар және олардың арақатынастары –

алдын ала берiлген нүктемен алдын ала бекiтiлген эквивалеттi үш норманың бiрi бойынша
анықталған арақашықтығы маңай радиусы атты алдын ала берiлген оң саннан аспайтын
барлық нүктелерден құрылған сол нормаға сәйкес маңай атты Rn кеңiстiгiнiң жиыншасы
және нормалардың эквиваленттiлiгiнен олар арқылы анықталған маңайлардың әрқашан
да бiрiнiң iшiне бiрiнiң салынуы.

4. Rn кеңiстiгiнiң берiлген жиыншасының iшкi нүктесi, жиынның ашық болуы және де
осы анықтамалардың эквиваленттi үш нормаға тәуелсiздiгi – берiлген жиынның қайсыбiр
маңайымен сол жиында толығымен жататын iшкi нүкте атты нүктесi, әрбiр нүктесi iшкi
болатын ашық атты жиын және бiр нормамен iшкi нүкте болса, қалғандарымен де iшкi
болуы.
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5. Rn кеңiстiгiнiң берiлген жиыншасының шектiк және оңашаланған нүктелерi,
жиынның тұйық болуы – сәйкес Rn кеңiстiгiнен алынған нүктенiң кез келген маңайында
жиынның ақырсыз көп нүктелерiнiң не соған пара-пар одан өзге кемiнде бiр нүктенiн болуы
және сол жиыннан алынған нүктенiң қандай да бiр маңайында сол жиынның одан өзге бiр
де бiр нүктесiнiң болмауы, әр шектiк нүктесi өзiнде жататын жиын.

6. Берiлген жиынның Rn кеңiстiгiне дейiнгi толықтауыш жиыны, ашық және тұйық
жиындардың өзара толықтауыш болу қасиетi – Rn кеңiстiгi мен берiлген жиынның
толықтауыш атты сол жиында жатпайтын барлық нүктелерден құрылған айырмасы,
әрқашанда тұйық жиынның толықтауышының ашық, ашық жиынның толықтауышының
тұйық болуы.

7. Берiлген жиынның iшi, сырты және шекарасы – Rn кеңiстiгiндегi әр жиын бойынша
кеңiстiк өзара қиылыспайтын үш жиынға жiктеледi: қайсыбiр маңайымен жиында толық
жататын iшкi нүктелерден құрылған жиынның iшi, сыртқы нүкте деп аталатын қайсыбiр
маңайында жиынның бiр де бiр нүктесiн қамтымайтын барлық нүктелерден құрылған
жиынның сырты, шекаралық нүкте атты кез келген маңайында жиында жататын да,
жатпайтын да нүктелер табылатын барлық нүктелерден құралған жиынның шекарасы.
§3. Rn СЫЗЫҚТЫҚ КЕҢIСТIГIНДЕГI ТIЗБЕК ЖӘНЕ ФУНКЦИЯ

ШЕКТЕРI
1. Мәндерi Rn кеңiстiгiндегi тiзбек және оның шегi – әрбiр оң бүтiн санға Rn кеңiстiгiнiң

бiр элементiн сәйкес қоятын ереже және сандық тiзбек шегi анықтамасындағы |xn − a| < ε

модулдi теңсiздiгiн ‖xn − a‖ =
√

(x1 − a1)2 + . . .+ (xn − an)2 < ε нормалы теңсiздiгiмен
алмастырғандағы анықтаманың сөзбе сөз қайталануы.

2. Rn сызықтық кеңiстiктегiндегi тiзбек шегiнiң оның координаталық тiзбегi болатын
R1 кеңiстiгiндегi шектермен өзара байланысы – Rn сызықтық кеңiстiктегiндегi бiр
тiзбектiң сол жиын элементiне жинақталуының координаталық тiзбек атты n сандық
тiзбек жинақталуына пара-парлығы және Rn кеңiстiгiндегi шектiң координаталық тiзбек
шектерi арқылы жазылуы.

3. Rn сызықтық кеңiстiгiндегi Коши критерийi –Rn кеңiстiгiндегi тiзбектiң сол
кеңiстiк элементiне жинақталуын оның iшкi құрылысы арқылы бейнелеген, сандық
тiзбек үшiн берiлген Коши критерийiнiң модулдi нормаға алмастырғандағы оқылуы мен
талқылауының дәлме-дәл қайталануы болатын қажеттi және жеткiлiктi шарты.

4. Rn жағдайындағы Больцано-Вейерштрасс теоремасы – кез келген шенелген тiзбектен
шегi бар тiзбекше бөлiп алу мүмкiндiгi.

5. Көп айнымалылы сандық функция – Rn сызықтық кеңiстiгiнiң жиыншасы болатын
жиынның әр элементiне бiр ғана нақты сан сәйкес қоятын ереже.

6. Көп айнымалылы сандық функцияның нақты мәндi шегiнiң анықтамасы –
бiр айнымалы сандық функция шегi анықтамасындағы аргументке қатысты модулдi
теңсiздiгiн нормалы теңсiздiкпен алмастырғандағы анықтаманың сөзбе-сөз қайталануы.
§4. Rn КЕҢIСТIГIНДЕГI ТҰЙЫҚ ЖӘНЕ ШЕНЕЛГЕН ЖИЫНДА

АНЫҚТАЛҒАН ЖӘНЕ ҮЗIЛIССIЗ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ
ЕРЕКШЕ ҚАСИЕТТЕРI ТУРАЛЫ ВЕЙЕРШТРАСС ЖӘНЕ КАНТОР
ТЕОРЕМАЛАРЫ. КОМПАКТI ЖИЫНДАР

1. Көп айнымалылы сандық функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң анықтамасы – көп
айнымалы сандық функцияның анықталу жиынында жатқан нүктесiндегi нақты мәндi
шегiнiң бар және сол шектiң функция мәнiне тең болуы.

2. Барлық мүшелерi тұйық және шенелген Rn жиында жататын тiзбектен әрқашанда
шегi сол жиында жататын тiзбекше бөлiп алу мүмкiндiгi.

3. Көп айнымалылы сандық функцияның ең үлкен және ең кiшi мәндерi бар болуын
қамтамасыз ететiн Вейерштрасс шарттары – функцияның тұйық және шенелген жиында
анықталған және үзiлiссiз болуы.

4. Көп айнымалылы сандық функцияның анықталу жиындағы бiрқалыпты үзiлiссiздiгi
мен оны қамтамасыз ететiн шарттарды анықтайтын Кантор теоремасы – көп айнымалы
сандық функцияның нүктеде үзiлiссiздiк анықтамасында табылатын оң сан әр нүктеге
тәуелдi жеке табылмай жиынның барлық нүктелерiне ортақ бiр сан табылуы және осы
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үзiлiссiздiктiң бiрқалыптылығын қамтамасыз ететiн функция анықталу жиынының тұйық
және шенелген болуы мен әр нүктесiнде үзiлiссiз болуы.

5. Жиынның компактылығы атты оны бүркейтiн кез келген ашық жиындар үйiрiнен
сол жиынды бүркейтiн ақырлы санды жиындар үйiрiн бөлiп алудың әрдайым мүмкiндiгi
– қайсыбiр локалдi қасиеттi бүкiл анықталу жиынына тарату.

6. Гейне-Борель теоремасы – Rn кеңiстiгiндегi жиынның шенелуi және тұйықтылығы
мен компактылығының пара-парлығы, мысал ретiнде, сегменттердiң тiке көбейтiндiсi
болатын тұйық параллелепипедтiң компакт жиын болуы.

7. Анықталу жиынының тұйықтылығы мен шенелгендiгiн пайдалана отырып
дәлелденген Вейерштрасс және Кантор теоремаларының ашық жиындардың бүркемесi
арқылы анықталған компактiлiк қасиетiн қолданылуымен тағы бiр дәлелдемесi.
§5. Rm – МӘНДI ФУНКЦИЯЛАР ЖАЙЛЫ
1. Вектор-функция деп те аталатын және реттелген m сандық функцияға пара-

пар болатын мәндер қабылданатын жиыны Rm кеңiстiгiнде жататын көп айнымалылы
функция және оның x айнымалысы a нүктесiне E жиыны бойынша ұмтылғандағы шегi
– Rn сызықтық кеңiстiгiнiң жиыншасы болатын жиынның әр элементiне Rm кеңiстiгiнен
алынған бiр ғана элементiн сәйкес қоятын ереже және бiр айнымалы сандық функция
шегi анықтамасындағы аргументке қатысты модулдi теңсiздiгiн Rn кеңiстiгiнiң нормалы
теңсiздiгiмен, функцияға қатысты модулдi Rm кеңiстiгi нормасына алмастырғандағы
анықтаманың сөзбе-сөз қайталануы.

2. Rn ⊃ E
f7→Rm түрiндегi E жиыны бойынша нүктеде және жиында үзiлiссiз

функциялар – сәйкес функцияның анықталу жиынынан алынған нүктедегi E жиыны
бойынша шегi бар және сол нүктедегi функция мәнiне тең болуы мен осы қасиеттiң E
жиынының әрбiр нүктесiнде орындалуы.

3. Rn сызықтық кеңiстiгiндегi қисық – мәндерi Rn сызықтық кеңiстiгiнде жататын
сегментте анықталған үзiлiссiз функция, соның арасында, әр координаталық функция
сызықты болғандағы қисықтың кесiндi деп аталуы.

4. Rn кеңiстiгiндегi дөңес жиын – жиынның кез келген екi нүктесiмен бiрге оларды
қосатын кесiндiнiң де сол жиында толық жатуы.

5. Қисық бойында үзiлiссiз функция – қисықтың мәндер жиынында анықталған және
сол жиын бойынша үзiлiссiз функция.

6. R3 кеңiстiктегi бет – мәндерi үш өлшемдi Евклид кеңiстiгiнде жататын екi
айнымалылы үзiлiссiз функция.

7. Скаляр және векторлық өрiстер – мәндерi сәйкес бiр өлшемдi сандық және үш
өлшемдi Евклид кеңiстiгiнде жататын үш айнымалы функциялар.

8. Үзiлiссiз функциялардан құрылған күрделi функция да үзiлiссiз – сәйкестенген iшкi
функция да, сыртқы функция да өз өлшемдерiнде үзiлiссiз болғанда үзiлiссiздiк қасиеттiң
олардан құрылған күрделi функцияда сақталуы.

9. Көп айнымалылы сандық функция жағдайындағы Больцано-Коши теоремасы –
сандық функцияның байланысты жиын атты кез келген екi нүктесiн сол жиында жататын
қисықпен қосуға болатын жиында үзiлiссiздiгiнен функцияның кез келген екi мәнiнiң
арасындағы әрбiр нақты санның да сол функция мәнi болуы.
§6. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ ӘР

КООРДИНАТАСЫ БОЙЫНША ЖЕКЕ-ЖЕКЕ БIР-БIРIНЕ ТӘУЕЛСIЗ
ҰМТЫЛАТЫН КООРДИНАТАЛЫҚ ШЕКТЕРI МЕН ҚАЙТАЛАНҒАН
ШЕГI

1. Көп айнымалылы сандық функцияның әр координатасы бiр-бiрiне тәуелсiз жеке-
жеке өз жалпыланған сандық шектерiне ұмтылғандағы барлық n координатасы бойынша
бiрiгiп алынған көп айнымалы шегiнiң анықтамасы lim

x∈E,xi→pi(i=1,...,n)
f(x1, ., xn) = q (pi, q =

d, d+ 0, d− 0,+∞,−∞,∞; d ∈ R1, i = 1, ..., n) – бiр айнымалылы сандық функция шегiнiң
36 түрлi анықтамасы көп айнымалылы функция жағдайында n айнымалы аргументтiң әр
координаталық сандық айнымалысы мен функция мәнi кестедегi 6 жағдайдың әрқайсысын
қабылдағанда 6n+1 жағдай құрап, сөзбе-сөз қайталануы.
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2. Сандық функцияның a = (a1, . . . , an) ∈ Rn ақырлы нүктедегi lim
x∈E,x→a

f(x) =

A еселi және lim
x∈E,xi→ai(i=1,...,n)

f(x1, ..., xn) = A координаталық шек анықтамаларының

эквиваленттiлiгi – шек анықтамасындағы өзiндiк мағынасы жоқ тек бағыт беретiн x → a
және xi → ai(i = 1, ..., n) жазулары көп айнымалылы функцияға ғана тән аргумент
ұмтылуының ‖x− a‖Rn < δ теңсiздiгi арқылы анықталатын n өлшемдi айнымалымен
бiртұтас ұмтылуы және |xi − ai| < δi(i = 1, . . . , n) теңсiздiгiмен анықталатын
координаталарының жеке-жеке ұмтылуын қамтамасыз ететiн шектердiн пара-парлығы.

3. Екi айнымалылы сандық функцияның қандай да болсын
lim

x=(x1,x2)∈E,x1→p1,x2→p2
f(x1, x2) шегi бар болуын не ешқандай шегi болмайтындығын

зерттеу әдiстемесi – алдымен шектерi сәйкесiнше p1 және p2 -ге ұмтылатын сол тiзбек
бойынша функция шегi ақырлы не ақырсыз болатын сандық тiзбегi табылып, сонан-соң
сол шек мәнi функция шегi болатындығы тiкелей шек анықтамасымен дәлелденедi немесе
осы функцияның бiр-бiрiнен өзге ең болмағанда екi ақырлы шегi әлде бiр ақырлы, бiр
ақырсыз шектерi болатындай тiзбектер қыру арқылы функцияның ешқандай шегi жоқ
деген қорытындыға келу.

4. Көп айнымалылы сандық функцияның қайталанған шегi – әрбiр айнымалысы
өз шектерiне басқаларына тәуелсiз ұмтылуынан айнымалы координаталары бойынша
функциядан қалғандарын тұрақты ретiнде қабылдап бiр айнымалы бойынша шек алғанда
бiр нақты сан емес, бастапқы функциядан бiр айнымалыға кем айнымалылы функция
алынып, осы үрдiстi ары қарай жалғастыру арқылы айнымалылардың санын азайта
отырып, ең соңында бiр айнымалы функцияның шегiн алу арқылы қайталанған шек деп
аталатын сан мәнiндегi iзделiндi шекке келу, қайталанбалы шек мәнiнiң айнымалылардың
шек алу ретiне қарай әртүрлi мәндi бола алуы, бiрақ еселi шек бар жағдайда қайталанған
шектiң бiр түрiнiң бар болуынан олардың өзара тең болуы.
§7. ҮЗIЛIССIЗДIК, КОМПАКТЫЛЫҚ, БАЙЛАНЫСТЫЛЫҚ

ҰҒЫМДАРЫНЫҢ ӨЗАРА БАЙЛАНЫСТЫ ДАМУЫНЫҢ
НОРМАЛАНҒАН ЖӘНЕ МЕТРИКАЛЫҚ КЕҢIСТIКТЕРДIҢ
ТОПОЛОГИЯЛЫҚ КЕҢIСТIККЕ ДЕЙIНГI КЕҢЕЮI АЯСЫНДА

1. Екеуi де маңай ұғымынан басталатын функция үзiлiссiздiгi мен ашық жиынның тектi
байланысын көрсететiн сандық функцияның ашық жиында, соның iшiнде Rn кеңiстiгiнде
үзiлiссiздiгiнiң ашық жиындар тiлiндегi критерийi – функцияның жиындағы үзiлiссiздiгi
локалдi ұғым ретiнде анықталған әр нүктедегi үзiлiссiздiк арқылы берiлген едi, сол
ұғым тек ашық жиын тiлiнде де берiледi: кеңiстiктiң ашық жиыншасында функцияның
үзiлiссiздiгi мен мүмкiн мәндер жиыны кеңiстiгiнiң кез келген ашық жиынының алғашқы
бейнесiнiң ашық болуының пара-парлығы және де осы критерийдегi алғашқы бейне
ұғымының бейне ұғымына ауыстырымсыздығын көрсететiн ашық жиында анықталған
және де ондағы кез келген ашық жиынды ашық жиынға аударатын үзiлiстi сандық
функцияның мысалы.

2. Сандық функцияның мiндеттi түрде ашық емес жиынға бейiмделген үзiлiссiздiгiнiң
ашық жиындар тiлiндегi критерийi – кеңiстiктiң кез келген жиыншасында функцияның
үзiлiссiздiгi мен мүмкiн мәндер жиынының кез келген ашық жиынының алғашқы
бейнесiнiң берiлген жиын мен қандай да бiр ашық жиын қиылысуы түрiнде өрнектелуiнiң
пара-парлығы.

3. Үзiлiссiздiк және компактылық – компакты жиынның үзiлiссiз бейнесiнiң де
компакты болуы.

4. Жалпы және сызықтық атты екi түрлi байланыстылық және олардың өзара
арақатынасы – сәйкес жиынды қандай да екi бөлiкке бөлсек те, бiрiнiң шектiк нүктесiнiң
екiншiсiнде жатуы және жиынның кез келген екi нүктесiн сонда жататын қисықпен жалғау
мүмкiндiгi, әрбiр сызықты байланысты жиын жай байланысты болғанымен, керiсiнше
әрқашан орындала бермеуi.

5. Үзiлiссiздiк және сызықты байланыстылық – сызықты байланысты жиынның үзiлiссiз
бейнесiнiң де сызықты байланысты болуы.
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6. Шек ұғымын беретiн абсолюттi шама, оның негiзiнде анықталған нормаланған
кеңiстiк, норма негiзiнде шек анықтамасын беретiн арақашықтық үрдiсi арқылы
туындайтын метрикалық кеңiстiк тiзбесiнiң ең кең жалпылауы болып табылатын
топологиялық кеңiстiк – Rn кеңiстiгiндегi ашық жиындардың негiзгi қасиеттерiн сақтай
отырып, «ашық» атты жиындары аксиомалық түрде берiлетiн кеңiстiк.

7. Кез келген сандық функция өзi анықтайтын жеке "топологиясында" үзiлiссiз –
түйсiк деңгейiнде қарандашты көтермей көрнектi салғандағы функция графигi берген
үзiлiссiздiк ұғымын бастапқы ашық жиын ретiнде қабылданған интервалдар арқылы
құрылған топология растаса, кез келген бос емес жиында анықталған сандық фунцияның
өзi тудырған топологияда, соның iшiнде, sgn x функциясы нақты сандар жиынындағы
ашық жиындардың алғашқы бейнелерi ашық деп қабылданған топологияда «үзiлiссiз»
болуы.
ХI ТАРАУ. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ТЕОРИЯСЫ
§1. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ НҮКТЕДЕГI

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАНУЫ ЛОКАЛДI СЫЗЫҚТАНДЫРУЫ РЕТIНДЕ
1. Тағы да бiр айнымалылы функцияның нүктеде дифференциалдануының анықтамасы

мен сондағы дифференциал деп аталатын бiр айнымалы сызықтық функция туралы –
функция өсiмшесiнiң кездейсоқ емес, қарапайымдылығы тұрғысынан тұрақты функцияға
қарағанда келесiсi болатын сызықтық функция мен аргумент өсiмшесiмен салыстырғанда
нөлге одан да тез ұмтылатын "бүлдiргiш" деп аталатын қосылғышпен қосынды түрiнде
эквиваленттi жазулары.

2. Kөп айнымалының сандық сызықты функциясының анықтамасы және оның жалпы
түрi – функцияның әр екi нүктеде бiр мән қабылдауы түрiндегi тұрақтылық қасиеттен
кейiнгi қарапайым сызықтылық қасиетiн қанағаттандыратын функцияның түрiн анықтау.

3. Kөп айнымалының сандық сызықтық функцияның коэффициенттерi және олар
стандарттық базис мүшелерiнiң сол сызықтық функцияның мәндерi ретiнде.

4. Rn кеңiстiгiндегi әр сызықтық функция оның аргументi мен коэффициенттерiнiң
векторлық түрiндегi скаляр көбейтiндiсi ретiнде.

5. Бiр айнымалылы сызықтық функцияның координат жүйесiнiң бас нүктесiнен өтетiн
түзу түрiндегi жазықтықтағы геометриялық бейнесi.

6. Екi айнымалылы сызықты функцияның кеңiстiктегi координат жүйесiнiң бас
нүктесiнен өтетiн жазықтық түрiндегi кеңiстiктегi геометриялық бейнесi.

7. Көп айнымалылы сандық функцияның нүктеде дифференциалдану анықтамасы
– барлық дифференциалданатын функцияларға ортақ, дифференциалданатын функция
өсiмшесi дифференциал атты аргумент өсiмшесiне тәуелдi сызықтық функция мен
аргумент өсiмшесiмен бiрге, бiрақ оның ұзындығына қарағанда нөлге тез ұмтылатын,
функцияның нүкте маңайындағы локалдi құрылысының ерекшелiктерiн сол ортақ жазуда
өзiне қамтитын, «бүлдiргiш» атты функциялардың қосындысы түрiнде өрнектелуi.

8. Көп айнымалылы фунцияның нүктеде дифференциалдану анықтамасының скаляр
көбейтiндi арқылы өрнектелуi.

9. Сызықтық функцияның орта мектеп пен математика ғылымындағы атауы бiреу
болғанымен, түсiнулерi өзгеше – орта мектепте сызықтық функция деп түзу теңдеуiн атаса,
математика ғылымда сызықтық қасиеттi қанағаттандыратын функция аталады.

10. Екi және үш айнымалылы функцияның нүктеде дифференциалдануының тiкелей
қолдануға ыңғайландырылған жазылулары.

11. Көп айнымалылы сандық функцияның нүктеде дифференциалдану
анықтамасындағы қосылғыштарының мағынасын сипаттайтын атаулар мен
талқылауларды жинақтап қорытындылау – дифференциалданатын функция өсiмшесiн
құрайтын сызықтық функция мен «бүлдiргiш» жайлы әртүрлi мәлiметтер мен әртүрлi
өрнектелулерi.

12. Көп айнымалылы сандық функцияның ашық жиында дифференциалдануы және де
бұл анықтамада жиын ашық болуының себебi – аргумент өсiмшесi 0 нүктесiнiң толық
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маңайында өзгеруi қажет, сол себептi функция жайлы мәлiмет дифференциалданатын
нүкте маңайындағы толық көлемдi құрылысына тәуелдi.
§2. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ НҮКТЕДЕГI

ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ЖӘНЕ СОЛ СЫЗЫҚТЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ
КОЭФФИЦИЕНТТЕРI БОЛАТЫН ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛАР

1. Көп айнымалылы функцияның нүктедегi дифференциалы – кез келген көп айнымалы
сандық функцияның өсiмшесiнiң аргументi 0 нүктесiнiң қайсiбiр маңайында анықталған
болса, дифференциалданатын функция өсiмшесiнiң сызықтық бөлiгi ретiнде алынған
сызықты функция бүкiл кеңiстiкте анықталуы.

2. Дифференциал – сызықты функция ретiнде өз коэффициенттерiмен толық
анықталатындықтан, функцияның локалдi құрылысы бойынша оның коэффциеттерiн
бейнелеу мәселесiнiң қойылуы.

3. Дифференциал анықтамасындағы сызықтық функцияның коэффициенттерiн
анықтауда дербес туынды атты жаңа ұғымның пайда болуы – есептеулер көрнекi, жазу
ықшам болу мақсатында екi өлшемдi жағдайды қарастыру.

4. Көп айнымалылы функцияның белгiленген айнымалысы бойынша нүктедегi дербес
туындысы – көп айнымалылы функцияның сол нүктедегi дифференциалы атты сызықты
функцияның сәйкес айнымалысының коэффициентi.

5. Дербес туындының анықтамасын бiр айнымалылы функцияның туындысы ретiнде
өрнектеу және оның геометриялық суреттемесi – бекiтiлген айнымалыдан басқаларының
барлығын тұрақты ретiнде қабылдап бiр айнымалылы функция түрiнде қарастыру және
функция графигi мен осы айнымалыны қамтымайтын (n − 1) өлшемдi жазықтықтың
қиылысуын беретiн «қисыққа» (a1, a2, . . . , an, f(a1, a2, . . . , an)) нүктесiнде жүргiзiлген
жанаманың бұрыштық коэффициентi.

6. Көп айнымалылы функцияның дербес туындысын есептеу мәселесiнiң бiр айнымалы
жағдайға көшiрiлуi – бiр айнымалы элементар функциялардың туындыларын есептеу
ережелерi арқылы дербес туындыларды табу есептерiн жүргiзу.

7. Нүктеде дифференциалданатын функцияның сол нүктедегi дифференциалын
дербес туынды арқылы дәл өрнектеу мүмкiндiгi – нүктеде дифференциалданатын
функцияның сол нүктедегi барлық дербес туындыларының бар болуы және олардың
сызықтық функциядағы сәйкес айнымалылар коэффициенттерiне тең болуы, керiсiнше,
нүктеде барлық дербес туындылары бар функцияның сол нүктеде мiндеттi түрде
дифференциалдана бермеуi.

8. Нүктеде дифференциалданатын көп айнымалылы функция сол нүктеде үзiлiссiз де
– бiр айнымалылы функция тәрiздi көп айнымалылы функцияның дифференциалдану
қасиетiнiң үзiлiссiздiк қасиетiн де қамтамасыз етуi, бiрақ керi жағдайдың әрқашан
орындала бермеуi.

9. Көп айнымалылы функцияның нүктедегi дифференциалын белгiлеу туралы
келiсiмдер – дифференциалдың әртүрлi жазуларының арасындағы df(a) = ∂f

∂x1
(a)dx1 +

∂f
∂x2

(a)dx2 + · · · + ∂f
∂xn

(a)dxn түрiндегi негiзгiсiндегi dx1, dx2, . . . , dxn белгiлеулерiнiң
әрқайсысы бiртұтас болып, толық көлемде Rn кеңiстiгiн құрап, сызықтық функцияның
әдеттегi айнымалысы болуы.
§3. ДИФФЕРЕНЦИАЛДАНАТЫН КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ

ФУНКЦИЯНЫҢ БАРЛЫҚ ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛАРЫ АРҚЫЛЫ
БЕРIЛГЕН ҚАСИЕТТЕРI

1. Функцияның нүктеде дифференциалдануын қамтамасыз ететiн дербес туындылар
тiлiндегi шарты – сол нүктенiң маңайында дербес туындылары бар және сол нүктенiң
өзiнде үзiлiссiз болуы.

2. Ашық жиында анықталған және оның әр нүктесiнде барлық дербес туындылары
бар және үзiлiссiз функцияның сол жиынның әр нүктесiнде дифференциалдануы –
функцияның нүктеде дифференциалдануының дербес туындылар тiлiндегi жеткiлiктi
шартының салдары ретiнде.
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3. Көп айнымалылы функцияның нүктеде дифференциалдануының оның сол нүктедегi
барлық дербес туындылары арқылы қорытынды суреттемесi - дифференциалданатын
функцияның дербес туындыларының бар болуы, барлық дербес туындылары бар функция
дифференциалданбау мүмкiндiгi, бiрақ олардың әрқайсысы сол нүктеде үзiлiссiз болғанда
дифференциалдануы.

4. Көп айнымалылы сандық функцияның градиентi және оның көп айнымалылы
функция үшiн «үзiлiссiз дифференциалдану» ұғымын беретiн Rn 7→ Rn бейнелейтiн
функция ретiндегi үзiлiссiздiгi – n-өлшемдi кеңiстiктiң ашық жиынында анықталған
n-айнымалылы функцияның әр нүктедегi барлық дербес туындылары бар болғанда
анықталу жиыны берiлген ашық жиын, мәндерi n-өлшемдi кеңiстiктiң элементi болатын,
дербес туындылардан рет-ретiмен n-өлшемдi вектор түрiнде құрылған градиент атты
жаңа функцияны беру, бiр айнымалылы функцияның туындысы бар және осы
туындының басқа жаңа функция ретiнде үзiлiссiз болғанда, бастапқы функцияның
үзiлiссiз дифференциалданатын сандық функция деп аталғанындай, дербес туындылардың
әрқайсысының сандық функция ретiнде үзiлiссiздiгiнен Rn 7→ Rn бейнелейтiн градиеттiк
функцияның да үзiлiссiз болуы және оның көпайнымалылы функцияның үзiлiссiз
дифференциалдануын беруi.

5. Жиында дифференциалданатын функция сол жиында үзiлiссiз
дифференциалданбауы мүмкiн – ашық жиында анықталған және оның әр нүктесiнде
дербес туындылары бар, бiрақ дербес туындылары функция ретiнде үзiлiстi болатын
функция мысалы.

6. Функцияның графигiне нүктеде жүргiзiлген жанама жазықтық – екi өлшемдi
функция жағдайында функция графигiне жургiзiлген жанама жазықтық теңдеуiнiң осы
нүктедегi дербес туындылар арқылы өрнектелуi.
§4. БIРIНЕН СОҢ БIРI АНЫҚТАЛАТЫН КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ

САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ ЖОҒАРЫ РЕТТI ДЕРБЕС
ТУЫНДЫЛАРЫ

1. Көп айнымалылы сандық функцияның жоғары реттi дербес туындылары – ашық
жиында анықталған көп айнымалылы функцияның қандай да бiр айнымалысы бойынша
әр нүктеде дербес туындысы бар болғанда анықталған жаңа функцияның дәл сол
айнымалысы бойынша немесе аралас дербес туынды деп аталатын басқа айнымалы
бойынша алынған туындысы.

2. Нүктедегi аралас туындылары өзара тең емес көп айнымалылы сандық функция
мысалы – ашық жиында анықталған функцияның бiрiншi айнымалысы бойынша алынған
туындысынан одан өзге екiншi айнымалы бойынша алынған аралас туындысы мен
керiсiнше, ретiн ауыстырып алдымен екiншi айнымалы бойынша, содан бiрiншi айнымалы
бойынша туындылауда нақты мәндi туындылары бар және өзара тең бола бермейтiндiгiн
көрсететiн екi айнымалылы функция мысалы.

3. Нүктедегi аралас туындыларының алыну ретiне тәуелсiз өзара тең болуын
қамтамасыз ететiн олардың локалдi үзiлiссiздiгi – ашық жиында анықталған функцияның
аралас туындыларды алған айнымалылар мен олардың неше рет алыну санын сақтап,
реттерiн қалай алмастырсақ та мәндiрiнiң өзара бiр санға тең болуына сол нүктедегi
аталмыш аралас туындылардың барлығының сол нүктенiң қайсiбiр маңайында бар болып,
нүктенiң өзiнде үзiлiссiз болуының жеткiлiктiлiгi.
§5. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ЕРЕЖЕЛЕРI
1. Нүктеде дифференциалданатын көп айнымалылы сандық функцияларға

арифметикалық амалдар қолдану нәтижесi болатын жаңа функцияның да сол нүктеде
дифференциалдануы және оның дифференциалы берiлген функциялар мен олардың
дифференциалдары арқылы өрнектелу формулалары.

2. Сәйкес өз нүктелерiнде дифференциалданатын iшкi және сыртқы функциялардан
құрылған күрделi функцияның да бастапқы нүктеде дифференциалдануы - күрделi
функция өсiмшесiн алдымен дифференциалданатындығынан сызықтық функция мен
"бүлдiргiш" функция қосындысы түрiнде берiлген айнымалысы iшкi функция өсiмшесi
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болатын сыртқы функция өсiмшесi, артынша дәл осындай түрдегi iшкi функцияның
өсiмшесi арқылы жазып алған соң, iшкi функция өсiмшесiне қатысты сызықтық бөлiгiн
бөлiп алып, одан кейiн нөлге аргумент өсiмшесiне қарағанда жылдам ұмтылатын
функцияның арифметикалық қасиеттерiн қолдана отырып, күрделi функцяның өзiнiң
бүлдiргiшiн анықтап, күрделi функция өсiмшесi де кездейсоқ емес сызықтық функция мен
"бүлдiргiш" функция қосындысы түрiнде жазылатындығын көрсету.

3. Сәйкес өз нүктелерiнде сыртқы функция толық көлемде дифференциалданып,
сыртқы функция айнымалыларының санына тең болатын iшкi функциялардың тек дербес
туындылары бар болғанда, олардан құрылған күрделi функцияның бастапқы нүктеде
дербес туындыларының бар болуы және оларды есептеу формулалары – iшкi функция
қанша айнымалыға тәуелдi болса, күрделi функцияның сонша түрлi дербес туындысы
бар болады да, олардың әрқайсысы сыртқы функцияда қанша айнымалы болса, әр
айнымалысы бойынша алынған дербес туындысының сол айнымалыдағы iшкi функцияның
дербес туынды алынып жатқан айнымалысы бойынша алынған дербес туындысына
көбейтiндiлерiнiң сонша қосындысынан тұратын күрделi функцияның дербес туындысын
есептеу формуласы.

4. Күрделi функциялардың дербес туындыларын есептеу формулаларының жеке
жағдайда толық жазылуы – үш айнымалылы сыртқы, екi айнымалылы iшкi функциядан
құрылған екi айнымалылы күрделi функцияның әр айнымалылары бойынша дербес
туындылары формулаларын ашып жаза отырып, бiр мысал негiзiнде есептеу жүргiзу.

5. Көп айнымалылы сандық функциясы үшiн Лагранж формуласы - көп айнымалылы
сандық функциясының нүктедегi өсiмшесiнiң оның барлық дербес туындыларының
қосындысының аралық нүктедегi мәнi арқылы дәл өрнектелуi.

6. Көп айнымалылы сандық функцияның дөңес және ашық болатын анықталу
жиынында тұрақты болу критерийi – сол дөңес және ашық жиында тұрақты болуы мен
әрбiр нүктесiнде барлық дербес туындыларының бар және нөлге тең болуының пара-
парлығы.

7. Берiлген реттi үзiлiссiз дифференциалдану деп аталатын сол ретке дейiнгi барлық
дербес туындылары бар және үзiлiссiз болуының көп айнымалылы күрделi функция
жағдайындағы жеткiлiктi шарты – көп айнымалылы күрделi функцияның берiлген
реттi дербес туындысының бар және үзiлiссiз болуын оны құрайтын iшкi және сыртқы
функциялардың сол реттi үзiлiссiз дербес туындыларының бар болуының қамтамасыз етуi.

8. Сыртқы функцияның дифференциалына iшкi функцияның дифференциалын
қойғанда дифференциалдар түрлерiнiң инварианттылығы деп аталатын күрделi
функцияның бастапқы нүктедегi дифференциалына тең болуы – дифференциалдағы
dx1, dx2, . . . , dxn әрқайсысы бiртұтас айнымалыларын тәуелсiз айнымалы ретiнде алсақ та,
күрделi функция ретiнде алсақ та дифференциал жазылуы түрiнiң өзгерiссiз қалуы, яғни
dx1, dx2, . . . , dxn белгiлеуiндегi x1, x2, , . . . , xn тәуелсiз айнымалыларының әрқайсысын
функциямен алмастырып, пайда болған күрделi функцияның дифференциалының да
бастапқы тәуелсiз айнымалылармен берiлген дифференциал жазуының түрiне келуi.
§6. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ЕРЕЖЕЛЕРIНIҢ ҚОЛДАНУЛАРЫ
1. Үш өлшемдi R3 кеңiстiгiндегi сандық функцияның бағыт бойынша туындысы

негiзiнде бiржақты дербес туындыларының пайда болуы – бағыт бойынша алынған
өсiмшенiң аргумент өсiмшесiне қатынасының аргумент өсiмшесi нөлге ұмтылғандағы
шегi ретiнде, соның iшiнде бағыт координаталық өстермен беттескенде бағыт бойынша
туындының сәйкес айнымалылар бойынша бiржақты дербес туындыға айналуы және
осылардың барлығының геометриялық суреттемесi.

2. Үш өлшемдi R3 кеңiстiгiндегi сандық функцияның бағыт бойынша туындысының
дербес туындылардың толық жүйесi бойынша жiктелуi – ашық жиында анықталған
көп айнымалылы ретiнде нүктеде дифференциалданатын функцияның кез келген бағыт
бойынша туындысының бар болуы және олардың дербес туындылар мен бағыттың
сәйкес координата өсiмен жасайтын бұрыш косинусына көбейтiндiсiнiң қосындысы түрiнде
жазылуы.
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3. Көп айнымалылы сандық функцияның бағыт бойынша туындысы – дербес
туындыларының жалпылауы және де оның дербес туындылардың толық жүйесi бойынша
жiктелуi.

4. Көп айнымалылы сандық функцияның ең жылдам өзгеру бағытын сипаттайтын
градиент gradf ≡ ∇f(a) – бағыттар арасындағы абсолют шамасы ең үлкен градиент атты
туынды және туындының механикалық мағынасы жылдамдық болғандықтан ең жылдам
өзгеру бағытын беруi.

5. Көп айнымалылы сандық функция үшiн қалдық мүшесi Лагранж түрiнде берiлген
глобалдi Тейлор формуласы – құрлысы шектеусiз күрделi объект деп қабылданатын
көп айнымалылы сандық функцияны қарапайым объект болатын арнайы түрдегi сондай
айнымалылы алгебралық көпмүшелiкпен алмастыру және осы алмастыруда пайда болатын
ауытқуының Лагранж түрiндегi бағалануы.

6. Көп айнымалылы сандық функция үшiн қалдық мүшесi Пеано түрiнде берiлген
локалдi Тейлор формуласы – күрделi объект деп қабылданатын көп айнымалылы сандық
функцияны қарапайым объект болатын арнайы түрдегi сондай айнымалылы алгебралық
көпмүшелiкпен берiлген нүктенiң маңайында алмастыратын, осы алмастыруда пайда
болатын ауытқудың осы нүктедегi шегi нөл болатын Пеано түрiндегi жазылуы.
§7. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ ЛОКАЛДI

ЭКСТРЕМУМЫ
1. Көп айнымалылы сандық функцияның локалдi экстремум нүктесi – сол нүктедегi

мәнi оның қандай да бiр маңайында ең үлкен немесе ең кiшi мәнi болуы.
2. Мүмкiн локалдi экстремум нүктелерiн ерекше оңашалайтын Ферма теоремасы –

локалдi экстремум нүктесiнде барлық дербес туындылары бар көп айнымалылы сандық
функцияның сол нүктедегi барлық дербес туындылары нөлге тең болуын шегелейтiн
локалдi экстремумның қажеттi шарты.

3. Локалдi экстремумге күдiктi нүктелердi ерекше оңашалайтын дифференциал
тiлiндегi шарт – локалдi экстремум нүктесiнде дифференциалданатын көп айнымалылы
сандық функцияның сол нүктедегi дифференциалының нөлге тепе-тең, басқаша айтқанда
дифференциал атты сызықты функцияның коэффициенттерi болатын сол нүктедегi дербес
туындылардың мiндеттi түрде бар болып және де олардың әрқайсысының нақты сандар
ретiнде нөлге айналуы.

4. Ферма теоремасындағы қажеттi шарттың жеткiлiктi еместiгi – нүктеде барлық дербес
туындылары нөлге тең болса да, сол нүкте локалды экстремум нүктесi болмайтынын
көрсететiн көп айнымалылы сандық функция мысалы.

5. Дифференциалдық есептеу теориясы локалдi экстремум тақырыбында негiзгi
техникалық құрал бола тұра, сол нүктенiң өзiнде аталған күрделi мәселемен тiкелей
байланысыздығы: сызықты функция ретiндегi дифференциал толығымен не дербес
туындылардың бiрi жоқ нүкте локалдi экстремум нүктесi болуы да, болмауы да мүмкiндiгiн
көрсететiн мысалдар.

6. Көп айнымалылы сандық функцияның локалдi экстремум нүктесi бола алуын
қанағаттандыратын нүктенiң және дәл сол нүктедегi функция қасиеттерiнiң мiндеттi түрде
орындалатын шарттары – сәйкесiнше анықталу жиынының iшкi нүктесi болуы, оған қоса
сол нүктеде барлық дербес туындылары бар болған жағдайда олардың нөлге тең болуы
немесе ең болмағанда бiр дербес туындысының болмауы, дифференциалданатын функция
болған жағдайда дифференциалының нөлге тепе-тең болуы.

7. Екi айнымалылы сандық функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының
барлығы нөлге тең болып, сол нүктедегi екiншi реттi дербес туындыларының мәндерiнен
құрылған анықтауыш таңбасы арқылы Тейлор формуласы негiзiнде локалдi экстремумге
толық зерттеу – мәселенiң бәрi анықтауыштың таңбасымен толық сипатталады: сол
нүктедегi екiншi реттi дербес туындыларынан құрылған анықтауыштың таңбасы оң
болғанда минимум, терiс болғанда максимум, ал нолге тең болғанда нақтылы жауап жоқ,
экстремумның бар болуы да болмауы да мүмкiндiгi мысалдармен көрсетiледi және де солай
болуы тиiс, өйткенi экстремум күрделi мәселесi қарапайым екiншi туынды мәндерi арқылы
толық шешiлуi мүмкiн еместiгi.
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8. Көп айнымалылы сандық функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының
барлығы нөлге тең болып, сол нүктедегi екiншi реттi дербес туындыларының мәндерiнен
құрылған квадраттық формасы арқылы Тейлор формуласы негiзiнде локалдi экстремумге
толық зерттеу – квадраттық форма оң, терiс анықталғанда және анықталмағанда сәйкес
локалдi минимум, локалдi максимум болатындығы мен локалдi экстремум болмайтындығы
және жартылай анықталғанда локалдi экстремумның бар-жоқтығын айта алмайтын
жағдайларға жiктелуi.

9. Көп айнымалылы квадраттық форманың оны анықтайтын коэффициенттерi арқылы
оң, терiс, жартылай оң, жартылай терiс анықталған және анықталмаған болуының
әрқайсысын беретiн Сильвестр критерийi және осы критерий негiзiндегi көп айнымалылы
сандық функцияның локалдi экстремумға зерттеудiң толық суреттемесi – квадраттық
форма атты айнымалыларының өз сандық коэффициентiмен жабдықталған барлық
мүмкiн қос-қос көбейтiндiлерi болатын қосындының айнымалыларының барлық мүмкiн
мәндерi үшiн оң, терiс, оң емес, терiс емес және де оң да, терiс те мәндердi қабылдайтыны
сол симметриялық түрге келтiрiлген коэффициенттерден құрылған матрицаның минорлар
таңбаларының Сильвестр критерийi атты тәртiппен орналасуының көп айнымалылы
функцияның нүктедегi локалдi экстремум мәселесiн толық сипатталуы.

10. Тұйық және шенелген жиында үзiлiссiз көп айнымалылы сандық функцияның ең
үлкен және ең кiшi мәндерiн дифференциалдық есептеулер әдiстемелерi арқылы табуға
нұсқау – сандық функцияның локалдi экстремум нүктесi емес iшкi нүктенiң кез келген
маңайында одан үлкен де, кiшi де мәндер қабылдайды да, сол себептен функцияның жиын
бойындағы ең үлкен де, ең кiшi де мәнi болмайтындығынан iзденiс мәндердi тек қана
локалдi экстремум қажеттi шарттарын қанағаттандыратын нүктелермен функцияның iшкi
нүктеге жатпайтын шекаралық нүктелердегi мәндер арасынан iзделуi.
§8. f : Rn 7→ Rm ТҮРIНДЕГI САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ
1. f : Rn 7→ Rm түрiндегi сызықтық функцияның жалпы түрi және де

сондай түрдегi функцияның нүктеде дифференциалдануының анықтамасы – Rm -мәндi
функция ретiмен алынған m сандық координаталық функциялар тiзбесi болып, Rm -
мәндi сызықтық функция сондай құрылымдағы сызықтық сандық функциядан тұрады,
осының жалғасында Rm -мәндi n айнымалылы функцияның нүктеде дифференциалдану
анықтамасы сандық функцияның нүктеде дифференциалдануының анықтамасы түрiнде
жазылып, ондағы теңдiк таңбасымен байланысқан үш өрнек Rm -мағынасында алынады
да, ондағы "бүлдiргiштiң" Rm -нормасы аргумент өсiмшесiнiң Rn нормасының нөлге
ұмтылуына қарағанда нөлге жылдам ұмтылуы.

2. f : Rn 7→ Rm түрiндегi функцияның анықталу жиынының нүктесiнде алынған
Якоби матрицасы – бiр айнымалылы сандық функциясының нүктедегi туындысының
f ′(a) түрiнде жазылуы Rm -мәндi n айнымалылы функция жағдайында бiрiншi жатық
жолында бiрiншi координаттық функцияның тәуелсiз айнымаларының координаттық
нөмерлер ретiмен алынған дербес туындыларының, дәл осылай екiншi координаттық
функция екiншi жатық жолын, әрi қарай m -шi координаттық функция m -шi жатық жолы
алынған m× n өлшемдi сандық матрица барлық дербес туындылары алынған алдын-ала
берiлген нүктедегi Якоби матрицасы аталады да, Rn 7→ Rm түрiндегi функциялардың
сызықтық комбинацияларың Якоби матрицасы олардың Якоби матрицаларының сондай
сызықтық комбинацияларына тең болуы.

3. ψ : Rs
ϕ7→Rn

f7→Rm күрделi функциясының Якоби матрицасы сыртқы және iшкi
функцияларының Якоби матрицаларының көбейтiндiсiне тең болуы.

4. Якоби анықтауышы f : Rn 7→ Rn түрiндегi функцияның Якоби матирицасының
анықтауышы ретiнде – m × n матрицасының анықтауышы m = n жағдайында ғана
мағыналы болуы
§9. АЙҚЫНДАЛМАҒАН ФУНКЦИЯ ФУНКЦИЯЛЫҚ ТЕҢДЕУДIҢ

АЛҒАШҚЫ КООРДИНАТАЛАРДЫҢ БЕКIТIЛГЕН САНЫ ТӘУЕЛСIЗ
АЙНЫМАЛЫ, ҚАЛҒАНДАРЫ ОЛАРҒА ФУНКЦИЯЛЫҚ ТӘУЕЛДIЛIКТЕ
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БОЛАТЫН ШЕШIМI РЕТIНДЕ – ФУНКЦИЯ БЕРIЛУIНIҢ ТАҒЫ БIР
ӘДIСI

1. Екi айнымалылы сандық функция арқылы құрылған теңдеу бойынша анықталған
айқындалмаған функция – берiлген екi айнымалылы функцияның нөлмен теңестiру
арқылы құрылған теңдеу деп аталатын шартты теңдiк, оның екi координаталы шешiмi,
солардың негiзiнде бiрiншi координатасы тәуелсiз айнымалы деп алынғанда онымен бiрге
бар және жалғыз болып шешiм құрайтын екiншi координата функция анықтамасына сай
келiп айқындалмаған атты тәуелсiз айнымалысы бiрiншi координата, екiншi координата
мәнi болатын функция.

2. «Айқындалмаған функция» деп аталатын функция берiлуiнiң тағы бiр тәсiлiнiң
жалпы анықтамасының жүзеге асыру барысындағы нақтылаулары – құрылған теңдеудiң
нақты шешiмiнен бастау алып, соның бiрiншi координатасының толы маңайында
анықталған, мәндерi екiншi координата маңайында жататын функция ретiнде.

3. Берiлген функция бойынша құрылған теңдеудiң нақты шешiмi айқындалмаған
функцияны әрқашан да анықтай бермеуi және оның дәл мағынасының керi анықтама құру
тәртiбiмен символдық, содан кейiн сөзбен жазылулары.

4. Айқындалмаған фунция анықтамасының астарлы тұстары барлық шешiмдер жиыны
жазықтықтағы бiрлiк шеңбер болатын функциялық теңдеу мысалында - алдын-ала теңдеу
шешiмi бекiтiледi де, оның бiрiншi координатасының толық маңайынан алынған әрбiр
нүктеге теңдеу шешiмi болатындай мән дәл сол екiншi координатасының маңайынан
iзделiнiп, айқындалмаған функцияны беретiн тәуелдiлiк орнауы, бiрiншi координатаның
кез келген маңайындағы қандай да бiр нүктеге екiншi координатаның маңайынан
теңдеу шешiмi болатындай не мән табылмауы, не бiрден көп мән табылуы себебiнен
айқындалмаған функцияның анықталмауы.

5. Екi айнымалылы бастапқы функция бойынша анықталған айқындалмаған функция
анықтамаларының көп айнымалылы сандық функция жағдайына көшiрiлуi – көп
айнымалылы бастапқы сандық функция бойынша теңдеу құрылады да, оның бекiтiлген
шешiмiнiң онымен беттеспейтiн бiр топ координаталарының қайсiбiр толық маңайында
алынған әрбiр элемент үшiн қалған координаталар маңайынан сол элементпен бiрiгiп
теңдеу шешiмiн құратын дәл бiр элемент табылса, онда осы тәртiп бойынша анықталған
сәйкестiк аталмыш теңдеу бойынша анықталған айқындалмаған функция деп аталады,
осы әр шешiмге тәуелдiлiгi айқындалмаған функцияны локалдi ұғым етедi.

6. Математикалық анализдiң кейбiр оқулықтарындағы «айқындалмаған функцияның»
жалған анықтамалары туралы – айқындалмаған функция атты бастапқы функция
арқылы құрылған теңдеудiң алдын-ала берiлген бiр шешiмiнiң қайсыбiр маңайындағы
шешiмдерiнiң бiр бөлiгi тәуелсiз айнымалы, ал қалғандары сол бiрiншi бөлiкпен
бiрiгiп аталмыш маңайда теңдеу шешiмiн құрайтын функция анықтамасына бағынатын
тәуелдiлiк болса, айнымалылардың бiрiншi тобына тәуелдi болып және сонымен бiрге
шешiм құрайтын кез-келген функцияны айқындалмаған функция деп атауға болмауы.

7. Бастапқы екi айнымалылы функция бойынша анықталған теңдеудiң айқындалмаған
функция бар болуын қамтамасыз етудiң геометриялық тұрғыдан көрнекi аналитикалық
дәлелдемесiнiң жобасы – айқындалмаған функция локалдi ұғым болғандықтан
жалпылықты жоғалтпай бүкiл зерттеулердi геометриялық тұрғыдан көрнекi, центрi
берiлген екi айнымалылы үзiлiссiз, бiрiншi айнымалысын бекiтiп алғанда, екiншi
айнымалысы бойынша қатаң өспелi бастапқы функция бойынша құрылған теңдеу
шешiмi болатын тiктөртбұрышқа шоғырландырып, тiктөртбұрышты нүкте маңайының
жоғарғы және төменгi жағында екi түрлi таңбалы болатындай центрiн сақтай отырып,
тiктөртбұрышқа дейiн қажетiнше кiшiрейтiп, сондағы кез келген бекiтiлген бiрiншi
координат үшiн Больцано-Коши теоремасының негiзiнде бiрiншi координатамен бiрге
бастапқы функцияны нөлге айналдыратын, сонымен бiрге iзденiстi айқындалмаған
функция мәнi болатын екiншi координаттың бiр ғана мәнi табылу арқылы анықталған
айқындалмаған функция, оның үзiлiссiздiгi.

8. Бастапқы екi айнымалылы функция бойынша құрылған теңдеудiң
шешiмiне негiзделген айқындалмаған функцияның бар болуын, үзiлiссiздiгi мен
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дифференциалдануын қамтамасыз ететiн дербес туындылар тiлiнде бастапқы функцияға
қойылатын шарттар – центрi теңдеудiң шешiмi болатын қайсыбiр тiктөртбұрышта
анықталған және үзiлiссiз, әр нүктесiнде әр айнымалы бойынша дербес туындылары
бар және үзiлiссiз болумен қатар, бастапқы функцияның қажеттi монотондылығын
қамтамасыз ететiн центрдегi екiншi айнымалысы бойынша дербес туындысы нөлден
өзгеше болуы және де бастапқы функцияға оның өзi жаратқан айқындалмаған функцияны
қойғанда пайда болатын нөлмен тепе-теңдiктi дифференциалдау арқылы туындыны
есептеу формуласы.

9. Бастапқы n + 1 айнымалылы функция бойынша құрылған теңдеудiң шешiмiне
негiзделген n айнымалылы сандық айқындалмаған функцияның бар болуын, үзiлiссiздiгi
мен үзiлiссiз дифференциалдануын қамтамасыз ететiн n + 1 айнымалылы бастапқы
функцияға қойылатын шарттардың сәйкес екi айнымалылы функциядан көшiрмесi
– екi айнымалы сандық функция жағдайындағы айқындалмаған функцияның мәнi
болатын айнымалы бойынша алынған дербес туындының бастапқы теңдеудiң шешiм
нүктесiнде нөлге айналмау шарты, басқасы көпайнымалы жағдайға сәйкестiрiлiп сөзбе-
сөз қайталануы.

10. Бастапқы n + m айнымалылы функция бойынша құрылған теңдеудiң
шешiмiне негiзделген n айнымалылы m− өлшемдi мәндi айқындалмаған функцияның
бар болуын, үзiлiссiздiгi мен үзiлiссiз дифференциалдануын қамтамасыз ететiн n + m
айнымалылы бастапқы функцияға қойылатын шарттардың сәйкес n + 1 айнымалылы
функциядан n айнымалы сандық R1 -мәндi функция жағдайындағы туынды модулiнiң
нөлге айналмау шартының n айнымалы Rm -мәндi функция жағдайында m × m -
реттi Якоби анықтауышының нөлге айналмауына сәйкесiнше ауыстырылу көшiрмесi
– n + 1 айнымалылы сандық функция жағдайындағы айқындалмаған функцияның
мәнi болатын айнымалы бойынша алынған дербес туындының нөлге айналмау шарты
сондай айнымалылар бойынша алынған, бiрiншi жатық жолында бастапқы функцияның
бiрiншi координаттық функцияның айқындалмаған функция мәндерiн құрайтын n
айнымалыларының координаттық нөмерлер ретiмен алынған дербес туындыларының, дәл
осылай екiншi координаттық функция екiншi жатық жолын, әрi қарай m -шi координаттық
функция m -шi жатық жолы алынған бастапқы теңдеудiң шешiм нүктедегi m ×m -реттi
Якоби анықтауышы нөлге тең болмау шартына айналады да, центрi аталмыш шешiм
болатын қайсыбiр параллелепипедте анықталған көпайнымалылы жағдайға сәйкестiрiлiп
сөзбе-сөз қайталануы.

11. Айқындалмаған функция анықтамасының локалдiлiгi негiзiнде сызықтық теңдеулер
жүйесiне көшу арқылы оның концепциясын iштей-техникалық түсiну – соңғы m
айнымалысы iзделiндi және алдыңғы n айнымалыға тәуелдi болатын n+m айнымалылы
бастапқы m сандық функциядан құралған m теңдеуден тұратын жүйенiң жетекшi
қасиеттерiн жоғалтпай бастапқы функцияның дифференциалындану анықтамасының
жазуындағы "бүлдiргiштердi" алмай тек басты сызықтық бөлiгiн ғана қалдырып, Крамер
ережесi бойынша сызықтық теңдеулер шешiмiнiң бiрмәндiлiк шартымен сәйкес берiлген
қатынастағы шешiмдiлiгi тұрғысынан эквиваленттiлiгiнiң айқындалмаған функцияның
бар болуындағы жоғарыдағы дәлелдемелердегi шарттармен беттесуi.

12. Айқындалмаған функция айқын түрде емес, тек бар болу түрiнде анықталған
болса да, оның жоғарғы реттi дербес туындыларын оны жаратқан бастапқы функцияның
дербес туындылары арқылы дәл есептеу формулалары – бастапқы функция арқылы
анықталған теңдеудi айқындалмаған функциялар тепе-теңдiкке айналдырады, сол тепе-
теңдiктi айқындалмаған функцияның тәуелсiз айнымалының әрқайсысы бойынша дербес
туынды алғанда күрделi функцияның дербес туындыларын есептеу формуласы бойынша
саны айқындалмаған функцияның тәуелсiз айнымалысының өлшемiне тең iзденiстi
айқындалмаған функцияның дербес туындылары арқылы сызықты теңдеу, ал оның
Крамер анықтауышы нөлге тең емес Якоби анықтауыштарымен беттесiп мақсатымыз
болатын шешiм беруi.
§10. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ ШАРТ

ЖАҒДАЙЫНДАҒЫ ЭКСТРЕМУМЫ - ЛОКАЛДI ЭКСТРЕМУМ
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ЖАҒДАЙЫНДАҒЫ ФУНКЦИЯНЫҢ НҮКТЕДIЕГI МӘНI СОНЫҢ
ҚАЙСIБIР МАҢАЙЫНДА ЕҢ ҮЛКЕНI НЕ ЕҢ КIШIСI БОЛУЫНЫҢ
СОЛ НҮКТЕ ЖАТАТЫН ҚАНДАЙ ДА БIР ШАРТ РЕТIНДЕ БЕРIЛГЕН
ЖИЫНШАСЫНА АУЫСТЫРЫЛУЫ

1. Берiлген көп айнымалылы сандық функцияның қайсыбiр нүктедегi локалдi экстремум
мәселесi оның сол нүктедегi мәнiн ең үлкен не ең кiшi болатындай мақсатпен алынған
толық маңайындағы мәндерiмен салыстыруда болса, шарт жағдайындағы экстремум деп
аталатын экстремумды табу мәселесi оның нүктедегi мәнiн маңайдың шарт деп аталатын
қандай да бiр жиыншасындағы мәндерiмен салыстыруда және де анықтаманы мағынасыз
ететiн жағдайлардан сақтандыру талқылаулары.

2. Шарт жағдайындағы көп айнымалылы сандық функцияның нүктедегi
локалдi экстремум анықтамасындағы маңай жиыншасының берiлу тәсiлдерi, соның
iшiнде қолымызда бар – математикалық анализдiң дамыған аппаратын қолдануға
ыңғайландырылған теңдеулер жүйесiнiң барлық шешiмдерi түрiнде берiлуi.

3. Шарт жағдайындағы көп айнымалылы сандық функцияның нүктедегi локалдi
экстремум анықтамасындағы маңай жиыншасы функциялық теңдеулер жүйесi түрiнде
берiлiп және де сол жүйе айқын шешiлгенде зерттеу мәселесi локалдi экстремум есебiне
айналуы мен соның төңiрегiндегi мысалдар.

4. Шарт жағдайындағы көп айнымалылы сандық функцияның нүктедегi локалдi
экстремум анықтамасындағы маңай жиыншасы функциялық теңдеулер жүйесi түрiнде
берiлiп және де сол жүйе айқын шешiлгенде зерттеу мәселесi локалдi экстремум есебiне
әкелу әрекеттерiнiң тiзбесi – шартты құрайтын теңдеулер жүйесiнiң барлық шешiмдерi
анықталып, артынша ретi теңдеулер санына тең Якобианы нөлден өзгеше болатын
шешiм табылады да, шартты құрайтын теңдеулер осы айнымалылар бойынша шешiлiп,
соларды бастапқы функцияға қойғанда шарт жағдайындағы экстремум табу есебi қалған
қатыспаған айнымалылар бойынша шешiмнiң сол координаталы нүктедегi шартсыз, таза
локалдi экстремум есебiне айналуы.

5. Шарт жағдайындағы көп айнымалылы сандық функцияның нүктедегi экстремум
анықтамасындағы маңай жиыншасы функциялық теңдеулер жүйесi түрiнде берiлiп
және де сол жүйе айқын шешiлгенде зерттеу мәселесi локалдi экстремум есебiне өту
жолында қолданылған анықтамалардағы шартты экстремумге шектiк нүктесi және
локалдi экстремумде толық маңай болу талаптарының орындалуы.

6. Көп айнымалылы функцияның локалдi экстремум нүктесi мен оның экстремум
анықтамасындағы маңайы сол экстремум нүктесiн қамтитын және ол шектiк нүкте
болатындай экстремум анықтамасындағы маңайдың кез келген жиыншасы бойынша
шартты экстремумге айналуы.

7. Көп айнымалылы сандық функцияның шарт жағдайындағы нүктедегi
экстремумында дәлелдеулердiң техникалық ұтымдылығына байланысты анықтама
оқылуындағы маңайды шар түрiндегi емес, онымен эквиваленттi параллелепипед түрiнде
қолдану мәжбүрi.

8. Көп айнымалылы сандық функцияның шарт жағдайындағы нүктедегi
экстремумының қажеттiлiгi шартты құрайтын теңдеулер жүйесiн шешкенде шешiмдерi
тәуелсiз айнымалылардан тәуелдi айнымалылар атты функциялар жүйесiне айналатын
локалдi экстремумге өткендегi тәуелсiз айнымалылар дербес туындыларын нөлге
теңестiретiн қажеттi шартындағы теңдеулер мен шартты құрайтын теңдеулер бiрiгiп,
олардың саны белгiсiз айнымалылар санына тең болу талабының орындалуы.

9. Көп айнымалылы экстремумге зерттелiндi сандық функцияның шарт жағдайындағы
нүктедегi экстремумының қажеттiлiгiнде шартты құрайтын теңдеулер жүйесiн шешкенде
шешiмдерi тәуелсiз айнымалылардан тәуелдi айнымалылар атты функциялар жүйесiне
айналатын локалдi экстремум қажеттi шартынан тұратын бөлiгiнiң экстремумге зерттелi
функцияның тәуелсiз айнымалылар бойынша дербес туындылар жүйесi арқылы жазылуы.

10. Көп айнымалылы экстремумге зерттелiндi сандық функцияның шарт жағдайындағы
нүктедегi экстремумының қажеттiлiгiн беретiн Лагранждың анықталмаған көбейткiштер
әдiсi айнымалыларды тәуелсiз және тәуелдi етiп бөлуден әдемi арылу ретiнде – шартты
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құрайтын теңдеулер жүйесiндегi әрбiр функциясының көбейткiшi ретiнде енгiзiлген
Лагранждың көбейткiшi деп аталатын жаңа тәуелсiз айнымалылар енгiзiлiп, сол
көбейтiндiлердiң барлығының көп айнымалылы сандық функцияның экстремумына
зерттелiндi функциямен қосындылары болатын Лагранждың көмекшi функциясы
құрылады да, шарт жағдайындағы экстремумның қажеттiлiгiндегi тәуелдi және тәуелсiз
айнымалылардың арасындағы айырмашылықты жоғалтатын және де айнымалылар
санының теңдеулер санына тең болуын сақтай отырып, Лагранж функциясының локалдi
экстремумының үйреншiктi барлық ескi және жаңа айнымалылар бойынша дербес
туындыларын нөлге теңестiретiн жүйеден тұратын қажеттi шартына алып келуi.

11. Көп айнымалылы экстремумге зерттелiндi сандық функцияның шарт жағдайындағы
экстремум нүктесi болуына күдiктi нүктелердi табудың Лагранждың анықталмаған
көбейткiштер әдiсiнiң қадам-қадаммен жiктелуi.

12. Көп айнымалылы экстремумге зерттелiндi сандық функцияның шарт жағдайындағы
экстремум нүктесi болуына күдiктi нүктелердi табудағы Лагранждың анықталмаған
көбейткiштер әдiсiнiң көмекшi функциясының нөлге тепе-тең дифференциалы түрiндегi
жазылуы.

13. Көп айнымалылы экстремумге зерттелiндi сандық функцияның шарт жағдайындағы
экстремум нүктесi болуына күдiктi нүктелердiң экстремум нүктесi болуын Лагранж
көмекшi функциясының локалдi экстремумына сәйкес квадраттық формасы арқылы
зерттеуге келтiру.

14. Шенелген және тұйық жиындағы үзiлiссiз көп айнымалылы сандық функцияның ең
үлкен және ең кiшi мәндерiн табу есебi және де оған сол жиын шарт болған жағдайындағы
эктремумге зерттеу нәтижелерiн қолдану әдiстемесi.
§11. АЙҚЫНДАЛМАҒАН ФУНКЦИЯЛАР ТЕОРИЯСЫНЫҢ КЕРI

ФУНКЦИЯНЫҢ БАР БОЛУЫ МЕН ФУНКЦИЯЛАР АҚЫРЛЫ
ЖИЫНЫНЫҢ ФУНКЦИЯЛЫҚ ТӘУЕЛДIГI МӘСЕЛЕЛЕРIНЕ
ҚОЛДАНЫЛУЛАРЫ

1. Керi функция бар болу мәселесiн шешу барысында локалдi түрде анықталған
айқындалмаған функция теориясын қолдану нәтижесiнен локальдi болуы – керi функция
бар болуына пара-пар күрделiлiгi одан да кем түспейтiн функцияның айтылуы оңай
инъективтiлiк қасиетiн көрсету барысындағы дәлелдемеге қолдағы зерттеу құралы
дифференциалдық есептеу теориясын қолданғанда мәселе бiр нүктенiң маңайына
шоғырланып, сол себептi нәтижелердiң локалдi түрде болуы.

2. Үзiлiссiз дифференциалданатын бiр айнымалылы функцияның екi жақты туындысы
нөлден өзгеше әр нүктенiң маңайында керi функциясының бар болуы – туындының
нөлден өзгеше болуы сол нүктенiң қандай да бiр маңайында локалдi түрде туынды
таңбасын бiртаңбалы түрде сақтайды да, функцияның қатаң монотондылығын, сол себептi
инъективтiлiгiн және онымен пара-пар керi функциясының бар болуын қамтамасыз етедi
және де керi функцияның да дифференциалдануын берiп, туындысын есептеу формуласын
ұсынады.

3. Үзiлiссiз дифференциалданатын көп айнымалылы функцияның керi функциясы бар
болуы туралы теореманың мiндеттi түрде локалдi құрылымда болуы мен керi функцияның
дербес туындыларын матрицалық теңдiк арқылы есептеу формуласы.

4. Көп айнымалылы үзiлiссiз дифференциалданатын функцияның керi функциясының
бар болуы туралы теорема айқындалмаған функцияның бар болуы туралы теоремадағы
тәуелдi және тәуелсiз айнымалылар сандарының өзара тең болған жағдайындағы тiкелей
салдары ретiнде.

5. «Дифференциалданатын функция нүктенiң маңайындағы құрылысы функция
өсiмшесiнiң басты-сызықты бөлiгi болатын дифференциалы сияқты» жалпы қағиданың
тағы бiр куәсi – керi функциясының бар болуының Якоби анықтауышы арқылы берiлуi
сызықтық функциялар жүйесiнiң Крамер ережесi беретiн шешiлiмдiлiгiне тәрiздiлiгi.

6. Үзiлiссiз дифференциалданатын көп айнымалылы функцияның керi функциясы бар
болуы туралы теореманың мiндеттi түрде локалдi құрылымда болуы – локалдi түрде
әр нүктесiнде қарастырылғанда нүкте маңайында керi функциясы бар, бiрақ берiлген
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жиынды толық қарастырғанда әр нүктесiнде Якобианы нөлден өзге болса да, керi
функциясы болмайтын функция мысалы.

7. Үзiлiссiз дифференциалданатын көп айнымалылы функцияның локалдi сипатта керi
функциясының да үзiлiссiз дифференциалдануы.

8. Үзiлiссiз дифференциалданатын функцияның керi функциясы бар болуы туралы
теоремада «үзiлiссiз дифференциалдану» шартын жай «дифференциалдану» шартына
теорема қорытындысын сақтай отырып ауыстыруға болмауының мысалы.

9. Керi функция туралы теореманы декарттық координаталар жүйесiнен поляр
координаталар жүйесiне көшiру және қисықты «түзету» есебiнде қолдану.

10. Функциялардың ақырлы тiзбегiнiң функциялық тәуелдiлiгi мен сызықтық
тәуелдiлiгi – функциялардың ақырлы тiзбегiндегi бiреуi сәйкес қалғандарынан құрылған
күрделi функция ретiнде және қалғандарының сызықтық комбинациясы ретiнде
бейнеленуi.

11. Функциялардың ашық жиында берiлген айнымалылар санынан аспайтын ақырлы
тiзбегiнде функциялық тәуелдiлiк бар болғанда анықталу жиынының әр нүктесiндегi
Якоби матрицасының рангiсi сол тiзбектегi функциялар санынан кiшi болуы, осының
салдары ретiнде Якоби матрицасының рангiсi ең болмағанда бiр нүктеде функциялар
санына тең болған жағдайда сол ақырлы тiзбектiң функциялық тәуелсiздiкте болуы.

12. Функционалдық тәуелдi функциялардың ақырлы тiзбегiнен тәуелсiз функциялар
тiзбекшесiн бөлiп алу үрдiсi – функциялардың ашық жиында берiлген айнымалылар
санынан аспайтын ақырлы тiзбегiнен қандай да бiр нүктеде Якоби матрицасының рангiсi
берiлген санға тең болатындай етiп берiлген ақырлы тiзбектен тәуелсiз функциялар тiзбегi
мен айнымалыларды таңдап алуға болуы және осы нүктенiң қандай да бiр маңайында оған
сол ақырлы тiзбектiң ең боламағанда бiр қалған функциясын қосқанда тәуелдiлiктiң пайда
болуы.

13. Градиент және Лаплас операторларын декарттықтан поляр координаталарына
көшiру формулалары.
ХII ТАРАУ. ТIКТӨРТБҰРЫШТАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫ
§1. ТIКТӨРТБҰРЫШТАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ

АНЫҚТАМАСЫ
1. Екi сегменттiң тiке көбейтiндiсi ретiндегi тiктөртбұрыш және оның жазықтықтағы

геометриялық бейнесi.
2. Тiктөртбұрыштың бөлшектенуi оны анықтайтын кесiндiлердiң бөлшектенулерiнiң тiке

көбейтiндiсi ретiнде.
3. Тiктөртбұрышта анықталған және шенелген сандық функцияның жоғарғы және

төменгi интегралдық қосындылары.
4. Тiктөртбұрышта анықталған және шенелген сандық функцияның жоғарғы және

төменгi интегралдары және олар тең болған жағдайда ортақ мәнi болып табылатын екi
еселi Риман интегралы.

5. Риман бойынша интегралданбайтын екi айнымалы шенелген функция мысалы.
6. Екi еселi Риман интегралын анықтама бойынша тiкелей есептеудiң мысалы.
7. Екi еселi Риман интегралының геометриялық мағынасы.
§2. ЕКI АЙНЫМАЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ РИМАН БОЙЫНША

ИНТЕГРАЛДАНУЫНЫҢ ТЕХНИКАЛЫҚ КРИТЕРИЙI
1. Тiктөртбұрышта анықталған және шенелген сандық функцияның жоғарғы

және төменгi интегралдық қосындыларының бөлшектенуге қатысты қасиеттерi. Кез
келген шенелген функцияның жоғарғы интегралының әрқашанда төменгi интегралынан
аспайтындығы.

2. Шенелген сандық функцияның Риман бойынша интегралдануының техникалық
критерийi – функция интегралдануының алдын ала берiлген кез келген дәлдiктен жоғарғы
және төменгi интегралдық қосындыларының бiр-бiрiнен ауытқуы аспайтындай бөлшектену
табылуына пара-парлығы.
§3 ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ ҚАСИЕТТЕРI
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1. Риман интегралының сызықтық қасиеттерi – тiктөртбұрышта интегралданатын
функцияларға қолданылатын сызықтық амалдардың интеграл мәндерi үшiн де сақталуы.

2. Интегралдың аддитивтiк қасиетi – аддетивтiлiк қасиетке сай iштей қиылыспайтын
тiктөртбұрыштардың ақырлы санына жiктелетiн тiктөртбұрыштағы интеграл мәнiнiң сол
жiктелу бойынша алынған интегралдар мәнi арқылы өрнектелуi.

3. Тiктөртбұрышта анықталған және интегралданатын екi сандық функция арасындағы
теңсiздiктiң олардың интегралдарының мәндерi үшiн де сақталуы. Тiктөртбұрышта
интегралданатын функцияның мәндерiнiң ортасы туралы теоремалар: сандардың
ақырлы жиынын орташа мән деп аталатын бiр санмен сипаттаған тәрiздi функцияның
тiктөртбұрыштағы ақырсыз көп мәндерiнiң орташа мәнiнiң интеграл арқылы анықталған
бiр санмен өрнектелу түрлерi. Интегралдың абсолюттiк шамасының функция абсолюттiк
шамасының интегралынан аспауы туралы.
§4. ТIКТӨРТБҰРЫШТА ЕКI АЙНЫМАЛЫЛЫ ҮЗIЛIССIЗ

ФУНКЦИЯНЫҢ СОЛ ЖИЫНДА РИМАН БОЙЫНША
ИНТЕГРАЛДАНУЫ

1. Шенелген функцияның Риман бойынша интегралдану себебiн техникалық критерий
негiзiнде айқындау.

2. Шенелген және тұйық тiктөртбұрыштағы үзiлiссiз функцияның бiрқалыпты
үзiлiссiздiгi оның Риман бойынша интегралдануының себебi ретiнде.
§5. ТIКТӨРТБҰРЫШТА ШЕНЕЛГЕН ЖӘНЕ ҮЗIЛIС

НҮКТЕЛЕРI ЖОРДАН ӨЛШЕМI НӨЛГЕ ТЕҢ ЖИЫН ҚҰРАЙТЫН
ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ РИМАН БОЙЫНША ИНТЕГРАЛДАНУЫ ТУРАЛЫ

1. Тiктөртбұрышта шенелген және үзiлiстi функцияның Риман бойынша интегралдану
себебiн техникалық критерий негiзiнде айқындау.

2. Жазықтықта Жордан өлшемi нөлге тең жиындар.
3. Тiктөртбұрышта шенелген және үзiлiс нүктелерi Жордан өлшемi нөлге тең жиын

құрайтын функцияның Риман бойынша интегралдануы.
4. Жазықтықтағы Жордан өлшемi нөлге тең жиындар мысалдары.
5. Жордан өлшемi нөлге тең жиындардың қасиеттерi.
§6. ТIКТӨРТБҰРЫШТАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫН

СОЛ ТIКТӨРТБҰРЫШТЫ ҚҰРАЙТЫН КЕСIНДIЛЕРДЕ БIРIНЕН КЕЙIН
БIРI АЛЫНҒАН БIР ЕСЕЛI ЕКI ИНТЕГРАЛҒА ӘКЕЛЕТIН ФУБИНИ
ТЕОРЕМАСЫ

1. Екi еселi интегралды есептеуде бұрын кеңiнен зерттелген бiр еселi интегралға әкелу
мәселесiнiң қойылуы және шешiмiнiң болжамды түрi.

2. Тiктөртбұрышта үзiлiссiз екi айнымалы сандық функция жағдайындағы Фубини
теоремасы.

3. Тiктөртбұрышта Риман бойынша интегралданатын үзiлiстi функция жағдайында
Фубини теоремасы оқылуының ерекшелiктерi – екi еселi Риман интегралының өзiндiк
техникалық бiтiмiне орай Фубини теоремасын қарастыруды Риман интегралын қолдану
өрiсiнде тiктөртбұрышта үзiлiссiз не көп болғанда бiр немесе бiрнеше қисықтар
бойында үзiлiстi функциялармен шектелсе де болғаны, осы және келесi пунттерде
үзiлiс жағдайлары тек математикалық толықтық мақсатында ғана зерттеледi, бұл
ыңғайсыздықтарды Риман интегралының жалпылауы болып табылатын Лебег интегралы
жояды.

4. Тiктөртбұрышта Риман бойынша интегралданатын үзiлiстi функция жағдайындағы
Фубини теоремасы.

5. Екi еселi Риман интегралы үшiн Фубини теоремасының бiрөлшемдi төменгi және
жоғарғы интегралдар арқылы жазылуы.

6. Фубини формуласындағы Риманның жоғары және төменгi интегралдарынан жай
интегралға көшiруге мүмкiндiк беретiн жағдайлар.

7. Фубини формуласындағы бiр еселi қайталанған интегралдар ретiнiң
ауыстырымдылығы.

8. Фубини теоремасының төңiрегiндегi ескертулер, мысалдар және қолданулар.
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ХIII ТАРАУ. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ
ЖИЫНДАР ЖӘНЕ ОЛАРДЫҢ БОЙЫНДАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI РИМАН
ИНТЕГРАЛЫ
§1. ТҮЗУ БОЙЫНДАҒЫСАНДЫҚЖИЫННЫҢЖОРДАН ӨЛШЕМIНIҢ

СОЛ ЖИЫННЫҢ СИПАТТАМАЛЫҚ ФУНКЦИЯСЫНЫҢ РИМАН
ИНТЕГРАЛЫ АРҚЫЛЫ БЕРIЛУI

1. Әуелi сегмент пен оның ұзындығы анықталып, сонан соң солар негiзiнде құрылған
сегменттегi Риман интегралы.

2. Сегмент ұзындығының бiр еселi Риман интегралы арқылы бейнеленуi және де соны
түзу бойындағы кейбiр жиындардың «жалпыланған ұзындықтарына» тарату.

3. Түзу бойындағы сандық жиындардың «созықтығы» Риман интегралы арқылы
енгiзiлген Жордан өлшеуiшi және оның мәнiнiң анықтамасында қолданылған кесiндiге
тәуелсiздiгi. Жордан өлшемi барлық шенелген сандық жиындарды қамтымайтындығын
көрсететiн жиын мысалы.
§2. ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ ЖИЫН АУДАНЫНЫҢ ЕКI ӨЛШЕМДI

ЖОРДАН ӨЛШЕУIШIНIҢ ТЕОРИЯСЫ
1. Жазықтықтағы Жордан бойынша өлшенетiн жиын – сипаттамалық функциясы

Риман бойынша интегралданатын жиын ретiнде.
2. Жазықтықтағы шенелген жиынның шекаралық нүктелер жиыныныңЖордан өлшемi

нөлге тең болуының жиынның өзiнiң Жордан бойынша өлшенуiн қамтамасыз етуi – себебi
нүктенiң берiлген жиынның сипаттамалық функциясының үзiлiс нүктесi болуы мен оның
шекаралық нүктесi болуымен пара-парлығы және үзiлiс нүктелер жиынының Жордан
өлшемi нөлге тең болуы оның Риман бойынша интегралдануын беруi.

3. Жазықтықта Жордан бойынша өлшенетiн жиындар мысалдары.
4. Жазықтықтағы Жордан бойынша өлшенетiн жиынның iшiнен және сыртынан

орналасқан, әрқайсысы iштей өзара қиылыспайтын тiктөртбұрыштардың бiрiгулерiнiң
аудандарының кез келген дәлдiкпен бiр-бiрiне жақын болуы және осының геометриялық
суреттемесi.

5. Жазықтықтықта шенелген жиынның Жордан өлшемiнiң Риман интегралы арқылы
берiлген анықтамасына эквиваленттi және де оған тәуелсiз әрқашан бар болатын iшкi
және сыртқы Жордан өлшемдерi атты нақты сандардың тең болған жағдайдағы ортақ
мәнi ретiнде анықталған Жордан өлшемi, осы екi анықтамадағы жиынның Жордан
өлшемдерiнiң теңдiгi. Оған қоса, Жорданның төменгi және жоғарғы өлшемдерiнiң
сәйкес сандық тiзбектiң төменгi және жоғарғы шектерiмен, өлшемдi болған жағдайда
жинақталуымен ұқсастығы.

6. Жордан өлшемi нөлге тең жиынның екi анықтамасының эквиваленттiлiгi –
аудандарының қосындысы алдын-ала берiлген оң саннан аспайтын тiктөртбұрыштардың
бiрiгуiнiң бүркеуi және сипаттамалық функциясының Риман интегралы нөлге тең болуы.

7. Жордан өлшеуiшiнiң терiс еместiк, монотондылық, аддитивтiлiк және кез келген
жиынды Жордан өлшемi нөлге тең жиынға ұлғайтып не азайтып өзгерткенде оның
өлшенуi не өлшенбеуi сақталып, өлшенген жағдайда өлшемдердiң сандық мәндерiнiң
өзгермеуi.
§3. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН ЖИЫН БОЙЫНДА АЛЫНҒАН

ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫ
1. Жордан бойынша өлшенетiн жиында берiлген функцияның осы жиын бойынша

Риман интегралын осы жиынды қамтитын тiктөртбұрыштағы Риман интегралы арқылы
анықтау.

Тiктөртбұрыштағы Риман интегралы арқылы анықталған Жордан өлшеуiшiгiң сол
жиын бойынша да алынған Риман интегралы арқылы сол мәнмен берiлуi, Риман
интегралы мәнiнiң жиынды көмкерушi тiктөртбұрышқа тәуелсiздiгi, геометриялық
бейнесiндегi декарттық координаталар жүйесiне қатынасы және көмекшi fΩ(x, y)
функциясының берiлген функция мен жиынның сипаттамалық функциясының
көбейтiндiсi түрiнде жазылуының ұтымдылығы.
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3. Жиында үзiлiс нүктелерi Жордан өлшемi нөлге тең жиын құратын екi айнымалылы
сандық функцияның Риман бойынша интегралдануы.

4. Жордан бойынша өлшемдi жиын бойында алынған сандық функцияның екi еселi
Риман интегралының сызықтық және монотондық қасиеттерi.

5. Жордан өлшемi нөлге тең жиын бойында алынған екi айнымалы шенелген сандық
функцияның Риман интегралының нөлге тең болуы.

6. Жордан бойынша өлшемдi жиын бойында алынған сандық функцияның екi еселi
Риман интегралының аддитивтiк қасиетi.

7. Жордан бойынша өлшемдi жиынның жалпы топологиялық құрылысы.
§4. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН ЖИЫН БОЙЫНДА АЛЫНҒАН

ЕКI ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ ШЕК АРҚЫЛЫ БЕРIЛЕТIН S -
ТIЛIНДЕГI АНЫҚТАМАСЫ

1. Риман интегралын шек ретiнде бейнелеу үшiн қажеттi «жиынның бөлшектенуi»,
«жиын диаметрi» және «интегралдық қосынды шегi» ұғымдары.

2. Жордан бойынша өлшемдiлiк сыртқы және iшкi Жордан өлшемдерi беттесуiмен
берiлгенде жазықтықтағы Жордан бойынша өлшенетiн жиында екi еселi Риман
интегралын интегралдық қосындының шегi арқылы анықтау.
§5. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН ЖИЫНДАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI

РИМАН ИНТЕГРАЛЫ ЖАҒДАЙЫНДАҒЫ ФУБИНИ ТЕОРЕМАСЫ
1. Тағы да тiктөртбұрыштағы жоғары және төменгi интегралдар арқылы Фубини

теоремасының жалпыланған жазылуы туралы.
2. Фубини формуласы бойынша үш өлшемдi тiк параллепипед көлемiн есептеу.
3. Қисықсызықты трапеция бойындағы Риман интегралы үшiн Фубини формуласы.
4. Жордан бойынша өлшенетiн жиындағы Риман интегралы үшiн Фубини формуласы.
5. Фубини теоремасының арнайы жағдайындағы Дирихле формуласы.
6. Риманның екi еселi интеграл аппаратының күшiн Фубини теоремасы арқылы аралас

туындылар теңдiгiнiң тағы бiр дәлелдеуi мысалында көрсету.
7. Жалпыланған қисықсызықты трапециядағы қайталанған интегралдың Фубини

формуласы бойынша тiктөртбұрыштағы екi еселi Риман интегралдары арқылы бейнеленуi.
8. Қайталанған интегралдың екеуi де бар болса да, олардың мәндерiнiң беттеспеу

мүмкiндiгi.
§6. КЕСIНДIДЕГI БIР ЖӘНЕ ТIКТӨРТБҰРЫШТАҒЫ ЕКI ЕСЕЛI

РИМАН ИНТЕГРАЛДАРЫНДА АЙНЫМАЛЫНЫ АЛМАСТЫРУ
1. Бiр еселi Риман интегралындағы тәуелсiз айнымалыны басқа дифференциалданатын

функцияға ауыстырғандағы сол ауыстыру айнымалысы бойынша интегралға көшу
формуласы.

2. Жордан бойынша өлшенетiн жиындарда екi еселi Риман интегралында айнымалыны
алмастыру барысында бiр айнымалы Риман интегралындағы өзгеру жылдамдығын
сипаттайтын туынды орнына дәл сол қасиеттi беретiн дербес туындылар арқылы
өрнектелген Якобиан атты жазылуына әкелу жолындағы болжамдар.

3. Жордан бойынша өлшенетiн жиында екi еселi Риман интегралында айнымалыны
алмастыру формуласы.

4. Екi еселi Риман интегралының түрлi белгiлеулерi жөнiнде.
5. Сыртқы көбейтiндi және сол арқылы екi еселi Риман интегралында айнымалыны

ауыстыру формуласының символдық дәлелдемесi.
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XIV–ТАРАУ. n АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ n -ЕСЕЛI
РИМАН ИНТЕГРАЛЫ

§1. n -ӨЛШЕМДI ТIК ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД БОЙЫНДАҒЫ n
АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ n -ЕСЕЛI РИМАН
ИНТЕГРАЛЫ

1. n өлшемдi тiк параллелепипед және оның бөлшектенуi.
2. n айнымалылы сандық функцияның жоғарғы және төменгi интегралдық

қосындылары және олардың арасындағы реттiк қатынасы мен монотондылық қасиеттерi.
3. n айнымалылы сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедтегi жоғарғы

және төменгi интегралдары мен оның Риман бойынша интегралдануының анықтамасы.
4. n айнымалылы шенелген сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедте

Риман бойынша интегралдануының техникалық критерийi.
§2. ЖОРДАН ЖӘНЕ ЛEБЕГ ӨЛШЕМДЕРI НӨЛГЕ ТЕҢ n -ӨЛШЕМДI

ЖИЫНДАР
1. Жордан өлшемi нөлге тең n -өлшемдi жиындар, сондай жиындардың мысалдары мен

қасиеттерi.
2. n -өлшемдi жиынның Жордан өлшемi нөлге тең болуының техникалық критерийi.
3. Лебег өлшемi нөлге тең n -өлшемдi жиын анықтамасы, қасиеттерi мен мысалдары.

Жордан өлшемi нөлге тең жиынның Лебег өлшемi де нөлге тең болуы және керiсiнше
бағытта орындала бермеуi.
§3. n -ЕСЕЛI РИМАН БОЙЫНША ИНТЕГРАЛДАНАТЫН n

АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ ӨЗIНДIК ҚҰРЫЛЫМЫН
СИПАТТАЙТЫН ЛЕБЕГ КРИТЕРИЙIНIҢ ДӘЛЕЛДЕУIНЕ ДАЙЫНДЫҚ

1. n айнымалылы сандық функцияның нүктедегi тербелiсi.
2. n айнымалылы сандық функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң сол нүктедегi тербелiсi

арқылы берiлген критерийi.
3. Лебег критерийiн дәлелдеуге қажеттi функция тербелiсi арқылы берiлген техникалық

көмекшi леммалар.
§4. n АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ n -ЕСЕЛI РИМАН

БОЙЫНША ИНТЕГРАЛДАНУЫНДАҒЫ ДӘЛ ЕСЕПТЕЛIНБЕЙТIН
SUP-INF, INF-SUP ТIЛIНДЕГI ТЕҢДIК ОРЫНДАЛУЫ АРҚЫЛЫ
БЕРIЛГЕН РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ ШЫТЫРМАН АНЫҚТАМАСЫН
ФУНКЦИЯНЫҢ НАҚТЫ ШЕНЕЛГЕНДIК ПЕН ҮЗIЛIС НҮКТЕЛЕРIНIҢ
САНЫ АЙТАРЛЫҚТАЙ АЗ, ДӘЛ АЙТҚАНДА ЛЕБЕГ ӨЛШЕМI
НӨЛГЕ ТЕҢ БОЛУЫ АРҚЫЛЫ БЕРЕТIНДIГIМЕН МАТЕМАТИКАНЫҢ
МАҚСАТЫ МЕН МҮМКIНДIГIН КӨРСЕТЕТIН ҮЛГI БОЛАТЫН ЛЕБЕГ
КРИТЕРИЙI

1. n айнымалылы сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедте Риман
бойынша интегралдануының Лебег критерийiнiң оқылуы мен дәлелдемесi.

2. n айнымалылы сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедте Риман
бойынша интегралдануының "Математикадағы мазмұнды теореманың" үлгiсi болатын
Лебег берген және техникалық критерийлерiн салыстыру қорытындылары.

3. n айнымалылы сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедте Риман
бойынша интегралдануының Лебег критерийiнiң екi жақты оқылуының таңқаларлық
талқылаулары.
§5. ЛЕБЕГ КРИТЕРИЙIНIҢ САЛДАРЫ
1. Параллелепипедте барлық Риман бойынша интегралданатын функциялар жиынының

қосу, көбейту амалдарына қатысты тұйықтылығы мен Жордан бойынша өлшенетiн
жиыншасында интегралдануының себептерiн тiкелей көрсететiн тағы да бiр дәлелдеуi.

2. Күрделi функцияның Риман бойынша интегралдану себебiн оны құрайтын
интегралданатын iшкi функцияның үзiлiссiз сыртқы функциялармен бiрiккен механизiмiн
тiкелей сипаттайтын тағы бiр дәлелдемесi.
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3. Риман бойынша интегралдау теориясындағы терең және анық Лебег критерийi
негiзiнде сондағы көптеген жасырын қасиеттердiң iшкi себептерiн ашу мысалдарындағы
жалпы математикалық қорытындылар.

4. Лебег критерийi аясындағы монотонды функция интегралдану себебi – үзiлiс
нүктелерiнiң саны саналымдыдан артық емес, сондықтан да олардың жиынының Лебег
өлшемi нөлге тең болуы.
§6. n АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ n ӨЛШЕМДI ТIК

ПАРАЛЛЕПИПЕД БОЙЫНДАҒЫ n -ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ
ҚАСИЕТТЕРI

1. n айнымалылы сандық функцияның n өлшемдi тiк параллелепипедтегi Риман
интегралының сызықтық қасиеттерi – Риман бойынша интегралданудың санға көбейту
және қосу амалдары бойынша тұйықтылығы.

2. n өлшемдi тiк параллелепипедтiң сондай параллелепидтерге жiктелуiндегi n
айнымалылы сандық функцияның Риман интегралының аддитивтiк қасиетi.

3. n айнымалылы сандық функциялардың n өлшемдi тiк параллелепипедтегi
Риман интегралдары арасындағы теңсiздiктер мен интеграл астындағы функцияның сол
параллелепипедтегi орташа мәнi туралы теорема.
§7. n АЙНЫМАЛЫЛЫ САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ n ӨЛШЕМДI ТIК

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД БОЙЫНДАҒЫ n -ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫН
ӨЛШЕМДЕРIНIҢ ҚОСЫНДЫСЫ СОЛ n БОЛАТЫН ЕКI ҚАЙТАЛАНҒАН
ИНТЕГРАЛДАРҒА АЛМАСТЫРАТЫН ФУБИНИ ТЕОРЕМАСЫ

1. Фубини теоремасының жоғарғы және төменгi интегралдар арқылы оқылуы.
2. Фубини теоремасының үзiлiссiз не ең көп болғанда ақырлы жиында үзiлiстi функция

жағдайында жай интегралдар арқылы жазылуы.
3. Кавальери принципi – Жордан бойынша өлшенетiн кеңiстiктегi екi дененiң Жордан

бойынша өлшенетiн жазықтағы қималарының аудандарының теңдiгiнен көлемнiң теңдiгiн
беретiн Фубини теоремасының салдары
§8. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН n -ӨЛШЕМДI ЖИЫНДАР
1. Жиынның сипаттамалық функциясының Риман бойынша интегралы арқылы

берiлетiн Жордан өлшемi және Жордан бойынша өлшенетiн жиындар.
2. Жордан өлшемi нөлге тең жиынның екi анықтамаларының эквиваленттiлiгi –

көлемдерiнiң қосындысы алдын ала берiлген кез келген оң саннан аспайтын n өлшемдi тiк
параллелепипедтiң бiрiгуiнiң бүркеуi және сипаттамалық функциясының Риман интегралы
нөлге тең болуы.

3. Кез келген n өлшемдi шенелген жиынның Жордан бойынша сыртқы және iшкi
өлшемдерi. Жиынның сипаттамалық функциясының Риман бойынша интегралдану
мен сол жиынның iшкi және сыртқы өлшемдерiнiң тең болуының пара-парлығы және
геометриялық суреттемесi.

4. Шенелген жиынның Жордан бойынша өлшену критерийi – n өлшемдi шенелген
жиынның Жордан бойынша өлшенуi үшiн оның шекаралық жиынының Жордан өлшемi
нөлге тең болуы қажеттiлiгi мен жеткiлiктiлiгi.

5. Жордан бойынша өлшенетiн жиындардың бiрiгу, қиылысу және айырым
амалдарының ақырлы саны бойынша тұйықтылығы.

6. Жордан өлшеуiшiнiң терiс еместiк, монотондылық, аддитивтiлiк және кез келген
жиынды Жордан өлшемi нөлге тең жиынға ұлғайтып не азайтып өзгерткенде оның
өлшенуi не өлшенбеуi сақталып, өлшенген жағдайда өлшемдердiң сандық мәндерiнiң
өзгермеуi.
§9. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН n -ӨЛШЕМДI ЖИЫН

БОЙЫНДАҒЫ n -ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫ
1. Жордан бойынша өлшенетiн n өлшемдi жиын бойындағы n -еселi Риман

интегралының анықтамасын жиынның сипаттамалық функциясы арқылы оны қамтитын
n өлшемдi тiк параллелепипедтегi интегралға келтiрiлу – жиын бойында анықталған
функцияны жиынды қамтитын тiктөртбұрышқа жиынның осы тiктөртбұрышқа дейiнгi
толықтауышында мәнi нөлге тең етiп тарату.
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2. n айнымалылы шенелген сандық функцияның Жордан бойынша өлшенетiн жиын
бойынша интегралдануы мен оның iшкi үзiлiс нүктелерiнiң жиынының Лебег өлшемi нөлге
тең болуының пара-парлығы.

3. n айнымалылы сандық функцияның Жордан бойынша өлшенетiн жиындағы n -еселi
интегралының сызықтық және монотондық қасиеттерi. Интеграл мәнiн бiр нақты санмен
өрнектейтiн орташа мән туралы теоремалар.

4. n айнымалылы сандық функцияның Жордан бойынша өлшенетiн жиын
бойында алынған n -еселi Риман интегралының сол жиынның iштей қиылыспайтын
Жордан бойынша өлшенетiн жиындарға ақырлы жiктелуi арқылы жалпы жағдайындағы
аддитивтiк қасиетi.

5. Кез келген n айнымалылы шенелген сандық функцияның Жордан өлшемi нөлге тең
жиын бойынша алынған n -еселi Риман интегралы мәнiнiң нөлге тең болуы және оның
тiкелей салдары: Жордан бойынша өлшенетiн жиында анықталған және де мәндерi бiр-
бiрiнен өзге болатын нүктелерiнен құрылған жиыны Жордан бойынша өлшемi нөлге тең
екi шенелген функцияның бiрi n -еселi Риман бойынша берiлген жиында интегралданса,
екiншiсi де интегралданады да, олардың Риман интегралдарының мәндерi өзара тең
болады.

6. n -өлшемдi Жордан бойынша өлшенетiн интегралдану жиындарында шекке
көшкендегi n -еселi Риман интегралының толық аддитивтiлiк қасиетi.

7. Жордан бойынша өлшенетiн жиындағы n -еселi Риман интегралы нөлге тең терiс
емес n айнымалылы сандық функцияның құрылысы – оң мәндi нүктелерiнен құрылған
жиынның Лебег өлшемi нөлге тең.

8. Жордан бойынша өлшенетiн не өлшенбейтiн және Лебег өлшемi нөлге тең
жиындардың өзара және солар бойынша алынған n -еселi Риман интегралымен
арақатынасын анықтайтын мысалдар – Лебег өлшемi нөлге тең жиында ғана нөлден өзге
болатын терiс емес шенелген функция Риман бойынша интегралданбауы мүмкiн; Лебег
өлшемi нөлге тең жиын Жордан бойынша өлшенбеуi мүмкiн; Лебег өлшемi нөлге тең
жиында анықталған және шенелген функция Риман бойынша интегралданбауы мүмкiн;
Жордан өлшемi нөлге тең жиындардың саналымды ақырсыз бiрiктiруi Жордан бойынша
өлшенбеуi мүмкiн; Лебег өлшемi нөлге тең шенелген жиынның шекаралық жиыны
Жордан өлшемi оң болатын жиын болуы мүмкiн; шенелген ашық жиын Жордан бойынша
өлшенбеуi мүмкiн.

9. Үзiлiссiз функция жағдайындағы Риман еселi интегралының S -тiлiндегi анықтамасы
орнына – n айнымалылы үзiлiссiз сандық функцияның Жордан бойынша өлшенетiн n -
өлшемдi жиындағы n -еселi Риман интегралының iштей қиылыспайтын Жордан бойынша
өлшенетiн жиындарға жiктегендегi интегралдық қосындылардың шегi арқылы өрнектелуi.
§10. ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН БIРЖИЫННАН ЕКIНШIСIНЕ

ӨТУ ЖОЛЫНДА n -ЕСЕЛI РИМАН ИНТЕГРАЛЫНДА АЙНЫМАЛЫНЫ
АЛМАСТЫРУ

1. Екi еселi жағдайдағы айнымалыны алмастыру формуласынан жалпы n -еселi Риман
интегралы жағдайына ауысу.

2. n -өлшемдi ашық жиынды сондай жиынға аударатын үзiлiссiз дифференциалданатын
өзара бiрмәндi функциялар – жиынның жатық түрлендiрулерi.

3. n -өлшемдi Жордан бойынша өлшенетiн жиынның үзiлiссiз дифференциалданатын
бейнесiнiң де Жордан бойынша өлшенуi.

4. n -өлшемдi жиынды сондай жиынға алмастыратын түрлендiру функциясы
анықтауышы нөлден өзгеше сызықты функция дербес жағдайындағы n -еселi Риман
интегралындағы айнымалыны алмастыру формуласының толық дәлелдемесi.

5. n -еселi Риман интегралындағы айнымалыны алмастыру жолындағы дербес
жағдайлар – алғашқы интеграл астындағы функция кубта тұрақты, түрлендiру
функциясы өзара бiрмәндi жатық.

6. n -еселi Риман интегралындағы айнымалыны алмастыру теоремасының толық
дәлелдемесi.
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7. n -еселi Риман интегралындағы айнымалыны алмастыру формуласын интегралдау
жиындарын түрлендiру функциясына қойылатын жатықтық шарттары сақталмайтын
ескерiлмейтiн жиындар деп аталатын Жордан өлшемi нөлге тең жиындарға тарату.

8. n -еселi Риман интегралы мәнiнiң декарттық координаталар жүйесiне тәуелсiздiгi.
9. n -еселi Риман интегралындағы айнымалыны ауыстыру формуласындағы көлем

элементi және оларды есептеу мысалдары – үш өлшемдi сфералық, цилиндрлiк және
жалпы сфералық.
ХV ТАРАУ. ҚИСЫҚСЫЗЫҚТЫ ИНТЕГРАЛ
§1. БIРIНШI ТҮРДЕГI ҚИСЫҚСЫЗЫҚТЫ ИНТЕГРАЛ – РИМАН

ИНТЕГРАЛЫНЫҢ СЕГМЕНТТЕН ҚИСЫҚ БОЙЫНА ЖАЛПЫЛАУЫ
1. Қисық – сегментте анықталған үзiлiссiз Rn -мәндi функция мен оның кеңiстiктегi жiп

болатын геометриялық сипаттамасы.
2. Бiрiншi түрдегi қисықсызықты интеграл бiр айнымалылы Риман интегралының

сегменттен қисық бойына таратылуы ретiнде.
3. Үзiлiссiз функцияның үзiлiссiз дифференциалданатын жай қисық бойында бiрiншi

түрдегi қисықсызықты интегралының бар болуы және есептеу формуласы.
§2. ЕКIНШI ТЕКТI ҚИСЫҚСЫЗЫҚТЫ ИНТЕГРАЛ
1. Жазықтықтағы облыс – ашық байланысты жиын және де оның кез келген екi нүктесiн

осы жиындағы жай сынық сызықпен қосу мүмкiндiгi.
2. Бiр және көп байланысты облыстар.
3. Дифференциалдық форма – анықталу жиыны облыс және мәндер жиыны

жазықтықтағы (dx, dy) айнымалыларының сызықтық функциясы болатын сәйкестiк
ретiнде.

4. Дифференциалдық форма интегралы өзiнiң және үзiлiссiз дифференциалданатын
қисық жазулары бойынша анықталған бiр айнымалылы Риман интегралы ретiнде – екiншi
түрдегi қисықсызықты интеграл.

5. Қисықсызықты интегралдың бөлiк-бөлiк үзiлiссiз дифференциалданатын қисық
бойына таратылуы.
§3. ГРИН ФОРМУЛАСЫ – ОБЛЫС ШЕКАРАСЫ БОЛАТЫН

ТҰЙЫҚ ҚИСЫҚ БОЙЫНДА ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ФОРМАДАН
АЛЫНҒАН ЖАЛПЫ ТҮРДЕГI ЕКIНШI ТЕКТI ҚИСЫҚ СЫЗЫҚТЫ
ИНТЕГРАЛДЫҢ СОЛ ОБЛЫС БОЙЫНДА АЛЫНҒАН ИНТЕГРАЛ
АСТЫНДАҒЫ ФУНКЦИЯСЫ СОЛ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ФОРМА
КОЭФФИЦИЕНТТЕРI АРҚЫЛЫ АНЫҚТАЛҒАН ЕКI ЕСЕЛI ИНТЕГРАЛ
ТҮРIНДЕ ЖАЗУ

1. Жазықтықтағы жай тұйық қисық бойында алынған жалпы түрдегi екiншi тектi
қисықсызықты интегралды сол қисықпен шенелген облыс бойында алынған екi еселi
интеграл түрiнде өрнектеу мүмкiндiгi мен сонда пайда болатын интеграл астындағы
арнайы оператор болып табылатын функцияны анықтау.

2. Жазықтықтағы тұйық шекаралы облыстың шекарасының оң ориентациялы және
терiс ориентациялы деп аталатын жүрiп өту бағыттарын таңдау.

3. Бiр байланысты облысқа жалпыланатын қисық сызықты трапеция жағдайындағы
Грин формуласының дәлелдеуi.

4. Көп байланысты облыстағы Грин формуласы.
5. Грин формуласының аддитивтiк қасиетi – Грин формуласы орындалатын iштей

қиылыспайтын облыстардың ақырлы бiрiгуiнде де оның орындалуы.
§4. ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ФОРМАНЫҢ

АЛҒАШҚЫ ФУНКЦИЯСЫ
1. Жазықтықтағы дифференциалдық форманың алғашқы функциясы және оның бар

болуының жабық сипаттағы критерийi – кез келген жай тұйық қисық бойында алынған
екiншi түрдегi қисық сызықты интегралының нөлге тең болуымен пара-парлығы.

2. Алғашқы функциясы бар дифференциалдық форманың алғашқы функциялар
жиынының құрылысы – алғашқы функцияларының тұрақтыға дейiнгi дәлдiкпен
анықталуы.
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3. Жазықтықтағы дифференциалдық форманың бiр байланысты облыста алғашқы
функциясы бар болуының ашық сипаттағы критерийi – дифференциалдық форманы
анықтайтын дербес туындылардың теңдiгi түрiнде.
XVI ТАРАУ. БЕТ ЖӘНЕ ОНЫҢ АУДАНЫ. БЕТТIК ИНТЕГРАЛДАР.

КЕҢIСТIКТЕГI НЕГIЗГI ИНТЕГРАЛДЫҚ ФОРМУЛАЛАР
§1. АЙҚЫН ТҮРДЕ БЕРIЛГЕН БЕТ ЖӘНЕ ОНЫҢ АУДАНЫ
1. Бет тақырыбына теориялық дайындық – оң және терiс бағытталған декарттық

жүйелер.
2. Тағы да кеңiстегi векторлар туралы – вектор белгiлеуiнде оның бас нүктесiнiң

координатасы енгiзiлiп, сол арқылы векторларға қатысты ұғымдар мен амалдар дәлiрек
нақтыланған.

3. Айқын түрде берiлген бет – облыстағы екi айнымалылы үзiлiссiз сандық функция.
Беттiң кеңiстiктегi көрнекi геометриялық сипаттамасы – мыжылған қағаз тәрiздi беттiң
өзi, оған әр нүктесiнде жүргiзiлген жанама жазықтық пен нормал вектор, олардың беттi
анықтайтын функция арқылы берiлген аналитикалық сипаттамалары.

4. Айқын түрде берiлген бет ауданының анықтамасы және де оның мәнiн беттi
анықтайтын екi айнымалылы функция бойынша құрылған функцияның облыс бойындағы
екi еселi интегралы арқылы есептеу формуласы.
§2. БЕТТIҢ ЖАЛПЫ АНЫҚТАМАСЫ
1. Көрнекi геометриялық мағыналы беттiң жалпы анықтамасының жазықтықтағы

облыстың кеңiстiктегi үзiлiссiз бейнесi түрiндегi аналитикалық берiлуi.
2. Кеңiстiктегi беттiң жалпы анықтамасы және беттiң айқын түрдегi анықтамасының

оның дербес жағдайы болуы – әр геометриялық бет, маселен кеңiстiктегi сфера,
жазықтықтағы облыста анықталған сандық функция арқылы бейнелене бермейтiндiктен
мәндерi кеңiстiктегi бет параметрi деп аталатын тәуелсiз айнымалылар енгiзiлiп, солар
арқылы беттiң жалпы анықтамасының берiлуi.

3. Бөлiк-бөлiк үзiлiссiз дифференциалданатын бет – тұйық жиында анықталған
функцияның шекаралық нүктелерде дифференциалдану ұғымы анықталмағандықтан
туындаған қиыншылықтарды шешу.
§3. ЖАЛПЫ АНЫҚТАМАМЕН БЕРIЛГЕН БЕТТIҢ АУДАНЫ
1. Бет бойындағы қисық – бет анықтамасындағы облыста жатқан қисықтың бет

функциясы бойынша бейнесi.
2. Бет бойындағы қисыққа оның нүктесiнен жүргiзiлген жанама түзу теңдеуi.
3. Бетке оның нүктесiнде жүргiзiлген жанама жазықтық теңдеуi.
4. Жалпы түрде квадратта берiлген бет ауданының оған жүргiзiлген жанама жазықтық

арқылы анықтамасы және де оның мәнiн беттi анықтайтын екi айнымалылы функциялар
бойынша құрылған функцияның облыс бойындағы екi еселi интегралы арқылы есептеу
формуласы.

5. Жалпы түрдегi бет ауданының анықтамасы мен оның мәнiн есептеудiң интегралдық
түрдегi формуласын квадраттан бет берiлген кез келген облысқа тарату.

6. Айқын түрде берiлген бет ауданының мәнiн жалпы түрде берiлген беттiң ауданының
формуласының салдары ретiнде шығару.
§4. БIРIНШI ТҮРДЕГI БЕТТIК ИНТЕГРАЛ – ЕКI ЕСЕЛI РИМАН

ИНТЕГРАЛЫНЫҢ БЕРIЛУ ЖИЫНЫНЫҢ ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ
ОБЛЫСТАН БЕТКЕ ТАРАЛУЫ

1. Бiрiншi түрдегi беттiк интеграл анықтамасының бет жiктелуi бойынша алынған
интегралдық қосындыларының шегi ретiнде негiзделуi
§5. БЕТТIҢ ОРИЕНТАЦИЯСЫ – ЕКI ЖӘНЕ БIРЖАҚТЫ БЕТТЕР
1. Айқын түрде берiлген бет ориентациясы – беттiң жоғарғы және төменгi жақтары.
2. Жалпы жағдайдағы бет ориентациясы және оның беттiң аналитикалық берiлуiне

тәуелдiлiгi.
3. Ориентацияланбайтын бiржақты Мебиус бетi.
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§6. ОРИЕНТАЦИЯЛАНҒАН БЕТТЕГI ЕКIНШI ТҮРДЕГI БЕТТIК
ИНТЕГРАЛ

1. Екiншi түрдегi беттiк интегралдың декарттық координаталар өсiнiң бiрiне негiзделген
анықтамасы мен бiрiншi түрдегi беттiк интеграл түрiнде өрнектелуi.

2. Екiншi түрдегi беттiк интегралдың декарттық координаталар өсiнiң бiрiне негiзделген
жазықтықтағы облыста бет берiлуiнiң аналитикалық жазылуындағы функцияларының
Риман интегралы арқылы формулалық бейнеленуi.

3. Барлық үш декарттық координаталар өсiне негiзделген екiншi түрдегi беттiк
интегралдың толық анықтамасы.
§7. КЕҢIСТIКТЕГI ЖИЫН МЕН ОНЫҢ ШЕКАРАЛАРЫ БОЙЫНДАҒЫ

ИНТЕГРАЛДАР АРАҚАТЫНАСТАРЫ
1. Гаусс-Остроградский формуласы – үш өлшемдi кеңiстiктегi облыс бойынша алынған

Риман интегралы мен оның шекарасы бойымен алынған екiншi түрдегi беттiк интегралдар
арақатынасы.

2. Стокс формуласы – үш өлшемдi кеңiстiктегi екiншi түрдегi қисық бойында алынған
интеграл мен оған бекiтiлген бет бойынша алынған екiншi түрдегi беттiк интегралдар
арақатынасы.
XVII Т А Р А У. СКАЛЯРЛЫҚ ЖӘНЕ ВЕКТОРЛЫҚ ӨРIСТЕР
1. Скалярлық өрiс үш өлшемдi кеңiстiктегi жиында анықталған сандық функция

және векторлық өрiс үш өлшемдi кеңiстiктегi жиынды үш өлшемдi кеңiстiкке бейнелейтiн
функция ретiнде.

2. Екiншi түрдегi қисықсызықты интегралдың механикалық мағынасының үлгiсi – күш
векторлық өрiсiнiң жұмысы.

3. Екiншi түрдегi беттiк интегралдың физикалық мағынасы – векторлық өрiстiң беттен
өткен ағыны, дербес жағдайда, векторлық күш өрiсiнiң ағыны.

4. Стокс және Гаусс-Остроградский теоремаларындағы интегралдық формулаларының
векторлық түрлерi.

5. Векторлық анализдiң негiзгi функциялары – градиент, дивергенция және роторды
Гамильтонның символдық векторын сәйкесiнше скаляр өрiске, векторлық өрiске скалярлық
және векторлық көбейту арқылы анықтау.

6. Үш өлшемдi кеңiстiктегi облыс пен бет және олардың шекаралары бойынша алынған
интегралдардың арақатынастарында Гамильтон символының векторлық өрiспен сәйкес
скаляр және векторлық көбейтiндiлерiнiң пайда болуы.

7. Дивергенция ұғымының декарттық координаталар жүйесiнiң таңдалынуына
тәуелсiздiгi. Соленоидты векторлық өрiс атты дивергенциясы нөлге тепе-тең – «бұлақсыз»
векторлық өрiс.

8. Ротор ұғымының декарттық координаталар жүйесiнiң таңдалынуына тәуелсiздiгi.
Потенциалдық векторлық өрiс атты роторы нөлге тепе-тең – «құйынсыз» векторлық өрiс.
XVIII ТАРАУ. МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛ – РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ

ШЕНЕЛМЕГЕН АРАЛЫҚ ПЕН ШЕНЕЛМЕГЕН ФУНКЦИЯ
ЖАҒДАЙЛАРЫНА ТАРАТЫЛУЫ ЖӘНЕ ДИСКРЕТТI ДЕП
ҚАБЫЛДАНАТЫН САНДЫҚ ҚАТАРДЫҢ ҮЗIЛIССIЗ КӨШIРМЕСI
РЕТIНДЕ
§1. ШЕНЕЛМЕГЕН АРАЛЫҚТА АНЫҚТАЛҒАН БIРIНШI ТЕКТI

МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛ
1. Жоғарыдан бiржақты шенелмеген аралықтағы меншiксiз интеграл – Риман

интегралының жоғарғы шегi шексiздiкке сол жақты ұмтылғандағы нақты мәндi шегi
ретiнде.

2. Төменнен бiржақты шенелмеген аралықтағы меншiксiз интеграл – Риман
интегралының төменгi шегi шексiздiкке оң жақты ұмтылғандағы нақты мәндi шегi ретiнде.

3. Екi жақты шенелмеген аралықтағы меншiксiз интеграл ортақ ақырлы
ұшты жоғарыдан және төменнен бiржақты шенелмеген аралықтардағы меншiксiз
интегралдардың қосындысы ретiнде.
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4. Бiржақты шенелмеген аралықтағы меншiксiз интегралмен шектелу арқылы жазулар
мен зерттеулердi ықшамдау.

5. Меншiксiз интеграл Ньютон-Лейбниц формуласы аясында.
6. Дискреттi деп қабылдайтын сандық қатардың үзiлiссiз көшiрмесi ретiндегi меншiксiз

интегралдардың сызықтық және аддитивтiлiк қасиеттерi.
7. Терiс емес функцияның меншiксiз интегралының жинақталу критерийi терiс емес

сандық қатардың жинақталу критерийi тәрiздi.
8. Терiс емес функцияның меншiксiз интегралының жинақталуының терiс емес сандық

қатардағыдай салыстыру теоремасы.
9. Меншiксiз интеграл жинақталуының сандық қатардағыдай Коши критерийi.
10. Меншiксiз интегралдың абсолюттi жинақталуы.
11. Меншiксiз интеграл жинақталуының орташа мән туралы екiншi теорема мен Коши

критерийiне негiзделген сандық қатардағыдай Дирихле және Абель белгiлерi.
12. Дискреттiк сандық қатар мен үзiлiссiз меншiксiз интеграл араларындағы

айырмашылық – жинақталатын қатардың жалпы мүшесi әрқашан нөлге ұмтылса,
жинақталатын меншiксiз интеграл үшiн интеграл астындағы функция бұл қасиеттi
қанағаттандыра бермейдi.
§2. ШЕНЕЛГЕН АРАЛЫҚТАҒЫ ШЕНЕЛМЕГЕН ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ

ЕКIНШI ТҮРДЕГI МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛЫ
1. Интервалдың шеткi нүктесiнде локалды шенелмеген функцияның меншiксiз

интегралы – Риман интегралының жылжымалы шегi сол нүктеге iштей ұмтылғандағы
нақты мәндi шегi ретiнде.

2. Екiншi түрдегi меншiксiз интеграл анықтамасының меншiктi Риман интегралын
қамтуы – сегменте Риман бойынша интегралданатын шенелген функция үшiн меншiксiз
интеграл анықтамасындағы шектердiң бар және Риман интегралының мәнiне тең болуы.

3. Меншiксiз интегралдардың сәйкес айнымалы ауыстыру арқылы шенелген аралықтан
шенелмеген аралықтарға және керiсiнше өтуi.

4. Шенелмеген функцияның меншiксiз интегралының жай, абсолюттi жинақталуы және
де шенелмеген аралық жағдайындағы меншiксiз интеграл қасиеттерiнiң шенелген аралық
пен шенелмеген функция жағдайындағы меншiксiз интегралға толық көшiрiлуi.
§3. БIР ҒАНА ЕРЕКШЕЛIГI БАР МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛ

АНЫҚТАМАЛАРЫН БIРДЕН АРТЫҚ ЕРЕКШЕЛIКТI ЖАҒДАЙДАҒЫ
ЕКI ТҮРДЕГI ДЕ МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛДАРҒА ТАРАТУ

1. Бiрден артық ерекшелiктерi бар меншiксiз интегралды бiр ғана ерекшелiгi бар
интегралдарға жiктеу арқылы анықтау.

2. Локалдi шенелмеген нүкте интегралдау аралығының iшкi нүктесi және де сан түзуi
жағдайларындағы шекке көшу амалы симметриялы түрде жүргiзiлгендегi сәйкес екiншi
және бiрiншi түрдегi бас мән атты меншiксiз интегралдар.

3. Меншiксiз интегралдар үшiн Коши теңсiздiгi.
4. Коши теңсiздiгiнiң төңiрiгендегi функция мен оның квадратының меншiксiз

интегралдануының арақатынастары – бiрi жинақталып, екiншiсi жинақталмау мүмкiндiгi.
§4. АБСОЛЮТТI ЖӘНЕ ЖАЙ ЖИНАҚТАЛУЫНЫҢ ПАРА-

ПАРЛЫҒЫМЕН ЕРЕКШЕЛЕНГЕН КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫФУНКЦИЯЛАР
ҮШIН ЖОРДАН БОЙЫНША ӨЛШЕНЕТIН, ЖИЫННЫҢ МОНОТОНДЫ
САРҚЫЛУЛАРЫ ҚАСИЕТТI ЖИЫН БОЙЫНДАҒЫ МЕНШIКСIЗ ЕСЕЛI
ИНТЕГРАЛЫСОЛЖИЫНДАР БОЙЫНДАҒЫМЕНШIКТI ЕСЕЛI РИМАН
ИНТЕГРАЛДАРЫНЫҢ ШЕГI РЕТIНДЕ

1. Жордан өлшемдi жиын бойындағы меншiктi Риман интегралын жалпылайтын көп
айнымалылы функцияның Жордан өлшемдi монотонды сарқылатын жиын бойындағы
еселi меншiксiз атты интегралы.

2. Терiс емес функциялардың меншiксiз еселi интеграл мәнiнiң анықтамасындағы
жиындардың монотонды сарқылу әдiсiне тәуелсiздiгi.

3. Меншiксiз еселi интегралдың жай және абсолюттi жинақталуының пара-парлығы.
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XIX ТАРАУ. ПАРАМЕТРГЕ ТӘУЕЛДI ИНТЕГРАЛДАР – ӘДЕТТЕ
ОСЫЛАЙ АТАЛАТЫН АРГУМЕНТI СОЛ «ПАРАМЕТР» БОЛАТЫН
ФУНКЦИЯНЫҢ ДИСКРЕТТI СИПАТТАҒЫ ФУНКЦИЯЛЫҚ ҚАТАР
ТҮРIНДЕ БЕРIЛУIНIҢ ҮЗIЛIССIЗ ЖАҒДАЙДАҒЫ ИНТЕГРАЛДЫҚ
БАЛАМАСЫ
§1. ПАРАМЕТРГЕ ТӘУЕЛДI МЕНШIКТI ИНТЕГРАЛ – ФУНКЦИЯ

БЕРIЛУIНIҢ ТАҒЫ БIР ӘДIСТЕМЕСI
1. Тiктөртбұрыштағы үзiлiссiз екi айнымалылы функцияның аргументiнiң бiрi бойынша

алынған сегменттегi Риман интегралында параметр ретiнде қатысқан екiншi айнымалыға
тәуелдi функциясының тiктөртбұрышты қырайтын екiншi сегментте үзiлiссiздiгi.

2. Интеграл мен туынды анықтамаларындағы екi шектiң ауыстырымдылығын
бейнелейтiн Лейбниц ережесi – тiктөртбұрышта үзiлiссiз, сонымен бiрге параметр
деп аталған айнымалысы бойынша үзiлiссiз дифференциалданатын екi айнымалылы
функцияның сегменттегi Риман интегралында параметр ретiнде қатысқан айнымалыға
тәуелдi функциясының тiктөртбұрышты қырайтын екiншi сегментте үзiлiссiз
дифференциалданып, оның туындысының сегмент бойында параметр бойынша алынған
дербес туынды интегралына тең болуы.

3. Лейбниц ережесiнiң әрқашанда орындала бермеуi – интеграл мен дербес туынды алу
ретiн теңдiктi сақтай отырып алмастыра алмайтындығын көрсететiн сегментте үзiлiссiз
функция мысалы.

4. Лейбниц ережесiн күрделi теориялық нәтиже болып табылатын аралас туындылардың
теңдiгiнiң тағы бiр дәлелдеуi мен интеграл арқылы берiлген параметрге-аргументке тәуелдi
функцияны айқын түрде жазуға қолдану.

5. Тiктөртбұрыштағы үзiлiссiз екi айнымалылы функцияның аргументiнiң бiрi
бойынша алынған сегменттегi Риман интегралында параметр ретiнде қатысқан екiншi
айнымалыға тәуелдi функциясының сегментте интегралдануы және екi интегралдың
ауыстырымдылығы – Фубини теоремасының салдары.

6. Интегралдау шектерi де, интеграл астындағы функция да анықталатын функция
аргументi болатын параметрге тәуелдi болғандағы интеграл арқылы функцияның
кеңiтiлген берiлуi мен сол функцияның туындысын есептеу формуласы.
§2. ПАРАМЕТР ДЕП АТАЛАТЫН АЙНЫМАЛЫҒА ТӘУЕЛДI

МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛДЫҢ ФУНКЦИЯНЫ АНЫҚТАЙТЫН НҮКТЕЛI
ЖӘНЕ ИНТЕГРАЛ АСТЫНДАҒЫ ФУНКЦИЯ ҚАСИЕТТЕРIН САҚТАУҒА
МҮМКIНДIК БЕРЕТIН БIРҚАЛЫПТЫ ЖИНАҚТАЛУЛАРЫ

1. Бiржақты шенелмеген және шенелген аралықтардың тiке көбейтiндiсi болатын
жолақта берiлген екi айнымалылы функцияның меншiксiз интегралында параметр
ретiнде қатысқан екiншi айнымалыға тәуелдi шенелген аралықта функцияны анықтауға
қойылатын ең дәл және аз шарт – интегралдың нүктелi жинақталуы, функциялық қатар
тәрiздi.

2. Жолақта меншiксiз интеграл арқылы анықталған функция нүктелi жинақталғанда
интеграл астындағы функцияның үзiлiссiздiк, дифференциалдану және интегралдану
қасиеттерiн сақтамайтындығын көрсететiн қайшы мысалдар, функциялық қатар тәрiздi.

3. Жолақта нүктелi жинақталатын меншiксiз интеграл арқылы анықталған функция
интеграл астындағы функцияның қасиеттерiн сақтау мақсатында бiрқалыпты деп
аталатын әр нүктеге тәуелсiз талаптың қойылуы – меншiксiз интегралдың бiрқалыпты
жинақталуы, функциялық қатар тәрiздi.

4. Параметр деп аталатын айнымалыға тәуелдi меншiксiз интегралдың параметр
бойынша нүктелi мен бiрқалыпты жинақталуын қатар қамтамасыз ететiн Коши критерийi,
функциялық қатар тәрiздi.

5. Параметрге тәуелдi меншiксiз интегралдың бiрқалыпты жинақталуының
Вейерштрасс белгiсi – интеграл астындағы функцияның абсолют шамасының
интегралдану айнымалысы бойынша меншiксiз интегралы жинақталуымен бiрге
параметрге тәуелсiз терiс емес мәндi функциямен шенелуi.
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6. Параметрге тәуелдi меншiксiз интегралдың параметр бойынша бiрқалыпты
жинақталуының орташа мән туралы екiншi теоремасы мен Коши критерийiне негiзделген
Дирихле және Абель белгiлерi, функциялық қатар тәрiздi.

7. Сегмент пен бiржақты шенелмеген аралықтың тiке көбейтiндiсi болатын
жолақтағы параметр деп аталатын айнымалыға тәуелдi үзiлiссiз терiс емес функцияның
меншiксiз интегралының параметр бойынша бiрқалыпты жинақталуының Дини белгiсi
– сол меншiксiз интеграл арқылы анықталған функцияның сегментте үзiлiссiз болуы,
функциялық қатар тәрiздi.

8. Меншiксiз интеграл түрiнде берiлген функциялардың қайталамалы шектер арқылы
сипатталатын локалдi қасиеттерi, функциялық қатар тәрiздi.
§3. МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛДЫҢ ПАРАМЕТР БОЙЫНША

БIРҚАЛЫПТЫ ЖИНАҚТАЛУЫ, ФУНКЦИЯЛЫҚ ҚАТАРДАҒЫДАЙ,
ИНТЕГРАЛ АСТЫ ФУНКЦИЯСЫНЫҢ ҮЗIЛIССIЗДIК, ИНТЕГРАЛДАНУ
ЖӘНЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛДАНУ ҚАСИЕТТЕРIНIҢ ПАРАМЕТР ДЕП
АТАЛАТЫН АЙНЫМАЛЫҒА ТӘУЕЛДI НҮКТЕЛI ЖИНАҚТАЛАТЫН
МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛМЕН АНЫҚТАЛҒАН ФУНКЦИЯҒА КӨШIРIЛУI

1. Параметр деп аталатын айнымалыға тәуелдi нүктелi жинақталатын меншiксiз
интеграл анықтайтын функцияның үзiлiссiздiгi – интеграл астындағы функцияның
үзiлiссiздiгi мен меншiксiз интегралдың бiрқалыпты жинақталуы үзiлiссiздiк
анықтамасындағы шек пен интеграл амалдарының ауыстырымдылығын қамтамасыз
етуi.

2. Параметр деп аталатын айнымалыға тәуелдi нүктелi жинақталатын меншiксiз
интеграл анықтайтын функцияның интегралдануы – интеграл астындағы функцияның
үзiлiссiздiгi мен меншiксiз интегралдың параметр бойынша бiрқалыпты жинақталуының
қайталанған интегралдар теңдiгiн қамтамасыз етуi.

3. Параметр деп аталатын айнымалыға тәуелдi нүктелi жинақталатын меншiксiз
интегралдың дифференциалдануы және меншiксiз интегралдану мен дифференциалдану
амалдарының ауыстырымдылығы түрiнде берiлген туындыны есептеу формуласы –
интеграл астындағы функцияның дербес туындыларының бар болуы, интеграл асты
функция мен оның параметр бойынша алынған дербес туындысының меншiксiз
интегралдарының бiрқалыпты жинақталуы, туынды мен интеграл амалдарының
ауыстырымдылығын қамтамасыз етуi, функциялық қатар тәрiздi.
§4. ЕРЕКШЕ МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛДАРДЫ ДӘЛ ЕСЕПТЕУ

ҮШIН ПАРАМЕТРГЕ ТӘУЕЛДI МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛДАРДЫҢ
ҚОЛДАНЫЛУЫ

1.
∫∞

0
sint
t dt интегралы.

2.
∫∞
−∞ e

−t2dt Пуассон интегралы.
§5. ГАММА-ФУНКЦИЯ ЖӘНЕ БЕТА-ФУНКЦИЯ - НЕГIЗГI

ЭЛЕМЕНТАР ФУНКЦИЯЛАР МАҢЫЗДЫЛЫҒЫ ДЕҢГЕЙIНДЕГI ЭЙЛЕР
ИНТЕГРАЛДАРЫ

1. Гамма-функция – дискреттi факториал тiзбегiн ақырсыз дифференциалданатын
үзiлiссiз жалпылауы.

2. Бета-функция – дискреттi айнымалылы бинаминалды коэффициенттердiң үзiлiссiз
жалпылауы.

3. Эйлер интегралдарының арасындағы байланыс формулалары.
XX ТАРАУ. ФУРЬЕ ҚАТАРЛАРЫ
§1. ОРТОНОРМАЛАНҒАН ЖҮЙЕ БОЙЫНША ФУРЬЕ-РИМАН

ҚАТАРЫ
1. Жазықтықтағы вектордың тiк декарттық координаталар жүйесiнiң орттары бойынша

жiктелуi Фурье қатары теориясының екi өлшемдi геометриялық суреттемесi ретiнде.
2. Жазықтықтағы вектордың екiөлшемдi тiк декарттық координаталар жүйесiнiң

орттарына түсiрiлген вектор проекциясының қосындысы түрiндегi Фурье жiктелуiнiң
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аналитикалық сипаттамасы – вектордың ортқа түсiрiлген проекциясы Фурье коэффициентi
атты оның ортпен скалярлық көбейтiндiсi мен сол ортқа көбейту түрiнде жазылуы.

3. Жазықтықтағы Фурье жiктеуiнiң жалпы n -өлшемi Евклид кеңiстiгiне аналитикалық
көшiрмесi.

4. n -өлшемдi Евклид кеңiстiгiндегi Фурье жiктеуiнiң бекiтiлген сегментте анықталған
және Риман бойынша интегралданатын барлық функциялар жиынына тарату тәртiбi –
n -өлшемдi Евклид кеңiстiгiндегi әр векторды n вектордан құралған ортонормаланған
базис арқылы жiктеуiнiң сегментте анықталған екi Риман бойынша интегралданатын
функцияның Риман интегралы арқылы анықталған скаляр көбейтiндiсi арқылы
функциялар тiзбегiнiң ортонормаланған, ашып айтқанда ортогоналды және нормаланған,
жүйесi бойынша функция жағдайына тарату.

5. Ақырлы n -өлшемдi Евклид кеңiстiгiндегi Фурье жiктеуi әр элементтiң өзiне тең
болса, Риман бойынша интегралданатын функциялар жиынындағы Фурье қатары нүктелi
жинақталуы және жинақталғанда да сол функцияның өзiне тең болу мәселелерiмен
ерешеленуi.

6. Функция мен оның Фурье қатарының арақатынасын «˜» таңбасымен белгiлеу
– Фурье қатарына оның коэффициенттерiнiң Фурье формулалары бойынша функция
арқылы жазылуынан басқа байланыстар талап етiлмейдi, соның iшiнде Фурье
қатарының жинақталуы не жинақталмауы, нүктелi жинақталған жағдайда сол функцияға
жинақталуы да талап етiлмеуiн зерттеу арнайы терең теорияны дамытуды қажет етедi.

7. Функция мен оның Фурье қатарының арақатынасын «˜» таңбасымен белгiлеудi
нақтылау мәселелерi – Фурье қатарының жеке нүктеде, жиында нүктелi және бiрқалыпты,
т.с.с. жинақталу түрлерi мен соларды қамтамасыз ететiн функцияға қойылатын шарттар.

8. Ортогоналды жүйенi нормаландырып, ортонормаланған жүйеге айналдыру және
түрленген жүйе арқылы Фурье формулаларын жазу мен Фурье қатарын құру.

9. Тригонометриялық ортогоналды жүйе және оның Фурье формулалары.
10. Сызықты тәуелсiз жүйе мен оны ортогоналдандыру және 1, x, x2, . . . дәрежелiк

жүйенi ортогоналдырғанда пайда болатын Лежандр көпмүшелiктер мысалы.
11. Ортогоналды жүйе құрамы артық та, кем де болмауы керек – сызықтық

тәуелсiз болуына байланысты олардың сызықтық комбинациясы түрiндегi бiр ғана
жаңа функцияны қосқан бойда жүйенiң тәуелсiздiгiн, онымен қоса жаңарған жүйенiң
ортогоналдылығын жоғалтқандықтан ешқандай артық мүшенi қамтымайды және де сол
функцияны өзiнiң Фурье қатарына жiктелу қасиетiн жоғалтуына байланысты бiр де бiр
элементiн алып тастай алмайды.

12. Ортогоналды нормаланбаған тригонометриялық жүйе бойынша оның нормалау
коэффициентiн Фурье формулаларына көбейткiш ретiнде жазу арқылы Фурье қатарының
сол жүйе бойынша жазылуы.

13. Тригонометриялық Фурье қатарының жинақталу анықтамасындағы дербес
қосындылары.

14. Ортонормаланған жүйе, сол бойынша құрылған кез келген коэффициенттi
ортогоналды қатар мен коэффициенттерi Фурье формуласы арқылы анықталған оның
дербес жағдайы болатын интегралданатын функцияның Фурье қатары және Фурье
қатарларының толық атауындағы жүйе, интеграл, Фурье сөздерiнiң орны.
§2. ОРТОНОРМАЛАНҒАН ЖҮЙЕ БОЙЫНША ФУРЬЕ-РИМАН

ҚАТАРЛАРЫНЫҢ ОРТТАРҒА ТҮСIРIЛГЕН ПРОЕКЦИЯЛАРЫ
ТIЛIНДЕГI ЖУЫҚТАУ ҚАСИЕТТЕРI

1. Функциялар жүйесi бойынша құрылған көпмүшелiктер, солардың iшiнде алгебралық
көпмүшелiк және тригонометриялық көпмүшелiк.

2. Орторнормаланған жүйе бойынша Фурье-Риман қатарының дербес қосындысының
минималдық қасиетi – функцияның дербес қосындысындай реттi кез келген көпмүшелiктен
ауытқуының орташа квадраттық нормасы мәнiнiң көпмүшелiк коэффициентi Фурье
формуласымен есептелгенде ең кiшi болуы.
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3. Бессель теңсiздiгi атты орторнормаланған жүйе орттарына түсiрiлген функция
проекцияларының квадраттарының қосындысының функция «ұзындығының»
квадратынан аспауы.

4. Риман бойынша интегралданатын функцияның әр ортонорормаланған жүйе бойынша
Фурье-Риман коэффициенттерiнiң нөлге ұмтылуы.

5. Ортогоналды және нормаланған жүйе бойынша Фурье-Риман қатарының дербес
қосындысының минималдық қасиетiнiң нормалану талабы қойылмай, тек ортогоналды
ғана жүйе жағдайына көшiрiлуi.

6. Орторнормаланған жүйе бойынша Фурье-Риман қатарының дербес қосындысының
минималдық қасиетiнiң және Фурье-Риман коэффициенттерiнiң нөлге ұмтылуының
меншiксiз Риман интегралы жағдында да сақталуы.

7. Ортогоналды және нормаланған жүйедегi Бессель теңсiздiгi жазылуын тек
ортогоналды ғана жүйе жағдайына көшiрiлуi.

8. Риман бойынша интегралданатын барлық функциялардан құрылған жиында толық
және тұйық ортонормаланған жүйелердiң пара-парлығы – сәйкесiнше, сол жүйеде әр
интегралданатын функцияның Фурье-Риман қатары оған орташа квадраттық мағынада
жинақталуы мен Бессель теңсiздiгiнiң Парсеваль атты теңдiкке айналуының бiр уақытта
орындалуы.

9. Ортонормаланған жүйе бойынша алынған Фурье-Риман қатарының дербес
қосындыларының минималдық қасиеттiң геометриялық суреттемесiн үш өлшемдi евклид
кеңiстiк мысалында сипаттау – функция мен n -өлшемдi евклид кеңiстiгiнiң элементтерiнiң
Фурье қатары мен қосындысы негiзiнде идеялық тұрғадан бiрдейлiгi.

10. Парсеваль теңдiгiнiң үзiлiссiз жағдайды беретiн Риман бойынша интегралданатын
барлық функциялар жиынында дискреттiк n -өлшемдi евклид кеңiстiгiндегi Пифагор
теоремасымен орттарға түсiрiлген проекциалары тұрғысындағы мазмұндық бiрлiгi.

11. Ортонормаланған жүйе бойынша алынған Фурье-Риман қатары бола алмайтын
ортогоналды қатар – коэффициенттерi нөлге ұмтылмаса болғаны.
§3. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУРЬЕ-РИМАН ҚАТАРЛАРЫНЫҢ

КОЭФФИЦИЕНТТЕРI ТӨҢIРЕГIНДЕГI МӘСЕЛЕЛЕР
1. Тригонометриялық жүйе – ортогоналды және ортонормаланған түрлерi.
2. Ортонормаланған тригонометриялық жүйе жағдайындағы Бессель теңсiздiгi және

де сондағы Риман теоремасы атты тригонометриялық Фурье-Риман коэффициенттерiнiң
нөлге ұмтылуының айқын көрiнiсi. Риман теоремасының жалпылауы – периодтың орнына
шенелмегендi де қамтитын кез келген аралық алынып, бүтiн мәндi параметр кез келген
нақты санға алмастырылып, оны шексiздiкке ұмтылдырғанда осылай кеңейтiлген Фурье
формуласының нөлге ұмтылуы.

Коэффициенттерi нөлге ұмтылса да тригонометриялық қатар Фурье-Риман қатары
болмауы да мүмкiн.
§4. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУРЬЕ-РИМАН ҚАТАРЫНЫҢ ДЕРБЕС

ҚОСЫНДЫЛАРЫНЫҢ ДИРИХЛЕ ИНТЕГРАЛЫ АТТЫ ЖИНАҚЫ
ТҮРДЕ ЖАЗЫЛУЫ МЕН ОНЫҢ ЖИНАҚТАЛУЫНЫҢ РИМАН
КӨРСЕТКЕН ЛОКАЛДАНДЫРУ ПРИНЦИПI

1. Функцияның тригонометриялық Фурье-Риман қатарының дербес қосындысының сол
функцияның Дирихле ұйтқысымен үйiрткiсi(сверткасы) түрiнде бейнеленуi.

2. Тригонометриялық Фурье-Риман қатарының үзiлiссiздiк нүктесiнде функцияның
өзiне жинақталуының Риман локалдандыру принципi – қатардың дербес қосындысы
анықталу жиыны болатын бүкiл периодтағы функция құрылысына тәуелдi Фурье
коэффициенттерi арқылы құрылғанмен де, әр үзiлiссiздiк нүктесiнде жинақталуы
таңқаларлық түрде функцияның сол бiр нүктенiң маңайындағы ғана өзгеру тәртiбiне
тәуелдi.
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§5. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУРЬЕ ҚАТАРЫНЫҢ НҮКТЕДЕ
ЖИНАҚТАЛУЫНЫҢ КЕЙБIР ЖЕТКIЛIКТI ШАРТТАРЫ

1. Тригонометриялық Фурье-Риман қатарының нүктеде жинақталуының кеңейтiлген
Фурье формуласының нөлге ұмтылуын беретiн Риман теоремасына бейiмделген Дирихле
формуласымен өрнектелген жазылуы.

2. Функция өсiмшесiнiң интегралдау айнымалысы болатын нүктедегi аргумент
өсiмшесiне қатынасының абсолюттi интегралдануы тригонометриялық Фурье-Риман
қатарының сол нүктеде функцияның мәнiне жинақталуын қамтамасыз етедi.

3. Функцияның оң және сол жақты ақырлы туындылары бар болуы тригонометриялық
Фурье-Риман қатарының сол нүктеде оң және сол жақты шектерiнiң арифметикалық
ортасына жинақталуын қамтамасыз етедi де бұл жайт функцияның осы нүктеде оң және
сол жақты шектер өзара тең болғандағы үзiлiссiздiк жане олар өзара тең болмағандағы
үзiлiс жағдайларын қамтиды.

4. 2π -периодты функцияның сан өсiнiң әр нүктесiнде тең болуы мiндеттi емес оң және
сол жақты ақырлы туындылары бар болуы тригонометриялық Фурье-Риман қатарының
сан өсiнде нүктелi жинақталуын қамтамасыз етедi де, әр нүктедегi аталмыш қатар шегi
функцияның сондағы оң және сол жақты шектерiнiң қосындысының жартысына тең
болады.

5. 2π -периодты функцияның әр нүкте ақырлы(екi жақты) дифференциалдануы
тригонометриялық Фурье-Риман қатарының сол үзiлiссiз функцияға сан өсiнде нүктелi
жинақталуын қамтамасыз етедi.

6. 2π -периодты функция толық периодта Риман бойынша меншiз абсолюттi
интегралданып, мiндеттi түрде үзiлiссiз емес, қайсiбiр нүктеде оң және сол жақты ақырлы
шектерi бар болып, оң және сол жақты шектер арқылы анықталған сәйкес оң жақты және
сол жақты туындыларының бар болуы меншiксiз Риман интегралы арқылы анықталған
тригонометриялық Фурье-Риман қатарының сол нүктеде функцияның оң және сол жақты
шектерiнiң қосындыларының жартысына жинақталуын қамтамасыз етедi.

7. Мiндеттi түрде үзiлiссiз емес, әр нүктеде оң және сол жақты ақырлы шектерi
бар функцияның меншiксiз Риман интегралы бойынша анықталған тригонометриялық
Фурье қатарының, әрине Фурье-Риман жағдайын да қамтитын, сол нүктеде функцияның
оң және сол жақты шектерiнiң қосындыларының жартысына жинақталуын беретiн
Дини теоремасы – Дини интегралдық шарты деп аталатын оң және сол жақты шектер
арқылы анықталған функция өсiмшесiнiң интегралдау айнымалысы болатын аргумент
өсiмшесiне қатынасының қосындысының нөл нүктесiнiң маңайында өсiмше ретiнде
алынған интегралдау айнымалысы бойынша интегралының абсолюттi жинақталуы.

8. 2π -периодтта саны ақырлы болатын нүктелерде үзiлiстi болуы мүмкiн, қалған
нүктелерде оң жақты да, сол жақты да үзiлiссiз дифференциалданатын, соның iшiнде
период бойында үзiлiссiз дифференциалданатын функциялардың тригонометриялық
Фурье-Риман қатары үзiлiс нүктелерiнде оң және сол жақты шектерiнiң қосындыларының
жартысына, ал басқа нүктелерде функция мәнiне нүктелi жинақталуы – Дини
теоремасының салдары.

9. 2π -периодты абсолюттi интегралданатын функцияның берiлген нүктедегi
функция өсiмшесiнiң абсолют шамасының аргумент өсiмшесiнiң модулiнiң оң бiрден
аспайтын дәрежесiмен шенелетiн және дәреже көрсеткiшi бiрге тең болғанда Липщиц
шартына айналатын Гельдер шарты атты теңсiздiктi қанағаттандыратын нүктеде
тригонометриялық Фурье қатарының функция мәнiне жинақталуы – Дини теоремасының
салдары.

10. Айқын түрде берiлген функцияны Фурье қатарына жiктеу мақсатында ұзындығы
2π -ге тең кесiндi таңдап, сол таңдалған периодтың шеткi нүктелерiнде арифметикалық
орта арқылы функцияны анықтау, түбiнде жинақталу теоремаларын қолдануға ыңғайлап,
нәтижесiнде интегралдарды Фурье формуласымен есептеуге әкелу жолын мысалдармен
көрсету.
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§6. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУРЬЕ-РИМАН ҚАТАРЫНЫҢ ОНЫ
ЖАРАТҚАН ФУНКЦИЯНЫ АНЫҚТАУ ТӨҢIРЕГIНДЕГI МӘСЕЛЕЛЕР

1. Дю Буа Реймон алдын ала берiлген нүктеде тригонометрикалық Фурье қатары
жинақталмайтын үзiлiссiз функцияның, А.Н.Колмогоров сан өсiнiң әр нүктесiнде
жинақталмайтын Фурье қатарының мысалын бергендiктен, өзiнiң коэффициенттерiмен
толық анықталатын тригонометриялық қатар соның Фурье жiктелуi болатын функцияны
құру мәселесiнiң туындауы.

2. Берiлген n нақты санды қосынды мәнiн сақтай отырып әрқайсысын алмастыратын,
сол сандардың арифметикалық ортасы деп аталатын бiр санмен сипаттау.

3. Фейер теоремасы – 2π -периодты үзiлiссiз функцияның тригонометриялық Фурье-
Риман қатарының алғашқы n дербес қосындыларының Фейер ортасы деп аталатын
арифметикалық ортасы болатын тiзбектiң сол Фурье қатарын жаратқан функцияға
бiрқалыпты жинақталуы.

4. Коэффициенттерiмен толық анықталған тригонометриялық қатар үзiлiссiз
функцияның Фурье-Риман қатары екендiгi қандай да бiр себептермен белгiлi болғанда,
тiптi Дю Буа Реймон мысалындағыдай үзiлiссiз бола тұра кейбiр нүктелерде
жинақталмағандықтан қатардың нүктелi жинақталуы арқылы iзденiстi функция тiкелей
табылмайды да, Фейер теоремасы қатарды жаратқан функцияны тригонометриялық
қатардың дербес қосындыларының арифметикалық ортасының бiрқалыпты шегi түрiнде
бейнелейдi.

5. Вейерштрасс теоремасы – кез келген 2π -периодты үзiлiссiз функция алдын
ала берiлген дәлдiкпен тригонометриялық көпмүшелiкпен жуықталады, әйткенмен сол
көпмүшелiк ретi ешқандай тәртiпке бағынбайды.

6. Ортогоналды жүйелер арасындағы тригонометриялық жүйе ерекшелiгi – Бессель
теңсiздiгiнiң Пифагор теоремасының жалпылануы болатын Парсеваль теңдiгiне айналуы.

7. Үзiлiссiз функцияның тригонометриялық Фурье-Риман қатарының жалғыздығы -
тригонометриялық Фурье-Риман қатарлары бiрдей екi үзiлiссiз 2π -периодты функциялар
периодта өзара беттеседi.
§7. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ЖҮЙЕНIҢ КОМПЛЕКС ТҮРI ЖӘНЕ СОЛ

БОЙЫНША АНЫҚТАЛҒАН ФУРЬЕ-РИМАН ҚАТАРЛАРЫН МҮШЕЛЕП
ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ЖӘНЕ ИНТЕГРАЛДАУ

1. Бүкiл математиканы құрайтын ұғымдарды таңдау негiзгi есептердi шығару
барысында да жүзеге асырылады – бiр қарағанда алгебралық теңдеулердiң, соның
iшiнде ең қарапайым, квадратының бiрмен қосындысы нөл болатын теңдеудiң де шешiмi
бар болатындай көрiнгендiктен, сол санды табу ниетiнде емес, коэффициенттерiмен
берiлген кубтық теңдеудiң шешiмдерiн сол коэффициенттер арқылы табу формуласы, тiптi
коэффициенттерi де, шешiмдерi де нақты сандар болғанда да, комплекс сандар өрiсiне
шықпай сол шешiмдердi табу мүмкiн еместiгiнен пайда болған комплекс сандар.

2. Комплекс сандар туралы алғашқы мәлiмет – квадраты -1 санына тең нақты сан
болмағандықтан осы қасиеттi қанағаттандыратын жорамал бiрлiк атты табиғаты мүлдем
жаңа сан енгiзiлiп, нақты саннан тұратын нақты бөлiк пен нақты сан мен жорамал
бiрлiктiң көбейтiндiсi болатын жорамал бөлiктердiң қосындысынан құралған комплекс
сандар және оларға қолданылатын арифметикалық амалдар.

3. Нақты мәндi айнымалылы комплекс мәндi функция және оның нақты және жорамал
бөлiктердi құрайтын қос нақты мәндi функциялармен қажеттi де, жеткiлiктi де байланысы
– комплекс мәндi функцияның шегiн, туындысын, интегралын және скаляр көбейтiндiсiн
оны анықтайтын екi айнымалылы функциялар арқылы есептеу формулалары.

4. Эйлер формуласы – жаратылыстағы қасиеттi бес санның бiрi болатын санының
бұрыннан анықталған нақты мәндi дәрежесiнiң жаңа жорамал дәрежелi мағынамен
толтырылып, нәтижесiнде комплекс дәрежеге кеңейтiлуi.

5. Бүтiн сандар жиынында анықталған комплекс мәндi функция – бүтiн сандар
жиынында анықталған комплекс мәндi тiзбек және оның жинақталу анықтамалары.
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6. Тригонометриялық жүйенiң комплекс түрiндегi жазылуы – терiс емес бүтiн сандар
жиындағы тригонометриялық жүйедегi sin пен cos функцияларын Эйлер формулалары
арқылы көшiрiлгендегi барлық бүтiн сандар жиынында анықталған жүйе ретiнде.

7. Қатар түрiн сақтайтын ерекше қасиетпен тригонометриялық Фурье-Риман қатарын
мүшелеп дифференциалдау – периодта r -реттi бөлiк-бөлiк үзiлiссiз дифференциалданатын
2π -периодты функцияның r -реттi туындысының Фурье-Риман қатарының бастапқы
функция Фурье-Риман қатарын r -рет мүшелеп туындылау арқылы анықталуы,
туындының Фурье коэффициенттерiн есептеу формулалары және бастапқы функцияның
абсолюттi және бiрқалыпты жинақталатын Фурье қатарының дербес қосындыларының
оны жаратушы функциядан ауытқуының абсолют шамасының жоғарыдан бағалауы.

8. Нүктелi жинақталуы талап етiлмейтiн тригонометриялық Фурье-Риман қатарын
мүшелеп интегралдағандағы қатардың период бойында бiрқалыпты жинақталуы – бөлiк-
бөлiк үзiлiссiз 2π -периодты функцияның Фурье-Риман қатарын периодта жататын кез
келген сегментте мүшелеп интегралдағандағы қатардың бiрқалыпты жинақталуы.
ХХI ТАРАУ. ФУРЬЕ ТҮРЛЕНДIРУЛЕРI – ПЕРИОДТЫ ЕМЕС

БҮКIЛ НАҚТЫ САНДАР ЖИЫНЫНДА БЕРIЛГЕН ФУНКЦИЯЛАР
ҮШIН ФУРЬЕ ҚАТАРЛАРЫНЫҢ МЕНШIКСIЗ ИНТЕГРАЛ АРҚЫЛЫ
ТАРАТЫЛУЫ
§1. НАҚТЫ САНДАР ЖИЫНЫНДА АБСОЛЮТТI

ИНТЕГРАЛДАНАТЫН ФУНКЦИЯНЫҢ ЖЕКЕ НҮКТЕДЕ ЖӘНЕ
БАРЛЫҚ АНЫҚТАЛУ ЖИЫНДА ФУРЬЕ-РИМАН ИНТЕГРАЛЫ
ТҮРIНДЕ ӨРНЕКТЕЛУI

1. Гармоникалық анализдегi 2 π -периодты функцияның Фурье-Риман қатары болатын
дискреттi жағдайынан барлық сан өсiнде анықталған және меншiксiз Риман бойынша
абсолюттi интегралданатын функцияның Фурье-Риман интегралы атты үзiлiссiз жағдайға
өту – Фурье коэффициентiнен Фурье түрлендiрулерiне, Фурье-Риман қатарынан Фурье-
Риман интегралына.

2. Сан өсiнде берiлген және абсолюттi интегралданатын функцияның жеке нүктедегi оң
және сол жақты ақырлы шектерi арқылы анықталған функция өсiмшесiнiң интегралдау
айнымалысы болатын аргумент өсiмшесiне қатынасының интегралының нөлдiң маңайында
абсолюттi жинақталуы функцияның нүктедегi оң және сол жақты шектер қосындысының
жартысына Фурье-Риман интегралының теңдiгiн беретiн Дини теоремасы.

3. Сан өсiнде берiлген және абсолюттi жинақталатын функция үшiн Дини
теоремасының шарттарын жеке-жеке қамтамасыз ететiн математикалық анализдiң
қалыпты тiлiмен берiлген үш жағдайы – ақырлы туындысы бар болатын немесе функция
үзiлiссiздiк өлшемiнiң деңгейiн дәрежелiк жылдамдықпен беретiн Гелдер теңсiздiгiн
қанағаттадыратын нүктеде, соның iшiнде әр нүктеде орындалғанда барлық анықталу
жиынында, Фурье-Риман қатары тәрiздi Фурье-Риман интегралының функция мәнiне
теңдiгiн және функцияның нүктеде оң және сол жақты ақырлы туындыларының бар
болуы Фурье интегралының оң жақты және сол жақты шектер қосындысының жартысына
теңдiгiн беруi.
§2. ФУРЬЕ-РИМАН ИНТЕГРАЛЫНЫҢ КОМПЛЕКС ТҮРIНДЕГI ТУРА

ЖӘНЕ КЕРI ТҮРЛЕНДIРУЛЕРI
1. Фурье-Риман интегралының комплекс түрдегi жазылуы.
2. Фурье коэффициенттерiнен Фурье түрлендiруiне – периодты функцияның комплекс

түрдегi Фурье-Риман қатарындағы Фурье коэффициенттерiнен сан өсiнде абсолюттi
интегралданатын функция үшiн баламасы болатын Фурье түрлендiруiне өту жолы.

3. Коэффициенттерi Фурье формуласымен есептелетiн Фурье-Риман қатарын қамтитын
кез келген коэффициентi дискреттi тригонометриялық қатардың үзiлiссiз жағдайы
болатын керi Фурье түрлендiруi.

4. Фурье-Риман түрлендiруi бойынша функцияның өзiне оралу формуласы – өз
коэффициенттерiмен анықталатын тригонометриялық қатарға берiлген функцияның
Фурье формуласымен есептелген коэффициенттерiн қойғанда сол функцияға нүктелi
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жинақталатын жағдайындағыдай тура Фурье-Риман түрлендiруiнiң керi Фурье-Риман
түрлендiруi сол функцияға қайтадан нүктелi алып келуi.

5. Тура және керi Фурье түрлендiруiнiң сан өсiндегi қасиеттерi – шенелгендiгi
мен үзiлiссiздiгi, шексiздiкте нөлге ұмтылуы, функцияның жатықтық қасиеттерiн
сақтауы, Фурье түрлендiруiнiң туындысы мен оны есептеу формуласы, жылдам азаятын
функциялардың Фурье түрлендiруi.

6. Тригонометриялық тура және керi Фурье түрлендiру формулаларындағы тек
экспонента көрсеткiшiнiң таңбасындағы ғана айырмашылық – Гармоникалық анализ атты
терең теориялы iлiмнiң негiзiн қалайтын ерекше жағдай.
§3. ФУРЬЕ ТҮРЛЕНДIРУI МЕН ОНЫҢ КЕЙБIР ҚОЛДАНУЛАРЫ
1. Тура және керi Фурье-Риман түрлендiрулерiнiң қолданысын моделдiк

жай дифференциалдық теңдеу мысалында көрсету – тұрақты коэффициенттi
дифференциалдық теңдеуге тура Фурье-Риман түрлендiруiн қолданғанда пайда болған
сызықтық теңдеу шешiмiне керi Фурье-Риман түрлендiруiн қолдану арқылы бастапқы
теңдеудiң шешiмiн табу.

2. Тура және керi Фурье түрлендiрулерiн толқындық тендеуге қолдану – жай
дифференциалдық теңдеуге әкелу арқылы.

3. Пуассон формуласы – бүкiл нақты сандар жиынында анықталған сандық
функцияның барлық бүтiн мәндi нүктелердегi мәндерiнен және сол нүктелердегi
функцияның тура Фурье-Риман түрлендiруiнен құрылған қатарлар қосындыларының
теңдiгi.

4. Функцияның сирек мәндерi бойынша бүкiл мәндерiн дәл беретiн Котельников
формуласы – функцияны бiрқалыпты тор деп аталатын нөлдi қамтитын арифметикалық
прогрессиядағы оның тек дискреттi мәндерi арқылы барлық нүктедегi мәндерiн дәл
бейнелеу.

Список литературы
1 Темиргалиев Н. Математикалық анализ (өңделген және толықтырылған екiншi басылым). -Нұр-Сұлтан:
Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, 2022. -2000 бет.

N. Temirgaliyev
Institute of Theoretical Mathematics and Scientific Computations ot the L. N. Gumilyov Eurasian National University,

Nur-Sultan, Kazakhstan

Scientific, scientific-methodological and organizational report “The Institute of theoretical mathematics
and scientific computing (ITMandSC) L.N.Gumilyov Eurasian National University in 2019 year (Part

IV)”

Abstract: In the article ends Synopsis-Table of contents of the textbook "Mathematical analysis". The beginning was
presented in Part III, where each chapters and paragraphs is entitled, on the one hand, in an expanded form conveying
their theme in highlighting the essence and development of ideas, on the other hand, in a brief and informative form which
is also sustained in this Part IV.

Keywords: Mathematical analysis, Synopsis-Сontent, mathematical structures in implementation, understanding of
mathematics as the goal of the "Mathematical Analysis".

Н. Темиргалиев
Институт теоретической математики и научных вычислений Евразийского национального университета

имени Л.Н. Гумилева, Нур-Султан, Казахстан

Научный, научно-методический и организационный отчет «Институт теоретической математики и
научных вычислений (ИТМиНВ) Евразийского национального университета имени Л.Н.Гумилева в

2019 году (Часть IV)»

Аннотация: В статье завершается Синопсис-Оглавление учебника "Математикалық анализ". Начало было
представлено в Части III, где каждый пункт и параграф озаглавлены с одной стороны в развернутой форме,
передающей их темы в выделении сути и развитии идей, с другой стороны в возможно краткой и информативной
форме, что выдержено и в этой Части IV.

Ключевые слова: Математический анализ, Синопсис-Оглавление, понимание математики как цель учебника
"Математикалық анализ".

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2021, Том 137, №4
Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева. Математика. Компьютерные науки. Механика, 2021, Том 137, №4

58



Н. Темiрғалиев

References
1 Temirgaliyev N. Matematikalyk analiz (ondelgen zhane tolyktyrylgan ekinshi basylym)[Mathematical analysis
(revised and enlarged second edition)]. (L.N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, 2022, 2000
p.).
Автор туралы мәлiмет:
Темиргалиев Н. – физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, Теориялық математика және ғылыми

есептеулер институтының директоры, Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Қажымұқан, 11, Нұр-
Сұлтан, Қазақстан.

Temirgaliyev N. –Prof., Doctor of Phys.-Math. Sciences, Director of the Institute of Theoretical Mathematics and
Scientific Computations ot the L. N. Gumilyov Eurasian National University, Kazhymukan str., 11, Nur-Sultan, Kazakhstan.

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol. 137, №4

59



Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol.
137, №4, P.60-74
http://bulmathmc.enu.kz, E-mail: vest_math@enu.kz

МРНТИ: 68.85.85
А.Х. Сукут 1 , А.Б. Закирова 2 , Р.С. Ниязова 1 , Р.З. Сулейменова 1 , A.B. Жаныс 3

1 Казахский агротехнический университет им. Сакена Сейфуллина, Нур-Султан,
Казахстан

2 Международный университет "Астана", Нур-Султан, Казахстан
3 Национальная академия образования им. Ы.Алтынсарина, Нур-Султан, Казахстан

(E-mail: hamid.sukoot19@gmail.com, alma_zakirova@mail.ru, rozamgul@list.ru,
suleimenova_raya@mail.ru, didok05@mail.ru)

Использование технологии радиомаяка для контроля поведения крупного
рогатого скота

Аннотация: Данная статья в большей части посвящена исследованию возможностей
использования современных информационных технологий в животноводстве для
выявления и мониторинга поведения и благополучия коров. Так как работа, связанная с
управлением молочными стадами, подразумевает и экономическое давление, ощущаемое
заводчиками, были предприняты многочисленные усилия по созданию нового метода,
который составил бы достойную конкуренцию по сравнению с ныне действующими
решениями. Метод сбора и обработки данных с помощью радиомаяков, а также
хранилища данных позволяет, по мнению авторов более полно идентифицировать
поведение и физиологические условия молочного стада. Не менее важно отметить
конкурентоспособность этого метода по цене. Так как данные собираются в большом
количестве, было принято решение отказаться от обработки данных на локальном
компьютере и вместо этого использовать механизм облачных вычислений. Представленная
информационная система создает последовательность компонентов, которые проверялись
как на уровне создания, так и на уровне проведения исследования. Затем полученные
результаты исследований сравнивали с академическими знаниями из литературных
источников. Нужно отметить, что частью валидации вышеупомянутой методологии было
сравнение результатов, которые были достигнуты в ходе исследования с использованием
шагомера. Главной целью данной статьи была разработка нового метода в области
информационных технологий и метода на основе маяков, которые являются достаточно
универсальными устройствами, с использованием хранилищ данных, позволяющих
идентифицировать поведение и физиологическое состояние дойного скота, методы, которые
были бы конкурентоспособны по сравнению с существующими решениями, особенно
по цене. В предлагаемом решении в качестве источников данных использовались
как информация, поступающая с микрокомпьютеров, так и данные прогноза погоды,
поступающие с метеостанций, которые упрощают указанную выше идентификацию.

Ключевые слова: поведение КРС; технологии радиомаяка; хранилище данных.
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Введение
Выявление желаемого благополучия молочного стада, а также распознавание охоты

требует применения современных методов измерения [1]. В дополнение к вышесказанному
стоит упомянуть, что этот процесс является предметом исследования и постоянного
познания, что широко представлено в доступной литературе [1-3]. Физиологическое
состояние данного животного зависит от множества внешних факторов и может меняться
по мере старения животного. Имеются многочисленные примеры и свидетельства,
показывающие, что существуют существенные пробелы в экологических условиях
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молочного стада в системах животноводства, которые в настоящее время предлагаются
и создаются людьми [4-7]. Данные системы диверсифицированы по сравнению с
автоматизированными доильными домами, где рогатый скот содержится в здании круглый
год, в отличие от обширных территорий комплексов, где животные находятся вне
помещений для животных круглый год [8,9].

Правильная диагностика наступления течки, необходимая в процессе выращивания
молочного стада, позволяет определить правильное время осеменения - это ключевой
фактор при принятии решения о результатах воспроизводства. Системы пытаются
улучшить степень воспроизводства скота, что часто связано с незаметным или
неправильным распознаванием тепла [10-12].

В настоящее время существует множество методов, позволяющих определять тепловое
состояние на основе бихевиоризма или биотехнических методов. Для них характерны
разные вероятности обнаружения охоты, и они различаются в зависимости от цены. Среди
биотехнических методов в связи с интенсивным развитием информационных технологий
наблюдается повышенный интерес к решению, основанному на использовании шагомеров
(каждое животное в стаде оснащено одним таким устройством). Мы также можем
наблюдать попытки использовать информацию с шагомеров в большей степени, а не
только в сигнальном контексте. В настоящее время предлагаемые системы, основанные на
биотехнических методах и шагомерах, которые доступны на рынке, – среди прочего, это
системы, называемые GYUHO и AfiAct II [13]. Первый из них, предложенный японской
компанией Fujitsu в 2013 году, использует, помимо вышеупомянутых устройств, механизм
облачных вычислений. Приложение, которое является частью системы, обрабатывает
данные с шагомеров, а затем создает отчеты на основе этих данных, которые отправляются
пользователям по электронной почте. Немного иную информационную инфраструктуру
использует другая система AfiAct II, основанная на более современных шагомерах,
известных под названием AfiTag. Приложение под названием Windows Forms, которое
отправляет сообщения, как в форме электронной почты, так и в виде SMS, отвечает за
обработку данных в этом решении. По словам производителя, случаи, когда тепло не
обнаруживается должным образом, составляют менее 10% от всех случаев обнаружения
тепла. В настоящее время также доступны детекторы движения в виде серег, которые
используются для определения состояния животных [14]. Однако следует отметить, что
это специализированные конструкции, поэтому они не носят универсального характера в
отличие от маяков.

Другой важный аспект - связь между атмосферными условиями, условиями
окружающей среды и поведением животных [15-17]. Современные исследования и
наблюдения показывают взаимосвязь между двигательной активностью животных и
температурой окружающей среды. По мнению разных авторов, ухудшение самочувствия
животных в результате слишком высокой температуры происходит, когда температура
окружающей среды превышает следующие значения:

- 270 C - Амстронг [15],
- 25− 260 C - запад [17],
- 24− 270 C - Broucek [16].
Однако в литературе предлагается учитывать не только температуру, но и

относительную влажность воздуха при определении критерия возникновения теплового
стресса [18]. Для этого был построен так называемый параметр THI (температурно-
влажностный индекс) [18]. На основании исследований было определено предельное
значение этого параметра, которое составляет 72, и каждый раз при превышении этого
значения наблюдается возникновение теплового стресса у крупного рогатого скота.

Тепловой стресс в основном приводит к снижению молочной продуктивности дойных
коров. В зависимости от значения коэффициента THI может наблюдаться снижение
продуктивности молока от 20% до 50%, когда коэффициент THI превышает предельное
значение. Другими неблагоприятными последствиями теплового стресса являются
ухудшение скорости отела и сокращение периода течки [8,19].
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Другим важным аспектом проведения этой темы исследования было указание на
текущие направления приоритезации развития организации в рамках поддержки процессов
принятия стратегических решений с данными, доступными в цифровом формате.
Часто этот процесс сопровождается открытием новых закономерностей, которые могут
иметь познавательный характер. С некоторого времени все более распространенным
становится использование многочисленных приложений, поддерживающих работу
сельскохозяйственных предприятий. Информационный потенциал, который можно
наблюдать в собранных базах данных, можно использовать, среди прочего, в процессе
принятия решений и когнитивном процессе. Однако это требует выполнения множества
задач, не до конца определенных, что, в том числе, приводит к созданию хранилищ данных.
На основе опыта крупных организаций ясно видно, что использование хранилищ данных
является существенной добавленной стоимостью.

Текущей основой для построения хранилищ данных были и остаются ожидания
пользователей, очень часто сформулированные в форме вопросов, на которые они хотели
бы получить ответы в относительно короткие сроки [20].

В силу вышеизложенного, по мнению авторов, замена шагомеров и одновременное
использование хранилищ данных и микрокомпьютеров представляется оправданным
направлением совершенствования этих биотехнических методов. Это решение предлагает
гораздо более широкие возможности измерения за счет регистрации других физических
величин. В дополнение к вышесказанному это решение одновременно обеспечивает
экономическую конкурентоспособность [21,22]. Поэтому представляется оправданной
разработка нового решения в области информационных технологий, а также метода
на основе маяков, которые являются достаточно универсальными устройствами,
с использованием хранилищ данных, позволяющих идентифицировать поведение и
физиологическое состояние молочного скота, метод, который был бы конкурентоспособен
по сравнению с существующими решениями, особенно по цене.

В круг интересов авторов входят микроконтроллеры, оснащенные передатчиками BLE
(Bluetooth Low Energy), известные под названием iBeacons или beacons, обладающие
необходимым потенциалом для использования [23].

Вот почему основная цель исследовательской работы - разработать новое решение в
области информационных технологий, а также метод, основанный на маяках, которые
являются универсальными инструментами, которые вместе с хранилищами данных
позволяют идентифицировать поведение и физиологическое состояние молочного скота.
Этот метод, который использует данные, поступающие одновременно с метеостанций и
веб-сайтов погодных служб, будет конкурентоспособным по сравнению с существующими
решениями.

2. Материалы и методы.

2.1. Расположение и животные.

Научные исследования были продолжены в модельном хозяйстве ТОО "Олжа-
Садчиковское" - 230 голов (голштино-фризская порода, Костанайская область). ТОО
"Олжа-Садчиковское" расположено в Костанайской области, Костанайского района, с.
Садчиковское, разводимая порода - голштино-фризкая. Содержание - круглогодовое
стойловое, беспривязное. Технология доения – "Елочка".

В этой ферме находится в общем 1323 голов КРС, среди которых 728 голов коров, из
которых 658 дойные.

Животные были снабжены маячками, которые прикреплялись к ошейникам с помощью
защитного чехла. Перед проведением исследования были нанесены на карту места, где
должны были находиться смартфоны. Смартфоны выступали в качестве приемников
сигналов маяков. Следующим шагом стало расширение технической инфраструктуры
коровника. Особое внимание было уделено обеспечению бесперебойного питания базовых
станций, чтобы гарантировать непрерывную регистрацию сигналов, поступающих от
маяков. Во время первоначальных тестов были проверены покрытие сотовой сети и
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Рисунок 1 – Избранные места, где были установлены мобильные телефоны

Рисунок 2 – Маяк на шее наблюдаемого животного

доступность Интернета. Было принято решение использовать прямую передачу данных
через сотовую сеть LTE/3G .

На рисунке 2 показано, как маяки прикреплялись к ошейнику. Чтобы обеспечить
одинаковое положение каждого маяка, прикрепленного к ошейнику, использовались
специальные защитные чехлы с ленточными зажимами. Таким образом, можно было
обеспечить правильное положение маяка в каждом мешочке, который затем прикреплялся
к ошейникам.

2.2. Получение данных
Сбор данных в предлагаемом решении относится к двум основным источникам данных.

Первый и самый важный источник - это измерения, сделанные с маяков (рис. 3). Второй
источник, имеющий равный статус с первым источником, - это данные о погоде, которые
собираются параллельно с измерениями из сети с помощью независимого программного
обеспечения. Данные о погоде, которые использовались при создании аналитической
базы, были переданы через выбранный интернет-сервис. С использованием API
инструмента программирования, совместно со службой http:// api.openweathermap.org,
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Рисунок 3 – Маяк на шее наблюдаемого животного

было создано простое приложение в виде скрипта, позволяющего передавать эти данные.
Скрипт запускался автоматически каждые 5 мин. В результате его деятельности
мы получили данные о погоде, которые явились результатом обработки измерений,
поступающих с метеостанций, расположенных рядом с молочной фермой. Основанием
для их поиска послужили географические координаты, определяющие местонахождение
молочной фермы. Информация, передаваемая через вышеупомянутый API, доставляется
в популярном формате JSON. Обработанные данные записывались в базу данных MySQL,
которая поддерживала этот формат. При построении этой системы в соответствии с
первым сценарием, версия SQL Server 2014 года не поддерживала этот тип данных.

2.3. Концепция и инфраструктура созданной системы

Информационная система, которая была спроектирована, а затем создана и которая
реализует цель работы, объединяет различные технологии. Первыми элементами
обсуждаемой системы являются маяки, устройства, генерирующие и отправляющие
данные через определенные промежутки времени. Отправляемые сигналы регистрируются
смартфонами, оснащенными соответствующим оригинальным программным обеспечением,
написанным для индивидуальных нужд этой программы. Он использует библиотеки,
предоставленные производителем маяков. Зарегистрированные данные сохраняются в
файлах на смартфоне. Остальные элементы системы являются следствием принятия двух
отдельных сценариев их дальнейшей обработки. Первый был основан на технологиях
Microsoft, от которых отказались из-за неудовлетворительных тестов эффективности.
Время обработки данных оказалось слишком большим. Технологии, составляющие первый
сценарий, помимо представленных ранее решений, следующие:

o Платформа Dropbox,
o Инструменты для бизнес-аналитики - от Microsoft,
o Клиентская программа - Excel.
Во втором сценарии достаточная эффективность обеспечивалась применением

технологий Google Cloud и Google Docs. В этом случае данные отправлялись со
смартфонов на облачный калькулятор и хранились в Cloud Storage, а затем передавались
в аналитические базы, разработанные и настроенные на платформе BigQuery:

o Estimote Beacons, модель стикера с чипом Nordic,
o Сотовые телефоны - с оригинальным приложением,
o Плоскость интеграции данных - оригинальное приложение,
o Аналитическая база данных - исходная диаграмма,
o Интегрированный уровень представления данных.
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Рисунок 4 – Концепция созданной системы

Представленная концепция носит многослойный характер, в которой технологии и
действия представлены на высоком уровне общности. Пара уровней, выполняющих
различные функции и использующих другие технологии, образуют архитектуру созданной
системы (рис. 4):

o Получение данных,
o Синхронизация (передача данных),
o ETL (обработка данных),
o Аналитическая база,
o Инструменты для анализа данных.
Первый из упомянутых слоев отвечает за сбор данных. Он создается как с помощью

оборудования, так и программного обеспечения. Процесс сбора данных начинается, когда
приложение активируется в сотовом телефоне. Они собирают данные с маяков, которые
находятся в пределах его досягаемости. Каждый маяк каждую секунду отправляет данные
в "широковещательном" формате, которые регистрируются принимающей станцией в
формате CSV (значения, разделенные запятыми) на карте microSD. Для упрощения
управления данными размер файлов был уменьшен. Эта цель была достигнута путем
записи данных в один файл, охватывающий всего один час исследования. Следующие
измерения были зарегистрированы в следующих файлах.

Ограниченный размер памяти базовой станции, а также соображения безопасности
означали, что мы предпочли использовать платформу Dropbox, которая вместе с
созданным приложением образует еще один уровень. Это обеспечивает как синхронизацию
данных, так и безопасное хранение данных. Синхронизация файлов с данными,
расположенными на платформе Dropbox и на принимающих станциях, представляет
собой циклический процесс с интервалом в 3 минуты. Все файлы, хранящиеся на
платформе Dropbox, имеют историю версий. Вышеупомянутое позволяет восстановить
любое состояние файла, в котором данный файл хранился за последние 30 дней. Этот
механизм также защищает нас от потери данных в случае отсутствия подключения к
Интернету.

Применение маяков в качестве новых поставщиков данных, используемых в процессе
идентификации поведения и физиологического состояния молочного скота, потребовало
разработки концептуальной системы, включающей как аппаратные, так и программные
решения [3]. Были проиллюстрированы ключевые элементы, создающие предлагаемую
систему вместе с инфраструктурой. Измерения физических величин проводились с
помощью маяков, прикрепленных к ошейникам выбранных животных. Данные после
частичной обработки встроенным программным обеспечением радиомаяка отправлялись в
виде радиосигналов с полосой пропускания 2,4 ГГц через заданные интервалы. Выбранные
авторами (Estimote) маяки, оснащенные датчиками, будут отправлять следующие данные:

o Идентификатор маяка.
o Температура в градусах Цельсия.
o Ускорение разделено на три составляющие в направлении осей X, Y и Z.
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o Двоичная информация, определяющая состояние устройства (движение или отсутствие
движения).

o Конкретно агрегированная продолжительность состояния данного маяка, включая
движение или отсутствие движения.

Вышеупомянутая информация, зашифрованная в радиосигналах, была принята
базовыми станциями, оснащенными приемниками Bluetooth 4.0. Из соображений
экономии было принято решение использовать смартфоны Motorola модели Moto E (2-
го поколения) с системой Android 5.0. Вышеупомянутые устройства соответствовали
основным техническим требованиям, которые позволяли преобразовывать сигналы в
стандарт Bluetooth 4.0, в то же время обеспечивая возможность их программирования
с помощью соответствующих библиотек. Агрегированные данные в виде файлов csv
последовательно подвергались синхронизации на платформе Dropbox. Причиной этой
операции была, с одной стороны, ограниченная емкость SD-карт в смартфонах, а с другой
стороны, это было продиктовано защитой данных. Они были одним из источников данных,
поддерживающих хранилище данных. Создание этого информационного существования
осуществлялось по двум сценариям с использованием разных технологий. Созданные
хранилища данных стали ключевым инструментом для анализа и оценки полезности
предлагаемого решения.

2.4. Программное обеспечение базовой станции

Смартфоны, которые использовались в исследовании, должны были быть оснащены
соответствующим оригинальным программным обеспечением, чтобы функционировать
в качестве базовых станций. Приложение должно было реализовать общие функции,
которые были определены:

o Прием сигналов от передатчиков BLE.
o Регистрация данной информации со смартфона.
o Система хранения данных в формате CSV на SD-карту.
o Синхронизация данных на платформе DropBox.
Затем сигнальная функциональность была применена на уровне моделирования в

нотации UML. Реализация приложения Cow Behavior Listener предполагала использование
языка Java в среде Android Studio версии 1.2.2. и использование специального SDK (Soft-
ware Development Kit). Этот специальный набор инструментов для программирования стал
результатом самого дешевого BLE, которым были оснащены смартфоны. При создании
программного обеспечения использовались библиотеки, которые должны были обеспечить
взаимодействие с платформой Dropbox [22,24]. Разработанное приложение с упрощенным
интерфейсом, работающее в фоновом режиме, информирует пользователя о проводимых
операциях.

Возможности конфигурации разработанного приложения CBL включают следующее:
1. Ввод имени телефона - система спроектирована таким образом, чтобы было

возможно масштабирование. Это означало, что мы могли увеличить количество как
устройств, так и приемников BLE. Идентификатор телефона, состоящий из названия
модели и номера, присвоенного данной модели, использовался для определения положения
животного. В исследовании использовались телефоны с обозначениями motoe1, motoe2,
motoe3. Эта телефонная маркировка соответствовала названию каталога в системе Drop-
box, где собирались и синхронизировались данные.

2. Определение каталога, в котором данные были записаны на SD-карту.
Основой функционирования обсуждаемого приложения является запись измерений

маячков (Рис. 4), которые определяют следующее:
o Двоичная информация о том, находится ли маяк в движении (на основе

акселерометра).
o Уникальный идентификатор радиомаяка (буквенно-цифровое значение).
o Температура маяка выражается в шкале Цельсия.
o Компонент ускорения по направлению к оси X.
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Рисунок 5 – Модели, описывающие аналитическую структуру

o Компонент ускорения по направлению к оси Y.
o Составляющая ускорения по направлению к оси Z.
o Состояние батареи (описательное значение: полная, неизвестная, разряженная или

неразряженная).
o Количество секунд, определяющее продолжительность радиомаяка в заданном

состоянии (движение, отсутствие движения), и запись величин, рассчитанных на основе
базовых станций, которые включают:

1. Мощность принимаемого сигнала в dBm.
2. Приблизительное расчетное расстояние на основе мощности принимаемого сигнала

(описательное значение: очень близко, близко, недалеко, далеко).
Из-за подавления дифференцированного сигнала его мощность не использовалась

в процессе определения местонахождения животных. Пользователь также может в
определенной степени влиять на способ работы приложения, изменяя конфигурацию
текстовых файлов. Настоящей проблемой, которую нужно было решить, было огромное
количество данных. Это было следствием количества использованных маяков, а также
огромной частоты измерений. Это сопровождалось ограниченным объемом памяти SD-
карт. В связи с этим было решено собирать данные в файлах csv, которые содержали
только часовые измерения. При этом циклически запускалась задача по синхронизации
файлов на платформе Dropbox. Окончательная полная синхронизация была сигналом к
удалению файлов на смартфоне, освобождая место на диске для нового набора данных.

Данные, которые были получены позже, попали в аналитическую базу. Создание
хранилищ данных включало этап концептуального моделирования, проводимого с
соответствующими обозначениями. Структура модели приведена в виде таблицы фактов,
представленных в виде синих точек, и размеров, описанных словами, как показано ниже
(см. Рис. 6).

Эти модели послужили основой для создания правильных таблиц, во-первых, на уровне
инструментов Microsoft, а во-вторых, на платформе BigQuery. Полученные структуры,
заполненные данными, явились источником запроса. Они были построены по-разному
в зависимости от выбранной технологии. В случае отказа от технологии Microsoft
использовался язык MDX, а хранилище данных, построенное на платформе Google,
подвергалось запросам с помощью языка SQL.

3. Результаты и их обсуждение

3.1. Двигательная активность в зависимости от погодных условий
Созданная система, ключевым элементом которой является хранилище данных, также

получает данные о погодных условиях с метеостанций. Таким образом, система
регистрирует два типа температуры. Первое измерение поступает с метеостанции,
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Рисунок 6 – Агрегаты, полученные в результате запроса хранилищ данных

которая описывает атмосферные условия на территории, а второе расшифровывается
непосредственно с маяков. При определении влияния окружающей температуры на
поведение крупного рогатого скота необходимо определить коэффициент THI. Его значение
ниже 72, определенное на основе температуры и относительной влажности, говорит нам
об отсутствии теплового стресса. Коэффициент был рассчитан на основе следующей
эмпирической формулы по Tdb0C (сухой термометр) и относительной влажности RH [18]:

THI = 0.8Tdb +
RH

100
(Tdb − 14.1) + 46.4 (1)

3.2. Внутреннее расположение животных
Интересной функциональностью предложенного метода, только в случае свободных

стойл коровников, является возможность внутреннего позиционирования животных. Из-за
маяков и количества базовых станций, которые использовались в данном случае, мы можем
распознавать только приблизительные области местоположения животных с течением
времени. Эти данные в сочетании с лучшим расположением логова могут предоставить
больше информации об иерархии в стаде и отношениях между коровами.

На основе агрегированных данных из хранилищ данных в паре с базовыми станциями,
принимающими сигналы от маяка, можно определить примерную карту районов
пребывания данного животного во времени (Рис. 7).

Данный Рисунок не только показывает области, где находится данное животное, но
также показывает пиктограммы, определяющие процентное время пребывания в данном
месте. Для целей анализа двадцать четыре часа были разделены на 4-часовые периоды.
Мониторинг изменений местонахождения данного животного вместе с его активностью,
особенно в ночное время, становится полезным для распознавания симптомов стресса,
связанных с отделением от потомства, что касается коров сразу после отела. Эта ситуация
может привести к агрессивному поведению [25].

3.3. Ежедневная активность
Исследования, направленные на проверку и валидацию предложенного решения,

проводились на молочно-товарной ферме, оснащенной коровником с несколькими
стойлами. Причиной выбора этого вида животноводства стало, в том числе, покрытие
сигнала маяков, принимаемого базовыми станциями. Животные, выбранные случайным
образом (молодые коровы, максимум после двух отелов), были снабжены специальными
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Рисунок 7 – Время, проведенное выбранным животным в красной локации

ошейниками с прикрепленными к ним маячками, что хорошо проиллюстрировано.
Инфраструктура коровника была расширена за счет размещения в нем смартфонов,
расположение которых должно было обеспечивать регистрацию сигнала, исходящего от
каждого маяка, в ситуации, когда данное животное остается в любой части логова или
зоны кормления. Кроме того, была предпринята попытка максимизировать область, в
которой сигналы одновременно регистрировались тремя базовыми станциями, что должно
было служить способом внутренней идентификации данного животного.

Обработка данных и их дальнейший анализ осуществлялись с помощью специально
разработанных хранилищ данных. Важнейшим измерением, зарегистрированным
системой, как с точки зрения тестирования, так и с точки зрения определения
поведения и физиологического состояния коров, была двигательная активность маяка,
которая отражала двигательную активность данного животного. Beacon предоставил
информацию о величине ускорения и производную информацию, которая отражала
конкретно прореагировавший период двигательной активности или отсутствия какой-
либо активности, включая период в десять секунд. Принимая во внимание тот факт,
что круглосуточная деятельность коров умеренно хорошо описана в литературе, это
послужило прочным основанием для проверки и валидации предложенного метода.
Достигнутые средние значения периода двигательной активности коров определялись за
часовой интервал. Эти значения затем были использованы для получения суточной
характеристики двигательной активности животных, которая представлена на Рис. 8.
Цифры эти была дополнительно расширены за счет обозначения временных рамок, в
которые животные были подоены или накормлены.

Достигнутые суточные характеристики двигательной активности коров
свидетельствовали о повышении двигательной активности в период доения и кормления.
Они соответствовали характеристикам, которые были получены на основе данных,
поступающих из системы с помощью шагомеров [13,26,27] (см. Рис. 9).
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Рисунок 8 – Усреднение по всем измеренным животным и суточным единицам двигательной
активности данной коровы

Рисунок 9 – Суточная активность коров сгенерирована на основе данных, полученных из
японской системы GYUHO

Изменения двигательной активности также служили основанием для определения
физиологических условий, а именно, тепла. В результате исследований и анализов,
проведенных с помощью предложенной системы, выяснилось, что суточная двигательная
активность данной коровы в течке была в 2,5 раза выше, чем предыдущие значения и в
три раза выше, чем у остальных животных, подвергшихся измерению (см. Рис. 10).

Сходство суточных характеристик двигательной активности коров вместе с
возможностью распознавания охоты у коров четко указывало на то, что маяки в сочетании
с соответствующей информационной системой могут быть альтернативой решениям на
основе шагомеров. Однако следует отметить один недостаток представленного решения,
который удалось устранить, а именно ограничение выхода из строя маяков.

4. Выводы
Представленная авторами концепция, а также реализация информационной системы,

используемой для определения поведения и физиологического состояния молочного
скота, с нетипичным использованием микрокомпьютеров, называемых маяками, оказались
конкурентоспособными решениями по сравнению с теми, которые были доступны
в настоящее время, и чье функционирование также было основано на маяках.
Это подтверждено исследованиями и анализами, которые в основном были связаны
с изменениями двигательной активности коров, зафиксированными на суточных
характеристиках и зарегистрированными в период течки. Несмотря на несколько
замеченных недостатков, устранение которых не должно представлять серьезной
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Рисунок 10 – Изменение двигательной активности коровы на охоте

проблемы, потенциал предлагаемого решения за счет измерения большего количества
физических величин в сочетании с возможностью использования других источников
данных, пополняющих хранилища данных, возможно, опережать существующие решения.
Подведение итогов:
1. Предложенный новый метод идентификации поведения и физиологического

состояния состоял из сложной информационной системы, взаимодействующей с маяками,
которые использовались в качестве измерительных устройств и хранилищ данных.
Детализированные элементы устройства и программного обеспечения до сих пор не
применялись и не подвергались исследованиям в обсуждаемой области.

2. Суточные характеристики двигательной активности коров, полученные в результате
исследования, позволяющие идентифицировать поведение стада с информацией,
поступающей с маяков и регистрируемой в хранилищах данных, были похожи на
характеристики, полученные из системы, взаимодействующие с шагомерами.

Созданная система, характеризующаяся более широким спектром информации,
поступающей от маяков, взаимодействующей с базовыми станциями, создала
лучшие возможности с точки зрения идентификации поведения и физиологического
состояния молочного скота. Помимо прочего, мы получаем возможность отслеживать
приблизительное местонахождение животных и связывать активность с информацией о
погоде, что упрощает правильную интерпретацию изменений в поведении животных и
также имеет большое значение.
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Iрi қара малының мiнез -құлқын бақылау үшiн маяк технологиясын қолдану

Аннотация: Бұл мақала көбiнесе сиырлардың мiнез -құлқы мен әл -ауқатын анықтау мен бақылау үшiн
мал шаруашылығында заманауи ақпараттық технологияларды қолдану мүмкiндiктерiн зерттеуге арналған. Сүттi
табынды басқарумен байланысты жұмыс селекционерлердiң экономикалық қысымын бiлдiретiндiктен, қазiргi
шешiмдермен салыстырғанда бәсекелестiкке лайықты жаңа әдiстi жасауға көптеген күш жұмсалды. Радио
маяктарды қолдану арқылы мәлiметтердi жинау мен өңдеу әдiсi, сонымен қатар деректердi сақтау, авторлардың
пiкiрiнше, сүттi табынның мiнез -құлқы мен физиологиялық жағдайын неғұрлым толық анықтауға мүмкiндiк бередi.
Бұл әдiстiң бағалық бәсекеге қабiлеттiлiгiн атап өту маңызды. Деректер үлкен көлемде жиналғандықтан, жергiлiктi
компьютерде деректердi өңдеуден бас тартып, оның орнына бұлтты есептеу механизмiн қолдану туралы шешiм
қабылданды. Ұсынылған ақпараттық жүйе құру деңгейiнде де, зерттеу деңгейiнде де тексерiлген компоненттер
тiзбегiн жасайды. Зерттеу нәтижелерi әдеби көздерден алынған академиялық бiлiммен салыстырылды. Айта
кету керек, жоғарыда аталған әдiстеменiң валидациясының бiр бөлiгi педометр көмегiмен зерттеу барысында
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қол жеткiзiлген нәтижелердi салыстыру болды. Бұл мақаланың басты мақсаты - ақпараттық технологиялар
саласындағы жаңа әдiс пен маяктарға негiзделген әдiстi әзiрлеу болды, олар әмбебап қондырғылар болып табылады,
деректер қоймаларын қолдана отырып, сүттi малдың мiнез -құлқы мен физиологиялық жағдайын анықтауға
мүмкiндiк бередi. қолданыстағы шешiмдермен салыстырғанда бәсекеге қабiлеттi, әсiресе баға бойынша. Ұсынылған
шешiмде микрокомпьютерлерден келетiн ақпарат та, метеорологиялық станциялардан келетiн ауа райы болжамы
да жоғарыда келтiрiлген сәйкестендiрудi жеңiлдететiн деректер ретiнде пайдаланылды.

Түйiн сөздер: малдың мiнез -құлқы; маяк технологиясы; мәлiметтер қоймасы.
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Use of beacon technology to control cattle behavior

Abstract: The article is mostly devoted to the study of the possibilities of using modern information technologies
in animal husbandry to identify and monitor the behavior and welfare of cows. Since the work associated with dairy
herd management also implies the economic pressure felt by breeders, numerous efforts have been made to create a new
method that would be worthy of competition when compared to current solutions. According to the authors’ opinion, the
method of collecting and processing data using radio beacons, as well as data storage, allows for identifying the behavior
and physiological conditions of a dairy herd more fully. It is equally important to note the price competitiveness of this
method. Since the data is collected in large quantities, it was decided to abandon the processing of the data on the local
computer and instead use the cloud computing engine. The presented information system creates a sequence of components
that have been tested, both at the level of creation and at the level of research. The research results were compared with
academic knowledge from literary sources. It should be noted that part of the validation of the above methodology was
the comparison of the results that had been achieved during the study using a pedometer. The main goal of this article is
to develop a new method in the field of information technology and a method based on beacons, which are quite versatile
devices, using data stores that allow identifying the behavior and physiological state of dairy cattle, methods that would
be competitive compared to existing solutions, especially for the price. In the proposed solution, there were used both
information coming from microcomputers and weather forecast data coming from meteorological stations, which simplify
the above identification.

Keywords: cattle behavior; beacon technology; data warehouse.
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