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Cesàro means of negative order of the one-dimensional Vilenkin-Fourier series

Abstract: In [1] has been proved some inequalities related to the approximation properties of
Cesàro means of negative order of the one-dimensional Vilenkin-Fourier series. These inequalities
allow one to obtain a sufficient condition for the convergence of Cesàro means of Vilenkin-
Fourier series in the Lp−metric in the term of modulus of continuity. In this paper, we will
prove the sharpness of these conditions, in particular we find a continuous function under some
condition of modulo of continuity, for which Cesàro means of Vilenkin-Fourier series diverge in
the Lp−metric.

Keywords: Inequalities, Approximation, Vilenkin system, Vilenkin-Fourier series, Cesàro
means, Convergence in norm.

DOI: https://doi.org/10.32523/bulmathenu.2021/2.1

2000 Mathematics Subject Classification: 42C10, 42B25.

1. Introduction

Let N+ denote the set of positive integers, N := N+ ∪ {0}. Let m := (m0,m1, ...) denote a
sequence of positive integers not less then 2. Denote by Zmk

:= {0, 1, ...,mk − 1} the additive
group of integers modulo mk . Define the group Gm as the complete direct product of the
groups Zmj , with the product of the discrete topologies of Zmj ’s.

The direct product of the measures

µk ({j}) :=
1

mk
(j ∈ Zmk

)

is the Haar measure on Gm with µ (Gm) = 1. If the sequence m is bounded, then Gm is
called a bounded Vilenkin group. In this paper we will consider only bounded Vilenkin groups.
The elements of Gm can be represented by sequences x := (x0, x1, ..., xj , ...) ,

(
xj ∈ Zmj

)
. The

group operation + in Gm is given by

x+ y = ((x0 + y0 )mod m0, ..., (xk + yk )mod mk, ...) ,

where x := (x0, ..., xk, ...) and y := (y0, ..., yk, ...) ∈ Gm. The inverse of + will be denoted by

−. For every x ∈ Gm we denote |x| :=
∞∑
j=0

xj
Mj+1

,
(
xj ∈ Zmj

)
.

It is easy to give a base for the neighborhoods of Gm :

I0 (x) := Gm,

In (x) := {y ∈ Gm|y0 = x0 , ..., yn−1 = xn−1 }
for x ∈ Gm, n ∈ N. Define In := In (0) for n ∈ N+ .

6
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If we define the so-called generalized number system based on m in the following way: M0 :=

1, Mk+1 := mkMk (k ∈ N) , then every n ∈ N can be uniquely expressed as n =
∞∑
j=0

njMj ,

where nj ∈ Zmj (j ∈ N+) and only a finite number of nj ’s differ from zero. We also use the
following notation: |n| :=max {k ∈ N : nk 6= 0} (that is , M|n| ≤ n < M|n|+1 ).

Next, we introduce Gm on an orthonormal system, which is called Vilenkin system. At first
define the complex valued functions rk (x) : Gm → C , the generalized Rademacher functions,
in this way:

rk(x) := exp
2πixk
mk

(
i2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

Now we define the Vilenkin system ψ := (ψn : n ∈ N) on Gm as follows:

ψn (x) :=
∞∏
k=0

rnk
k (x) , (n ε N) .

In particular, we call the system the Walsh-Paley system if m = 2.
The Vilenkin system is orthonormal and complete in L1 (Gm) ( see [2]).
Now, introduce analogues of the usual definitions of the Fourier analysis. If f ∈ L1 (Gm)

we can establish the following definitions in the usual way:
Fourier coefficients:

f̂ (k) :=

∫
Gm

fψkdµ, (k ∈ N) ,

partial sums:

Snf :=
n−1∑
k=0

f̂ (k)ψk, (n ∈ N+ , S0f := 0) ,

Dirichlet kernels:

Dn :=
n−1∑
k=0

ψk, (n ∈ N+) .

The (C,−α) means of the Vilenkin-Fourier series are defined as

σ−αn (f, x) =
1

A−αn

n∑
k=0

A−αn−kf̂ (k)ψk (x) ,

where

Aα0 = 1, Aαn =
(α+ 1) ... (α+ n)

n!
.

It is well Known that [3]

Aαn =
n∑
k=0

Aα−1
k .

Aαn −Aαn−1 = Aα−1
n .

Aαn ∼ nα.
The norm of the space Lp (Gm) is defined by

‖f‖p :=

∫
Gm

|f (x)|p dµ (x)

1/p

, (1 ≤ p <∞) .

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol. 135, №2
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Cesàro means of negative order of the one-dimensional Vilenkin-Fourier series

Denote by C (Gm) the class of continuous functions on the group Gm , endoved with the
supremum norm.

For the sake of brevity in notation, we agree to write L∞ (Gm) instead of C (Gm) .

Let f ∈ Lp (Gm) , 1 ≤ p ≤ ∞. The expression

ω

(
1

Mn
, f

)
p

= sup
h∈In
‖f (· − h)− f (·)‖p

is called the modulus of continuity.
The problems of summability of partial sums and Cesàro means for Walsh-Fourier series were

studied in [4], [5]- [12], [13]. In his monography [14] Zhizhinashvili investigated the behavior of
Cesàro method of negative order for trigonometric Fourier series in detail. Goginava [5] studied
analogical question in case fo the Walsh system. The analogous results in the case of the
Vilenkin-Fourier series have been studied in [1]. In particular, the following was proved:

Theorem T. [1] Let f belong to Lp (Gm) for some p ∈ [1,∞] and α ∈ (0, 1) . Then for
any Mk ≤ n < Mk+1 (k, n ∈ N) the inequality

∥∥σ−αn (f)− f
∥∥
p
≤ c (p, α)

{
Mα
k ω (1/Mk−1, f)p +

k−2∑
r=0

Mr

Mk
ω (1/Mr, f)p

}
holds true.

This result allows one to obtain the condition which is sufficient for the convergence of the
means σ−αn (f, x) to f(x) in the Lp−metric.

Corollary 1. [1] Let f belong to Lp (Gm) for some p ∈ [1,∞] and let α ∈ (0, 1) . If

ω

(
f,

1

Mk−1

)
p

= o

(
1

Mα
k

)
,

then ∥∥σ−αn (f)− f
∥∥
p
→ 0 as n→∞.

In this paper, we are going to prove the sharpness of Corollary 1. In particular, the following
Theorem holds:

Theorem 1. For every α ∈ (0, 1) , there exists a function f ∈ C (Gm) for which

ω

(
f,

1

Mk−1

)
C

= O

(
1

Mα
k

)
,

and
lim sup

k→∞

∥∥∥σ−αMk
(f)− f

∥∥∥
1
> 0.

Since for a continuous function we have proved divergence in the space L1 , we can conclude
the following corollary:

Corollary 2. For every α ∈ (0, 1) , there exists a function f ∈ C (Gm) , for which

ω

(
f,

1

Mk−1

)
p

= O

(
1

Mα
k

)
,

and
lim sup

k→∞

∥∥∥σ−αMk
(f)− f

∥∥∥
p
> 0, for some p ∈ [1,∞] .
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2. Proofs of the main results

Proof of Theorem 1.
We define the function

f (x) =
∞∑
j=1

1

Mα
j

fj (x) ,

where

fj (x) = ρj (x) = exp
2πixj
mj

.

First, we prove that

ω

(
f,

1

Mn

)
C

= O

(
1

Mα
n

)
. (1)

Since
|fj (x− t)− fj (x)| = 0, j = 0, 1, ..., n− 1, t ∈ In

we get

|f (x− t)− f (x)| ≤
n−1∑
j=1

1

Mα
j

|fj (x− t)− fj (x)|

+

∞∑
j=n

2

Mα
j

≤ c

Mα
n

.

After we showed that 1 holds, next, we shall prove that σ−αMk
(f) diverges in the L1 metric .

It is clear that

∥∥∥σ−αMk
(f)− f

∥∥∥
1
≥

∣∣∣∣∣∣
∫
Gm

[
σ−αMk

(f, x)− f (x)
]
ψMk

(x) dµ (x)

∣∣∣∣∣∣ (2)

≥

∣∣∣∣∣∣
∫
Gm

σ−αMk
(f, x)ψMk

(x) dµ (x)

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣f̂ (Mk)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

A−αMk

Mk∑
i=0

A−αMk−if̂ (i)

∫
Gm

ψi (x)ψMk
(x) dµ (x)

∣∣∣∣∣∣
−
∣∣∣f̂ (Mk)

∣∣∣ =
1

A−αMk

∣∣∣f̂ (Mk)
∣∣∣− ∣∣∣f̂ (Mk)

∣∣∣ .
We have

f̂ (Mk) =

∫
Gm

f (x) ψ̄Mk
(x) dµ (x)

=
∞∑
j=1

1

Mα
j

∫
Gm

ρj (x) ψ̄Mk
(x) dµ (x) =

1

Mα
k

.

So, we can write ∥∥∥σ−αMk
(f)− f

∥∥∥
1
≥ c (α) . (3)

Theorem 1 is proved.
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Cesàro means of negative order of the one-dimensional Vilenkin-Fourier series

3. Conclusion

Theorem 1 gives the Lp norm estimation of the difference between Cesàro means of negative
order of the one-dimensional Vilenkin-Fourier Series and functions from Lp . This inequality
allows one to obtain a sufficient condition for the convergence of the Cesàro means to f(x) in
the Lp−metric, as discussed in Corollary 1. In this paper we proved the sharpness of Corollary
1. In particular, for a continuous function, we showed divergence in the space L1 , from which
follows divergence in the space Lp, with p ∈ [1,∞] .
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Т. Тепнадзе
Норвегия Арктикалық университетi, Нарвик, Норвегия

Бiр өлшемдi Виленкин-Фурье қатарының терiс реттi Чезàро орташалары

Аннотация: [1]-де бiр өлшемдi Виленкин-Фурье қатарларының терiс реттi Чезàpo орташаларының жуықтау
қасиеттерiмен байланысты кейбiр теңсiздiктер дәлелденген. Бұл теңсiздiктер Lp - метрикасында үзiлiссiздiк
модульдерi терминдерiнде Виленкин - Фурье қатарының Чезàро орташаларының жинақталуының жеткiлiктi
шартын алуға мүмкiндiк бередi. Бұл мақалада бiз осы шарттың дәл екенiн көрсетемiз, дербес жағдайда
Виленкин-Фурье қатарының Чезаро орталары Lp метрикасында жинақталмайтындай үзiлiссiздiк модулi белгiлi
бiр шарттарды қанағаттандыратын үзiлiссiз функция құрылады.

Түйiн сөздер: Теңсiздiктер, жуықтау, Виленкин жүйесi, Виленкин-Фурье қатары, Чезàpo орташаалары , норма
бойынша жинақтылық.

Т. Тепнадзе
Арктический университет Норвегии, Нарвик, Норвегия

Средние Чеза̀ро отрицательного порядка одномерного ряда Виленкина-Фурье

Аннотация: В [1] доказаны некоторые неравенства, связанные с аппроксимационными свойствами средних
Чезàрo с отрицательным порядком одномерных рядов Виленкина-Фурье. Эти неравенства позволяют получить
достаточное условие сходимости средних Чезàрo рядов Виленкина – Фурье в Lp -метрике в терминах модуля
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непрерывности. В данной статье мы докажем точность этого условия, в частности найдена непрерывная функция с
некоторыми условия на ее модуль непрерывности, для которой средние Чезаро рядов Виленкина-Фурье расходятся
в метрике Lp .

Ключевые слова: Неравенства, аппроксимация, система Виленкина, ряд Виленкина-Фурье, средние Чезàрo,
сходимость по норме.
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§ 8. «Математикалық анализ» (өңделген және толықтырылған екiншi
басылым) оқулығының Синопсис түрiндегi мазмұны.

Математикалық анализ оқулығының алғашқы басылымы 3 томға бөлiнiп 1120 бет құраса
[1-3], екiншi басылымының жалпы көлемi 1900 беттен асып жығылады [4]. Бұл оқулық үш
авторлық оқулықтан тұратын А бағдарламасы атты "Теориялық математка және ғылыми
есептеулер институтының (ТМжҒЕИ) жеткiлiктi бiлiмдi математикалық ортасыз-ақ
"математиканы түсiну" аясындағы жоғары бiлiктi мамандарды дайындауды қамтамасыз
ететiн Қазақстан студенттерi мен жас оқытушыларына арналған тiкелей қолданудағы
оқулықтар кешенi"-нiң алғашқысы. Мұндағы мақсат үзiлiссiз математиканың алғашқы
ұғымдары негiзiнде тереңiнен түсiндiру.

Бiрiншiден, әдетте әртүрлi себептермен айтылмаған жайттарды ғылыми орта
толтыратын болады деп қабылданса, мұнда бұл қағида орындалмайды деп есептеледi.

Екiншiден, байқауымша, тiптi математиканың мектеп оқулығының бастауыш
сыныптарынан бастап авторлардың өздерi талай күшпен игерген математиканың
алғашқы ұстамдарын бiлiп пе, бiлмей ме, әйтеуiр түсiндiрмей қолдана бередi де, сонымен
оқулық мәтiнiн түсiнуге көптеген кедергi тудырады.

Оқулық 21 тарауға 156 параграфқа 887 пунктке бөлiнген. Әдетте, қазiрге дейiнгi
оқулықтарда пункт пен параграф атаулары өте қысқа, жинақы, бiрақ көбiне тиiстi
мәлiметсiз. Бұл оқулықтың ерекшелiгi пунктер мен параграфтардың мазмұны, әдiстемесi
мен өзiндiк ерекшелiктерi жинақы ашылып, синопсис атты түрде берiлген. Мұндағы ой
оқулықты игеру үстiнде пункттiң синопсис аталуынан-ақ тақырып не туралы, қандай
әдiстемемен ашылған, ненi бiлу және ойда сақтау керектiгi туралы бастапқы мәлiмет
беру. Сонан соң, пунктегi тексте синопсис мәлiметi кеңiнен баяндалады. Осындай пункт-
пунктпен өрнектелген мәлiмет түсiнуге көп жеңiлдiк әкеледi деген ойдамыз.

Математикалық анализ пәнi негiзгi ұғымдарға, оларды дәл анықтамалар түрiнде
енгiзуге, ұғымдар тiлiнде әртүрлi өзектi мәселелердi қоюға, сол қойылған мәселелердiң
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жауап-шешiмдерiн теорема түрiнде беруге, математика затын құрайтын дәлелдемелер,
дәлелдеу мәдениетiне үйрету туралы математика әлемiне кiрiспе болып табылады.
Әрине кiмге болса да ойында 1900 бетiк бiр-бiрiмен логикалық байланыс пен дамуда
ұйқастырылған бiртұтыс мәтiндi ойда сақтау қиын да, тiптi қажет те емес.

Математикалық анализ пәнiнiң негiзгi мақсаты - математикалық жетiлу мен керегiнде
ой түбiнен шығатын, негiзгi ұғымдар мен сол ұғымдар арасындағы байланыстар туралы
қалдық бiлiм атты жеткiлiктi бiлiмнiң болуы.

Мына синопсис түрiндегi математикалық анализ мазмұнының өрнектелуiн сол дәл
қалдық бiлiмнiң жүйелi тiзбесi деп түсiнуге болады.

Бiз бiлуiмiзше, бұрын-соңды математикалық әдебиетте кездеспеген, параграф пен
пункт аттары синопсис түрiнде осы оқулықта алғаш рет берiлген. Негiзгi анықтамалар
мазмұнымен қойылған мәселелер бiр жағынан қысқа, екiншi жағынан мәлiметтi түрде
баяндалған.

Қорытындылап айтқанда, математикалық анализ оқулығы мазмұнының осы уақытқа
дейiн әдебиетте кездеспеген синопсис түрiндегi бұл берiлуi мектеп оқушылары мен
мұғалiмдерiне, жоғарғы оқу орындарының ұстаздарына, студенттерге, жас оқытушыларға,
ғылыми жұмыстарында математика құралдарын пайдаланушы кең қауымға пайдалы
болады деген үмiттемiз.

БIРIНШI ТОМ
I ТАРАУ. МАТЕМАТИКАНЫҢ ЛОГИКАЛЫҚ ҚҰРЫЛЫСЫ МЕН

ТЕРМИНДЕР СӨЗДIГI. САНДАРДЫҢ ГЕОМЕТРИЯЛЫҚ-АЛГЕБРАЛЫҚ
ЖӘНЕ САЛДАРЫМЕН БIРГЕ АКСИОМАЛЫҚ ҚҰРЫЛЫМЫ
НЕГIЗIНДЕГI МАТЕМАТИКАЛЫҚ ДӘЛЕЛДЕУ МӘДЕНИЕТI

§1. Математика құрылымының жалпы түсiнiктерi және оны суреттейтiн
өзiндiк тiлiнiң жан-жақты талқылаулары

1. Өзара бөлек заттарды (нәрселердi) бiрiктiрiп, бүтiн бiр заттай (нәрседей)
қарастырғандағы жаңа зат (нәрсе) жиын, ал оның құрамындағы заттардың (нәрселердiң)
әрқайсысы сол жиынның элементi және солардың iшiнде сандық жиын атты элементтерi
тек қана нақты сандар болатын математикалық анализ пәнiндегi ерекше жиын

2. Жиын анықталмайтын алғашқы ұғым ретiнде – математиканың ғылым ретiндегi
ұғымдық аппаратында жетекшi идеялар тек алдыңғыларына сүйенетiн анықтамалар
түрiнде қабылданады, әрине, осы тiзбеде жиын деп аталатын ең алғашқысының бар болуы

3. Математикалық таңбалар мен шартты белгiлер – таңбалау жалпы өнер, не белгiлеу
өнерi ғажайып құрал десе де болады, өйткенi ол елес қызметiн өзiне алады да ой
жұмысын үдетедi. Белгiлеулер жаңалықтар ашу үшiн ыңғайлы болуы керек. Бұл көбiнесе
белгiлеулер тереңде жатқан дүние құпияларын қысқа түрде бейнелегенде болады. Сонда
ой-iзденiс қызметi таңғаларлық түрде қысқарады (Готфрид Лейбниц)

4. Символдық белгiлеулер (символдар) және солар арқылы математикалық
сөйлемдердiң жазылуы – математикада ғасырлар бойы дами отырып қалыптасқан, символ
деп аталатын арнайы құрылыстағы шартты белгiлеулер арқылы тiлдегi сөздерден сөйлем
құрағандай толық математикалық сөйлемдердiң символдық жазылулары

5. Квантор деп жиi кездесетiн сөз бен сөйлемшелердiң (сөз тiркестерiнiң) символдармен
белгiлеулерi аталады – үлгi ретiнде қарама-қарсы мағынадағы кез келген мен табылады
сөздерi сәйкес ∀ (ағылшын тiлiндегi All сөзiнiң бiрiншi әрпiнiң төңкерiлiп жазылуы) және
∃ (ағылшын тiлiндегi Exist сөзiнiң бiрiншi әрпiнiң керi бағытта жазылуы) кванторларымен
белгiленуi

6. Индекстермен жабдықталған әрiптердi пайдалану қажеттiлiгi – математикада
белгiлеулердi қажет ететiн объектiлер саны шексiз көп, ал белгiлеудiң негiзгi құралы
болатын латын және грек, сиректеу готикалық алфавиттердегi әрiптердiң жалпы саны
жүзден аспауында
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7. Математикалық мағынада қолданылатын кей сөздердiң түпнұсқасы – белгi,
қасиет, ұғым не түсiнiк, өрнек, формула, тұжырым, шама тәрiздi сөздердiң лексикалық
мағынасынан ерекшелендiретiн математикалық кәсiби түсiндiрмесi

8. «Анықтама» және оның математикадағы өзiндiк ерекше орны – сөз деген
белгi, ал ол ненi белгiлеп тұрғаны түсiндiрме сөздiкте берiлгенiндей математикадағы
негiзгi қасиеттердiң қабылданатын, бiрақ ешқашан да дәлелденбейтiн анықтама арқылы
ерекшеленуi, аталуы, белгiленуi

9. Анықтаманың символдық жазылуы – сөзбен айтылған анықтаманы математикада
дәл түсiну мен барлық мазмұнын аша және қажеттi белгiлеулердi енгiзе отырып, нәтижелi
қолдануды қамтамасыз ететiн бiрмәндi түрде жазылуы

10. Теңдiк таңбасының әртүрлi мағыналары – тепе-теңдiк, орындалатын не
орындалмайтын тұжырым ретiнде, теңдеудi анықтайтын шартты теңдiк, анықтама
ретiнде, жаңа символды енгiзу қызметiнде

11. Теорема және оған керi теорема – шарт деп аталатын қасиеттен қорытынды деп
аталатын қасиет шығатын құрылымдағы, қойылған сұраққа жауап беретiн тұжырым және
де ондағы шарт пен қорытындының орнын ауыстырғанда орындалатын теорема

12. «Үшiншi мүмкiншiлiк ешқашан да қарастырылмайды» заңы мен соның негiзiндегi
«керi жору» атты дәлелдеу әдiсi – әрқашанда тұжырымы мен Ā арқылы белгiленетiн
оған қарама-қарсы тұжырымның бiреуi және солардың тек қана бiреуi орындалауы деп
қабылданған логикалық қағида және оның негiзiнде дәлелдеу керек қорытындыға қарама-
қарсы тұжырым орындалады деп ұйғарудан теорема шартына немесе бұрын дәлелденген
тұжырымға қайшы келу арқылы дәлелдеу әдiстемесi

13. A ⇒ B ⇔ B̄ ⇒ Ā теоремасы – шарт деп аталатын қасиеттен
қорытынды деп аталатын қасиеттiң шығуы мен қорытындының орындалмауынан шарттың
орындалмауының шығуының пара-парлығы

14. Әр теореманың «Қажеттi» және «Жеткiлiктi» сөздерiнiң әрқайсысы арқылы
оқылуы - A ⇒ B теоремасының «B орындалуы үшiн A тұжырымының орындалуының
жеткiлiктiлiгi» мен «A тұжырымының орындалуы үшiн B тұжырымының орындалуының
қажеттiлiгi» түрiндегi өзара пара-пар екi оқылуы және де оқылудағы «жеткiлiктi» деген
сөздiң әдеттегi мағынасына сәйкес болып, талқылауды қажет етпеуi мен «қажеттi» деген
сөздiң A⇒ B ⇔ B ⇒ A теоремасының тiкелей салдары болуы

15. «Критерий» атты теорема – тура және керi теоремалардың бiр уақытта орындалуы
және де оның құндылығының шарттарының бiрiнен-бiрi алыс болуымен теорема тақырыбы
болатын анықтаманың басқаша оқылуы болатын техникалық түрден ары қарай өсе беруi

16. Математикалық сөйлемнiң жазылу түрлерi – тек қана тiлдiк сөзбен, тек қана
символдық түрде және сол екеуiнiң аралас түрiнде жазылуы

17. Қарама-қарсы (керi) тұжырымдау ережесi – тұжырымды символдық түрде жазып,
шарттағы сөйлемшелердi өзгертпей, бiрақ ∀ және ∃ кванторларын өзара ауыстырып,
қорытынды тұжырымды оған қарама-қарсы тұжырымға ауыстыру

18. Керi анықтама – қарама-қарсы тұжырым құру ережесi арқылы алынады да,
жалпы қолданыста тiкелей анықтамамен қатар жүрiп, математиканың негiзгi түйiндерi
жүйеленген анықтаманың өзiн толық және терең түсiнудi қамтамасыз етедi

19. Анықтаманың «атынан затына» және «затынан атына» бағыттарда қолданылуы
– математикада орындалды деп қабылданған ұғымның аты аталғанда затындағы
қасиеттерiнiң қолданысқа түсуi мен керiсiнше, атын дәлелдеу керек болған жағдайда
затының әрбiр қадамының орындалуын қамтамасыз етiп, мазмұнынан атына көшу

20. Математикалық бiлiм алу кезеңiнде саналы түсiнуге жол салатын формалды
және интуитивтi екi құраушы – анықтама керi анықтамамен бiрге, теорема қатаң түрде
оқулықты толық оқу арқылы формалды игерiледi де, артынша сезiм деңгейiнде түпсанаға
ұялайды

21. Математикалық ұғымдар мен терминдердiң атауында ұлт тiлiнiң жалпы мағыналы
сөздердi қолданудың оң және терiс жақтары, оқулықтарда кездесетiн «тiрi» тiлден алынған
терминдердiң әртүрлi тiлдiк ықпалдары – «үзiлiссiздiк» ұғымы бiрмәндi математикадағы
мағынаны берсе, «тiзбек» сөзi математикадағы ұғымның кескiнiн бiр қарағанда дұрыс
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бергендей болғанымен, бiрiнен кейiн бiрi тiзбектейдi мағынасында дұрыс функция
ұғымынан ауытқып кетедi, ал ендi «ақырсыз аз шама», «мейiлiнше кiшкене оң ε саны»,
«ақырсыз қосынды», «айқындалмаған функция» сияқты сөз тiркестерi мүлдем басқа
мағынаға бұрады

4. Жиын элементтерiнiң нүкте деп те аталу себептерi
§2. Жиын берiлулерi мен белгiлеулерi және де оларға қолданылатын амалдар
1. Жиын құру әдiстемелерi – қайсiбiр қасиет не қасиеттердi қанағаттандыратын барлық

нәрселердi (заттарды) бөлiп алу мен берiлген жиындарға амалдар қолдану арқылы
2. Жиын берiлген қасиеттi элементтердiң жинағы ретiнде және сол пайда болған

жиынның, оны құрайтын элементтер мен элементтердi анықтайтын қасиеттердiң
символдық белгiлеулерi

3. Жиындарға қолданылатын амалдар – жиындардың бiрiгуi, қиылысуы, айырымы
амалдарын сәйкес логиканың «кемiнде бiрiнде – не», «әрқайсысында – және», «бiрiншiсiнде
жатып, екiншiсiнде жатпаса» тәртiптерi арқылы анықталуы
§3. Функция анықтамасы мен оның талқылаулары
1. Функцияның жалпы анықтамасы – анықталу және мәндер қабылданатын жиын деп

аталатын берiлген екi жиын арасындағы сәйкестiк, тәуелдiлiк, анықталу жиынының әр
элементiне қолданылатын ереже, тәртiп, заң, амал, алгоритм ретiнде

2. Функция анықтамасындағы үш элементтiң бiрi – функция аргументi немесе тәуелсiз
айнымалысы деп аталатын анықталу жиынының кез келген элементiн бейнелейтiн символ

3. Функция анықтамасындағы үш элементтiң келесiсi – аргумент не тәуелсiз айнымалыға
қолданылатын ереже, тәртiп, заң, амал, алгоритм және оның белгiлеулерi, нәтижесiнде
анықталу және мәндер қабылданатын жиындарының арасында орнатылған тәуелдiлiк,
сәйкестiк

4. Функция анықтамасындағы үш элементтiң соңғысы – функцияның мәнi деп аталатын
аргументтiң әрбiр мәнiне ереже қолдану нәтижесiнде мәндер қабылданатын жиыннан
сәйкес қойылатын 0 де емес, 2 де емес, т.с.с. басқа да емес тек 1 ғана – жалғыз(!) мән

5. Функциялар теңдiгi – анықталу жиындары ортақ екi функцияның аргументтiң әрбiр
мәнiнде сәйкес осы екi функциялар мәндерiнiң өзара тең болуы, яғни теңдiк таңбасының
бiр қолданысы болатын тепе-теңдiктi сақтауы

6. Табиғаты кез келген ортақ анықталу жиынды, мәндерi қабылданатын жиын сандық
жиын болатын нақты мәндi функцияларға арифметикалық амалдар қолдану арқылы жаңа
функцияларды анықтау – анықталу жиынының әр нүктесiнде сол нүктедегi функция
мәндерiне аталмыш арифметикалық амалдар орындалады да, оның нәтижесi мақсатты
функцияның мәнi ретiнде қабылданады

7. Iшкi және сыртқы деп аталатын, екiншiсi бiрiншiсiнiң мәндер жиынын қамтитын
жиында берiлген екi функция арқылы анықталатын күрделi функция не сол функциялар
суперпозициясы – сыртқы функцияның аргументiн iшкi функцияға ауысту, нәтижесiнде
iшкi функцияның анықталу жиынының әр нүктесiнде бiрiнен кейiн бiрiн, әуелi iшкi, сонан
соң ол функцияның мәнiне сыртқы ереженi қолдану

8. Функция анықтамасындағы алгоритм түрiнде берiлетiн ереже – айнымалыларға
қолданылатын ереженi бiрiнен соң бiрi кезекпен орындалатын амалдар тiзбесiне жiктеу

9. Тағы да формула туралы және функцияның формула арқылы берiлуi – формуланың
ереже ретiнде оқылуы, ол орындалатын барлық нүктелер функцияның анықталу жиынын
құрауы

10. Негiзгi элементар және элементар функциялар – негiзгi эдементар деп аталатын
дәрежелiк, көрсеткiштiк, логарифмдiк, тригонометриялық және керi тригонометриялық 5
түрлi функцияларға төрт арифметикалық амал мен күрделi функция құрудан тұратын
5 түрлi амалдарды ақырлы рет қолдану қорытындысындағы элементар деп аталатын
функция

11. Функцияның берiлген жиынынан оның жиыншасына тарылуы – жиынның әр
элементiне қолданылған ереженiң қолдану өрiсiн оның жиыншасына тарылтып, берiлген
жиында анықталған функцияның тарылуы болатын жиыншадағы жаңа функцияның
анықталуы
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12. Тiзбек деген функцияның жалпы анықтамасының анықталу жиыны барлық оң бүтiн
сандар болғандандағы әр оң бүтiн санға бiр объектiнi сәйкес қоятын дербес жағдайы –
объекттер айтылым болғанда айтылымдар тiзбегi, сан болғанда сандық тiзбек, сегмент
болғанда сегменттер тiзбегi және де объект анықталу жиындары бiрдей функциялар
жиынынан алынғанда функциялар тiзбегi

13. Функциянның анықталу жиынының бейнесi мен мәндер қабылданатын жиынының
жиыншасының алғашқы бейнесi – сәйкес функцияның барлық мәндерiнiң жиыны мен
мәндерi мәндер қабылданатын жиынның алдын ала алынған жиыншасында жататын
аргумент мәндерiнен құрылған жиын

14. Функциялардың түрлерi: сюрьективтi – функция анықтамасындағы мәндер
қабылданатын жиынның әрбiр элементi функция мәнi болуы, яғни анықтамадағы мәндер
қабылданатын жиынның функция бейнесiмен беттесуi; иньективтi – аргументтiң әртүрлi
мәндерiне функцияның әртүрлi мәндерiнiң сәйкес келуi немесе функция анықтамасындағы
мәндер қабылданатын жиынның кез келген бiр элементтi жиыншасының алғашқы
бейнесiнiң бiр элементтi жиын не бос жиын болуы; биективтi –аргументтiң әртүрлi
мәнiне функцияның әртүрлi мәндерi сәйкес келумен қатар функция анықтамасындағы
мәндер қабылданатын жиынның әрбiр элементi функция мәнi болуы, яғни функцияның
сюрьективтi әрi иньективтi болуы

15. Берiлген (тура) функцияға керi функция тура функцияның мәнiн тәуелсiз айнымалы
етiп, аргументiн оған сәйкес келетiн мән етiп орын ауыстыратын сәйкестiк – тура
функцияның мәндерiнен құрылған жиында анықталған және оның әр нүктесiне тура
функция үшiн осы нүкте жалғыз ғана нүктеде мән болғанда аргументтiң сол мәнiн сәйкес
қоятын ереже, бұл тек қана инъективтi функция үшiн ғана орындалады

16. Функцияның екi жиын арасында өзара бiрмәндi сәйкестiктi орнатуы – биективтi
функцияның өзiнiң анықтамасындағы анықталу жиыны мен барлық мәндер жиыны
арасында орын алатын сәйкестiк

17. Екi жиынның эквиваленттiлiгi теоретика-жиындық қасиет ретiнде – екi жиынның
қандай да бiр биетивтiк қатынаста болуы

18. Екi жиын эквиваленттiлiгiнiң қолданысы: ақырлы жиындар және ақырсыз жиындар
– сәйкес жиынмен эквиваленттi болатын алғашқы n оң бүтiн саннан тұратын жиынның
табылуы және ондай жиынның табылмауы, яғни қандай n оң бүтiн сан алсақ та өзара
бөлек n+ 1 элементтiң табылуы

19. Екi жиын эквиваленттiлiгiнiң тағы бiр қолданысы: саналымды жиындар – жиынның
барлық оң бүтiн сандар жиынына эквиваленттiлiгi, яғни қайсыбiр иньективтi тiзбектiң
барлық мәндер жиыны ретiнде бейнеленуi

20. Теңдеу атты берiлген сандық функция мен берiлген сан арасындағы шартты теңдiк
– теңдеудi шешу (зерттеу) есебi берiлген сан берiлген функцияның теңдеу шешiмi деп
аталатын осы мәнге тең аргумент барлық мәнiн табудан не функцияның анықталу жиының
барлық нүктесiнде функцияның мәнi осы саннан өзге болып, теңдеу шешiмсiз болуын
көрсетуден тұруы

21. Формула терминi – сөздердi қолданбай шартты белгiлер мен әрiптер арқылы ғана
математикалық мағынадағы (жалпы жағдайда – ғылыми) сөйлемдердi қысқартып жазу
түрi
§4. Ақырлы сан деп те аталатын нақты сандардан құрылған сандық жиындар

мен оның екi ақырсыз санмен толықтырылуы
1. Кеңейтiлген нақты сандар жиыны атты +∞ және −∞ символдарынмен

толықтырылған нақты сандар жиыны – нақты-ақырлы сандар жиынына меншiксiз сандар
деп те аталатын +∞ және −∞ символдарымен белгiленген ақырсыз сандарды енгiзу
және математиканың iшкi құрылымы бойынша осы үш түрлi сандардың арифметикалық
арақатынастары анықталу мiндетiнде ∞∞ ,∞ − ∞, 0 · ∞ сияқты арифметикалық амалдар
енбейтiн «шағын» арифметикасын құру

2. Сандық жиын мен оның жоғарғы және төменгi шенi атты нақты сандар – сәйкесiнше,
берiлген сандық жиынның әрбiр элементi одан аспайтын және кем емес болатын нақты
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сандар, осы орайда +∞ кез келген сандық жиынның жоғарғы шенi және−∞ кез келген
сандық жиынның төменгi шенi болуы

3. Жоғарыдан шенелген, төменнен шенелген және шенелген сандық жиын – сандық
жиынның сәйкесiнше нақты мәнде жоғарғы, төменгi шендерiнiң және екеуiнiң де бар болуы

4. Сандық жиынның ең үлкен және ең кiшi элементтерi – сәйкесiнше сандық жиынның
өзiнде жататын жоғарғы, төменгi шендерiнiң, яғни берiлген сандық жиынның өзiнде
жататын және оның әрбiр элементiнен аспайтын және кем емес болатын нақты сандардың
бар болуы

5. Аралық атты ерекше сандық жиындар – тоғыз түрлi екi жақты теңсiздiктермен
берiлген шенелген, бiржақты шенелген не екi жақты шенелмеген болғанда сандық
жиынның өзiн беретiн, сегмент, интервал, жартылай сегмент, жартылай интервал деп
аталатын сандық жиындар, соның iшiнде алдын ала берiлген аралықтың шекаралары
деп екi санның кiшiсiнен артық және үлкенiнен кiшi барлық нақты сандардан тұратын
интервал мен кiшiсiнен кем емес және үлкенiнен аспайтын барлық нақты сандардан
тұратын сегмент
§5. Нақты сандар жиынының геометриялық бастаулары мен алгебралық

сипаттамалары
1. Күнделiктi қолданыстағы және онсыз өркениет болмайтын ұзындықты өлшеу мәселесi

мен оның тек қана нақты сандар арқылы шешiлуi – өлшеушiнiң өз еркiнде тағайындарған
ұзындығы бiр санына тең бiрлiк кесiндi деп аталатын эталондық кесiндiмен кез келген
кесiндiнiң ұзындығын өлшеу процедурасында оның өлшеуiшi атты нақты сандардың
туындауы

2. Цифр атты таңбалар сандық әлемнiң бастапқы әрi негiзгi жазу белгiсi ретiнде және
олар арқылы сандар жазылуының позициялық жүйесi – сөздердi жазу үшiн әлiпбидегi
әрiптер қолданылатынындай сандарды жазу үшiн де цифр деп аталатын арнаулы
таңбалардан тұратын жинақтың қолданылуы және сан жазылуындағы цифрлардың
атқаратын мiндетiнiң оның мәнiмен қоса, әрiптерден айырмашылығы өзiнiң орнымен
(позициясымен) анықталуы

3. Алғашқы геометриялық келiсiмдер – бiрлiк кесiндi, жалпы жағдайдағы кесiндi, сәуле,
кесiндiнiң iшкi кесiндiлерге жiктелуi, циркуль мен сызғыштың көмегiмен бiрлiк кесiндiнiң
алдын ала берiлген тең бөлектерге бөлiну, кесiндiлердi шекаралық нүктелерiнiң орналасуы
бойынша сәуле бойында ұзын, қысқа, тең деңгейiнде салыстыру, бiрлiк кесiндi не оның тең
бөлiнген бөлшегiнiң бiрi екiншi кесiндiге дәл бүтiн рет орналасуы немесе орналаспауы, екi
кесiндiнiң ұзын, қысқа, тең мағынасында салыстырулары

4. Ұзындықты өлшеу есебi оң бүтiн және оң жай бөлшек сандар көзi ретiнде – сәйкес
берiлген кесiндiге алдын ала келiсiлiп алынған бiрлiк кесiндiнiң және оның тең бөлiнген
бөлшегiнiң дәл оң бүтiн рет орналасуы

5. Жай бөлшектiң m
n жазылуындағы Ахмет Байтұрсынов енгiзген n -«бөлiмi» және m -

«алымы» атты сөйлеп тұрған атаулар – бiрлiк кесiндi ретiнде қабылданған кесiндiнi бөлiмi
деген атына сай дәл n санына тең бөлiкке теңдей бөлiп, алымы деген атау өзi айтып
тұрғандай ұзындығы 1

n деп белгiленген кесiндiлердiң m -iн алу
6. Кесiндi ұзындығын өлшеу кезiнде пайда болған жай бөлшектердiң рационал сандар

атты жаңа жиын құруы және сол жиын элементтерi арасындағы салыстыру қатынастарын
сондай ұзындықты кесiндiлер арқылы негiздеу – алдын ала берiлген екi жай бөлшектi
салыстыру мақсатында ұзындықтары соларға тең кесiндiлердiң бiр шеткi нүктелерiн бiр
сәуле басымен беттестiре салғанда келесi ұштарының бiрiншiсi екiншiсiнiң оң жағында, сол
жағында және беттесiп орналасуына сәйкес бiрiншi бөлшектiң екiншiсiне қарағанда үлкен,
кiшi және тең болуы

7. «Бөлшектiң негiзгi қасиетi» атты m
n = m·k

n·k теңдiгiнiң және m,n сандарының екеуi де
k санына бүтiн бөлiнгенде «бөлшектердi қысқарту» деп аталатын m

n = m
k : n

k теңдiгiнiң
геометриялық түсiндiрмесi – кез келген кесiндiнi тең k бөлiкке бөлiп, сондай бөлiктерден
k рет алғанда бастапқы кесiндiге келемiз де, осы жолмен ұзындығы 1

n кесiндiсiн тең k

бөлiкке бөлгенде 1
n·k ұзындықты кесiндiлер шығады да, оларды k рет жинап алғанда

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol. 135, №2

17



«Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң Теориялық математика және ...

қайтадан 1
n ұзындықты кесiндi, ал ондай кесiндiлерден m рет алынған 1

n·k -ұзындықты
кесiндiлердiң mk рет болып, m

n кесiндiсiнiң дәл өзiн беруi және ұзындығы 1
n -ге тең

кесiндiден k рет алу мағынасындағы 1
n·k -ұзындықты кесiндiнi тең k бөлiкке бөлгенде

шыққан 1
n
k
k = 1

n ұзындықты кесiндiден m
k k = m рет алғанда m

n ұзындығына келу
8. Бөлiмдерi әртүрлi екi жай бөлшектi ортақ бiрлiк кесiндi бойынша салынған сәйкес

кесiндiлер арқылы салыстырудың геометриялық мағынасы мен аналитикалық өрнектелуi –
әртүрлi тең бөлiкке бөлiнген бiрлiк кесiндi бөлiгiнен сол кесiндiнiң әртүрлi санын алғанда
қайсысының мәнi үлкен, қайсысынiкi кiшi, не өзара тең екендiгiн анықтау мүмкiн емес
күрделi мәселенi математиканың «құдiретiмен» бiрлiк кесiндiнi салыстырылып жатқан
кесiндiлердiң бөлiмдерiнiң көбейтiндiсi болатын n · p бiрдей бөлiкке бөлгенде «Бөлшектiң
негiзгi қасиетi» бойынша m

n -ұзындықты кесiндiде 1
n·p -ұзындықты кесiндiден m ·p кесiндi,

ал p
q -ұзындықты кесiндiде q · n кесiндi алынады да, кесiндiлердiң қайсысында 1

n·p -
ұзындықты кесiндi көп болса, сол ұзын, бiрдей болғанда тең болуы және оның бөлшектi
берiп тұрған 4 сан арқылы өрнектелуi

9. Бөлiмдерi өзара тең жай бөлшектердi қосу m1
n +m2

n = m1+m2
n ережесiнiң геометриялық

мағынасы мен «алым-бөлiм» атауларындағы оқылуы – тең n бөлiкке бөлiнген бiрлiк
кесiндiнiң бөлiгiнен алдымен m1 , сонан соң m2 кесiндi алып, қосқанда дәл сондай m1+m2

кесiндi шығуы
10. Бөлiмдерi өзара тең емес екi жай бөлшектi қосу ережесiнiң «Бөлшектiң негiзгi

қасиетi» мен бөлiмдерi бiрдей бөлшектердi қосу ережесiнiң тiкелей салдары болатын
m
n + p

q = m·q
n·q + p·n

n·q = m·q+p·n
n·q жолымен аналитикалық дәлелдеуi – бөлiмдерi әртүрлi

жай бөлшектерге сәйкес келетiн кесiндiлер салып, оларды бiр бiрiне жалғау арқылы
қосындысы болатын кесiндi табу қиын емес болғанымен сол кесiндiнiң ұзындығын осы жай
бөлшектердi анықтайтын 4 сан арқылы өрнектеп жазу күрделi мәселесi математиканың
«құдiретiмен» m

n -ұзындықты кесiндiдегi әрбiр 1
n ұзындықты бөлiктi тағы q бөлiкке

бөлiп, 1
n·q -ұзындықты кесiндiден m · q кесiндi, ал p

q -ұзындықты кесiндiнiң 1
q -ұзындықты

әр бөлiгiн тең n бөлiкке бөлiп, одан 1
q·n -ұзындықты кесiндiден p · n кесiндi алынған

соң, ұзындықтары бiрдей ортақ бөлiм атты 1
n·p және 1

q·n кесiндiлердi бiрiншiсiнен
m · q , екiншiсiнен p · n кесiндiден алып, қосқанда m · q + p · n кесiндiнiң шығуы,
әдетте, бұл амалды орындауда бөлiмiндегi мәндi азайтып, кесiндi бөлiгiн барынша iрiлету
мақсатында ұсынылған ең кiшi ортақ еселiгiн алу геометриялық тұрғыдан кейде тиiмдi
болса да, аналитикалық тұрғыдан есептеу математикасында күрделi, тiптi криптографияда
қолданылатын екi бөлiмiнiң әрқайсысын жай немесе құрама сан тұрғысынан тексеру,
құрама болғанда жай көбейткiштерге жiктеу бөлшектердi қосу амалын «қажетсiз»
қиындатқандықтан, бөлiмдi тiкелей nq деп алумен мақсатты ұзындық өрнегiн 4 санмен
өрнектеу және қалай болса да шешiлген, бар маңыздылығы осы шешiм табылғанында
болатын есеп нәтижесiн қажеттiне қарай «Бөлшектiң негiзгi қасиетiнiң» салдары бойынша
ықшамдау мүмкiндiгi

11. Жай бөлшектердiң айырымын есептеу m
n −

p
q = m·q−p·n

n·q (m · q > p · n) ережесiнiң
геометриялық мағынасы – m

n ұзындықты кесiндiнiң m ·q > p ·n теңсiздiгiмен өрнектелетiн
p
q ұзындықты кесiндiсiнен ұзындығындағы қаншаға ұзын және сол кесiндiсiнiң ұзындығын
жай бөлшектердi анықтайтын 4 сан арқылы қалай жазу керек деген сұрақтың жауабын m

n -
ұзындықты кесiндiдегi әрбiр 1

n -ұзындықты бөлiктi тағы q бөлiкке бөлiп, 1
n·q -ұзындықты

кесiндiден m·q кесiндi, ал p
q -ұзындықты кесiндiнiң 1

q -ұзындықты әр бөлiгiн тең n бөлiкке
бөлiп, одан 1

n·q -ұзындықты кесiндiден p · n кесiндi алынған соң, айырымын тапқанда m ·
q − p · n кесiндiнiң шығуы

12. Екi оң бүтiн санды көбейту амалы көбейткiштердiң бiрiн екiншiсiне тең қосылғыш
рет қосу арқылы түсiнiктi анықтамамен берiлсе, екi жай бөлшектiң көбейтiндiсi жай
бөлшек болады да, оның алымы мен бөлiмi көбейткiш бөлшектердiң сәйкес алымдарының
және бөлiмдерiнiң көбейтiндiсiне тең m

n ·
p
q = m·p

n·q (n · q 6= 0) түрiндегi, әдетте, оқыту
барысында, аксиома деңгейiнде қабылданатын ережесiнiң геометриялық түсiндiрмесi – жай
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Н. Темiрғалиев

бөлшектердi көбейту ережесiн қабырғалары a және b оң сандары болатын тiктөртбұрыш
атты геометриялық фигураның ауданы a · b көбейтiндiсiне теңдiгiне негiздеп, алдымен
m = p = 1 дербес жағдайы үшiн бiрлiк квадрат деп аталатын қабырғасы бiрге тең
квадраттың әр қабырғасын сәйкес тең n және q бөлiктерге бөлгенде пайда болған кiшi
тiктөртбұрыштардың ауданы бiрiншiден 1

n және 1
q ұзындықты қабырғаларының 1

n ·
1
q

көбейтiндiсiне, екiншi жағынан ауданы a∆b = 1∆1 = 1 санына тең квадратты тең nq
бөлiкке бөлгенде пайда болған тiктөртбұрыштың ауданы 1

n·q болғандықтан 1
n ·

1
q = 1

n·q
теңдiгi орындалады, дәл осылай қабырғаларының ұзындықтары a = m

n және b = p
q

болатын тiктөртбұрыш ауданы 1
n·q болатын m ·p тiктөртбұрышқа жiктелгендiктен a∆b =

m
n ·

p
q санына тең аудан m·p

n·q санына тең болып, ереже мазмұнын беруi
13. m

n : p
q = m·q

n·p (n · p · q 6= 0) түрiндегi жай бөлшектердi бөлу ережесi – B · C =

A болатындай жалғыз ғана C санын табудан тұратын нақты сандарды бөлу амалының
анықтамасы мен геометриялық тұрғыдан негiзделген жай бөлшектердi көбейту амалының
тiкелей салдары ретiнде

14. Ерекше 0 (нөл) мен 1 (бiр) сандары сәйкес қосу және көбейту амалдарының нейтрал
элементтерi ретiнде – қосу амалына қатысты кез келген санды «орнында қалдыратын»
және геометриялық тұрғыдан бастапқы және соңғы нүктелерi беттесетiн кесiндiнiң
ұзындығын бергендiктен, қосу амалына сәйкес кесiндiлердi бiрiне-бiрiн жалғағанда кез
келген кесiндi ұзындығы өзгерiссiз қалатын нөл атты сан мен кез келген санды көбейткенде
бүтiн санға көбейту амалы негiзiнде «орнында қалдыратын» көбейту амалына қатысты бiр
атты нейтрал элемент

15. Сандар жиынын «жаңа» сандар қосу арқылы кеңейтудiң алгебралық мұқтаждығы –
күрделi мәселелердi шешуге негiзделген математиканың сан түрiндегi құралы тiптi қосуға,
көбейтуге қатысты сызықты, квадраттық қарапайым теңдеулердi шешуге жарамсыз
болғандықтан белгiлi сандар арасына «жаңа» сандар енгiзу

16. Терiс мәндi жай бөлшек m
n + x = 0 теңдеуiнiң шешiмi ретiнде – геометриялық

тұрғыдан ұзындығы алдын ала берiлген m
n оң мәндi жай бөлшек болатын кесiндiсiн

ұзындығы x оң мәндi жай бөлшек болатын кесiндiсiмен қалай жалғасақ та ұзындығы
0 саны болатын кесiндi ешқашанда ала алмағандықтан, оң мәндi жай бөлшектен өзге
«жаңа» , « m

n санына қарама-қарсы сан» деп аталып, m
n санынан қандай да бiр

таңбамен ажыратылатын, атап айтқанда алдына «-» таңбасын салу арқылы −m
n түрiнде

жазылатын, «минус m
n » деп оқылатын терiс мәндi рационал санның енгiзiлуi, сонымен

m/n+x=0 теңдеуiнiң шешiмiнiң табылуы, қорытындысында m
n + (−m

n ) = 0 теңдiгiнiң
дұрыстығы

17. Барлық бүтiн сандар жиыны Z және барлық рационал сандар жиыны Q – бiрлiк
кесiндiнi бiртiндеп жалғастырып отырғанда қосу амалы арқылы анықталатын Z+ барлық
мүмкiн оң бүтiн сандар жиыны, оның ұштары беттескенде нүктеге айналатын кесiндi
ұзындығын беретiн ерекше +0 = −0 = 0 санымен және барлық оң сандарға қарама-
қарсы сандармен толықтыруы болатын Z барлық бүтiн сандар жиыны; бiрлiк кесiндiнi
дәл n бөлiкке бөлiп, оның бүтiн санының ұзындығын өрнектейтiн жай бөлшек және әртүрлi
жазылудағы өзара тең жай бөлшектер жиынының мәнi сол жай бөлшектердiң кез келгенiне
тең рационал сан атты санды беруi, осылайша анықталған әрбiр рационал санға қарама-
қарсы санмен толықтырылған Q барлық мүмкiн рационал сандар жиыны

18. Терiс емес рационал сандардың әрқайсысына координаталық түзу атты түзу бойынан
бiр нүкте сәйкес қою арқылы рационал сандарды көзбен көру мақсатында геометриялық
бейнелеу және сол бойынша оларды салыстыру – алдын ала берiлген түзу бойында бiрлiк
кесiндiсi салынып, бiрлiк кесiндiсiнiң бастапқы нүктесiне санақ басы деп аталатын 0 (нөл)
санын, соңғы нүктесiне 1 (бiр) санын сәйкес қойып, түзуде 0 санына сәйкес келетiн нүктеден
1 санына сәйкес келетiн нүктеге қарай оң деп аталатын бағыт белгiленедi де, әр m

n оң
мәндi рационал саны үшiн 0 санына сәйкес нүктеден басталып, ұзындығы дәл m

n санына
тең болатын кесiндiнiң соңғы нүктесiне сол m

n санын сәйкес қою және нүктедердiң санақ
басынан алыс немесе жақын жатуына байланысты салыстырулары
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19. Терiс мәндi рационал сандарды координаталық түзудiң оң мәндi рационал сандардан
бос тұрған терiс бағытына енгiзу арқылы геометриялық бейнелеу – координаталық түзу
бойынан алынған 0 нүктесiне сәйкес келетiн санақ басы түзудi екi сәулеге бөлiп, оң
бағытталған сәуленiң әрбiр нүктесi бiр оң рационал санға сәйкес қойылған соң терiс мәндi
рационал санын дәл бiр нүктемен сәйкестендiру үшiн сандық мәнi соған тең оң рационал
санына сәйкес нүктеге санақ басына қарағанда симметриялы екiншi сәуле нүктесiн сәйкес
қою

20. Барлық рационал сандарды координата түзуiнде орналасуына байланысты өзара
салыстыру ережелерi – екi оң мәндi рационал сандарға сәйкес келетiн нүктелердiң қайсысы
санақ басынан алысырақ жатса, сол нүкте сәйкес қойылған сан үлкенi болады, ал терiс
мәндi рационал сандарда керiсiнше, оларға сәйкес келетiн нүктелердiң қайсысы санақ
басына жақын сол нүктеге сәйкес келетiн сан үлкенi болады және осы қатынасты нүктелерi
оларға симметриялы орналасатын таңбасыз сандық мәнi тең оң мәндi рационал сандар
арқылы −p

q < −
m
n ⇔

p
q >

m
n түрiнде жазылуы және кез келген оң рационал санның 0

саны мен терiс рационал сандардан артық болуы
21. Әр рационал санды оған сәйкес өзара тең жай бөлшектердiң жиыны ретiнде анықтау

– рационал сан бiреу, сол бiр рационал санның бiр жазылуынан «Бөлшектiң негiзгi қасиетi»
атты теңдiк бойынша алымын да, бөлiмiн де бiр бүтiн санға көбейту, бүтiн бөлiнген
жағдайда бөлу арқылы табылатын оны құрайтын жай бөлшектердiң көптiгi (саналымды)
мен барлығын жазу мүмкiндiгi

22. Екi өлшемдес кесiндiлер ұғымының алдын ала алынған үшiншi ортақ бiрлiк кесiндiге
негiзделуi мен тәуелдiлiгi – екi кесiндiнiң бiреуiн не оның қандай да бiр бiрдей бүтiн
бөлiктеуiнiң екiншi кесiндiге бүтiн сан рет орналасуы немесе екi кесiндiнiң бiреуiн бiрлiк
кесiндi ретiнде алғанда екiншiсiнiң ұзындығының рационал сан арқылы өрнектелуi немесе
екi кесiндiнiң әрқайсысының бойына бүтiн сан рет орналастыру мүмкiн болатын үшiншi
кесiндiнiң бар болуы немесе берiлген бiрлiк кесiндi бойынша бiрiншi кесiндiнiң ұзындығы m

n

, екiншi кесiндiнiң ұзындығы p
q сандарына тең болғанда, бiрлiк кесiндiнiң 1

nq ұзындықты
бөлiгiнiң бiрiншiде дәл mq рет, екiншiде дәл np рет орналасуы

23. Кез келген кесiндiнi рационал сандар көмегiмен өлшейтiн бiрлiк кесiнiнiң табылуы
мағынасындағы «Кесiндiлер ұзындығын өлшеу үшiн рационал сандар жиыны жеткiлiктi»
және бiрлiк кесiндi ретiнде қандай кесiндiнi алсақ та ұзындығы рационал санмен
бейнеленбейтiн кесiндi құра алу мағынасындағы «... жеткiлiксiз...» деген сөйлем – сәйкес
алдын ала бiрлiк кесiндi деп қабылданған қайсыбiр кесiндiмен кез келген кесiндiнi не бiрлiк
кесiндiнiң өзiн, не оның әр кесiндiге өзiнше анықталатын қандай да бiр бүтiн санға тең
бөлгендегi бөлiгiн сол кесiндiге бүтiн рет салу мүмкiндiгi және бiрлiк кесiндiнi қандай етiп
алсақ та, оны тең бөлiктерге қалай бөлсек те сол бөлiктердiң бүтiн санын өлшенiп жатқан
кесiндiге бiр шетiнен бастап салғанда соңғы нүктесiне жетпей қалып, ал тағы бiр бөлiгiн
қосқанда асып кетiп, ешқашан соңғы нүктесiмен беттеспейтiндiгiнен бүтiн рет орналастыру
мүмкiн болмайтындай ең болмағанда бiр кесiндiнiң құрылуы берiлген кесiндiнi өлшейтiн
рационал сан жоқ мағынасында

24. Жалпы дүниетанымға күмән келтiрген ұзындық өлшенбейдi қағидасын тудырушы
Пифагор ғылыми мектебiнiң ұлы ашылымы – алынған әр бiрлiк кесiндiнi қалауымызша
өзара тең ұсақ бөлiктерге бөлiп, екiншi кесiндiге бүтiн рет орналастыру әрқашан мүмкiн
сияқты болып көрiнетiн жаңсақ пiкiрдi терiске шығаратын қандай болсын бiрлiк кесiндiмен
өлшемдес емес кесiндi салу мүмкiндiгi

25. Әр квадраттың диагоналi оның жағымен өлшемдес емес – кез келген кесiндiнi бiрлiк
кесiндi деп қабылдап, қабырғасы сол бiрлiк кесiндi болатын квадрат салғанда квадраттың
қабырғасын қандай тең бөлiктерге бөлсек те, оның диагоналi болатын кесiндiге бүтiн рет
салынбауынан алдын ала алынған бiрлiк кесiндiмен өлшемдес еместiгi

26. Кесiндiнiң ұзындығын өлшеу есебiнiң толық шешiмi оң ондық бөлшектердiң бастауы
болуының жалпылама суреттемесi – барлық рационал сандар жиыны кесiндi өлшеу есебiн
толық шешпейтiндiгiн көрсететiн Пифагор ашылымынан кейiн қойылған есептi ақырына
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дейiн шешу мақсатында әрбiр қадамда алдыңғысында толық жататын кезектi кесiндiнi 0-
ден 9-ға дейiнгi 10 цифрмен нөмiрленген тең 10 бөлiкке бiртiндеп шексiз бөле отырып,
әр қадамда ұзындығы iзденiстi кесiндiнiң соңғы нүктесi жататын кесiндiнi белгiлейтiн
цифрды анықтап, солар арқылы iзденiстi ұзындықты бейнелейтiн цифрдiң сандық мәнiмен
қоса орнымен маңызды ақырсыз ондық бөлшек атты бүтiн бөлiгi мен бөлшегi үтiрмен
ажыратылған цифрлар тiзбесi түрiндегi жазу құралы

27. Әр кесiндi үшiн алынған бiрлiк кесiндi бойынша оның ұзындығы болып табылатын
ондық бөлшектi құру кесiндi өлшеу мәселесiнiң толық шешiмi ретiнде – алдын ала
алынған бiрлiк кесiндi мен өлшеу қажет кесiндiнiң бастапқы нүктелерiн берiлген сәуле
бас нүктесiмен беттестiрiп, бiрлiк кесiндiнi бiртiндеп орналастыра отырып, солардың
iшiнен өлшенетiн кесiндiнiң соңғы нүктесiн қамтитын кесiндiсiн тауып, соған дейiн
орналастырылған бiрлiк кесiндiлердiң саны арқылы кесiндi ұзындығының бүтiн бөлiгi
анықталады да, бүтiн бөлiктен үтiр арқылы бөлiнiп тұратын бөлшек бөлiгiн анықтау үшiн
осы соңғы нүкте жатқан бiрлiк кесiндi 10 цифрмен нөмiрленген ұзындығы 1

10 болатын тең
10 бөлiкке бөлiнедi де, соңғы нүкте жатқан кесiндi нөмiрi белгiленiп алынып, сол цифр
сандар тiзбесiнiң үтiрден кейiнгi бiрiншiсi болады, әр қадамда алдыңғы нөмiрi анықталған
кесiндiнi 10 есе кiшiрейтiп, бiрiнiң iшiне бiрi орналасытындай дәл 10 бiрдей бөлiкке бөлiп,
сандар тiзбесiнiң цифрларын анықтау ары қарай ақырсыз жалғасады

28. Өлшемi iзделiндi кесiндiнiң соңғы нүктесi жатқан кесiндiнi бөлшектей отырып,
ұзындығын сандар тiзбесi арқылы өрнектеу барысында бөлшектеу бөлiгiнiң соңғы нүктесi
өлшенетiн кесiндi соңымен беттесетiн ерекше жағдайдың жазылуын беретiн k

10n түрiнде
жазылатын ондық-рационал сандар – өлшемi iзделiндi кесiндiнiң соңғы нүктесi бөлiктелген
кесiндiлердiң бiрiнiң соңымен беттескен сәтте кесiндi ұзындығы цифрлердiң ақырлы
санымен жазылып, мәселе шешiледi, бұл жағдайда iзделiндi кесiндiнiң соңы бөлiктеудегi
екi кесiндiнiң бiрiнiң соңғы, келесiсiнiң бастапқы нүктелерiнде жатқандықтан ары қарай
сол нүктенi қамтитын тек оң жақ бөлiктердi таңдап, осы үрдiстi ары қарай жалғастырсақ,
ұзындық жазылуында 0 цифрлерi, ал сол жақ бөлiктерiн таңдап отырсақ 9 цифрлерi
ақырсыз жалғасып отырады, мәселен 13,01=13,010000. . . =12,0099

29. Бiрлiк кесiндi ретiнде алынған кесiндi бойынша кез келген кесiндi өлшемдi және
өлшемсiз болып екiге бөлiнiп, әр өлшемдiнiң ұзындығы рационал санмен өрнектелген болса,
екiншi жағынан кез келген кесiндiге оның ұзындығының сандық мәнiн беретiн ондық
бөлшектер сәйкес қойылған, осындай жағдайда өлшемдi және өлшемдi емес кесiндiлерге
сәйкес келетiн ондық бөлшектердiң бiр-бiрiнен ерекшелiгi бар ма, жоқ па деген сұрақтың
туындауы және осы ерекшелiктi қанағаттандырмайтындарымен рационал сандардан өзге
жаңа санды беруi – рационал сандарды, не солардың жазылуы болатын жай бөлшектердi
бiр цифрдан бастап, период деп аталатын қайсыбiр ақырлы цифралар тобын арасына
ештеңе салмай бiрiнен соң бiрi ақырсыз қайталанатындары ғана және де тек қана солар
ғана бейнелеуi, сонымен периодты ондық бөлшек аталымды санның өлшемдес рационал
мәндi кесiндiнiң ұзындық өлшемi болуы және де, керiсiнше, әр рационал санның периодты
ондық бөлшек түрiнде жазылуы, ал периодты емес ондық бөлшектердiң өлшемдес емес
кесiндi ұзындық мәнiн беретiн иррационал атты рационал емес санды анықтауы

30. Ондық бөлшек атты цифрлардың ақырсыз тiзбесiндегi разрядтық деп аталатын
әрбiр цифрдiң геометриялық мағынасы – алдын ала сәуле берiлiп, онда сәуле басынан
бастап салынған бiрлiк кесiндiнiң соңғы нүктесiне 1 саны сәйкес қойылады да, сәуле
бойынан нүкте алынып, Х әрпiмен белгiленген соң, соңы осы нүктеде болатын, сәуле
басынан басталатын кесiндi салынады және берiлген бiрлiк кесiндiге сәйкес ондық
бөлшекпен өлшенетiн кесiндi ұзындығын да сол Х әрпiмен белгiлегенде кесiндiсiнiң
ұзындығына тең = ak . . . a0, b1b2 . . . саны алынған нүктеге сәйкес қойылады, осындағы
ak . . . a0 = m бүтiн бөлiгi бiрлiк кесiндi сәуле басынан бастап, сәуле бағытына қарай m =
ak10k+? + a1101 + a0 рет салынатынын көрсетедi де, сол нүкте жататын бiрлiк кесiндiнiң
бастапқы нүктесi болады, одан кейiнгi бiрлiк кесiндiнi тең 10 бөлiкке бөлiп, b1 цифры
«ұзындығы iзденiстi» кесiндiсiнiң соңғы X нүктесiн қамтитын, ұзындығы 1

10 болатын
кесiндiнiң нөмiрiн көрсетедi, келесi b2 цифрi b1 цифрiмен белгiленген кесiндiнi тағы
тең 10 бөлiкке бөлiп, солардың iшiнде соңғы нүктесi жатқан, ұзындығы 1

102
кесiндiнiң
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нөмiрiн бередi, ары қарай осы үрдiстi ақырсыз жалғастыра отырып, бiр разрядтан
келесiсiне өткенде тең 10 бөлiкке бөлiнген әрбiр кесiндi алдыңғысының жиыншасы болып,
ұзындықтары әр адымда алдыңғысына қарағанда 10 есе азайып, кiшiрейе нүктесiн
ақырсыз қамтиды да, сонымен берiлген кесiндi ұзындығының дәл мәнiн бередi

31. Вейерштрасс барлық нақты сандар деп атаған жиын оң және терiс мәндi барлық
мүмкiн ақырсыз ондық бөлшек ретiнде – басы мен соңы беттеспейтiн кесiндi ұзындығын
өлшеу есебiнiң шешiмiн берген ондық бөлшектердiң оң мәндi деп аталуы, «-» минус
таңбаларымен жабдықталған терiс мәндi деп аталатын ондық бөлшек және таңбасыз,
ерекше, соңы мен басы беттесетiн кесiндi ұзындығын беретiн 0=0,000. . . саны

32. Нақты сандар жиыны екiлiк, үштiк және т.с.с. ақырсыз бөлшектер ретiнде – ондық
бөлшектер әр қадамдағы кесiндiнi тең 10 бөлiкке бөлгеннен шыққан болса, сол тәртiппен
бөлшектеудi 2, 3 және кез келген, бiрақ бекiтiлген, тең бөлiктер саны үшiн өткiзу

33. Координаталық түзу деп аталатын әр екi нүктемен бiрге соларды жалғастыратын
кесiндiнiң бар нүктелерiн қамтитын геометриялық түзудiң әрбiр нүктесiн бекiтiлген
бiрлiк кесiндi деңгейiнде кесiндi ұзындығын өлшеу есебiне сүйенiп құрылған ондық
бөлшек түрiнде жазылған тек ойда ғана тұратын нақты сандар жиынындағы нүкте
координатасы атты санмен өрнектеу арқылы арифметикаландыру – түзу алынып, оның
бағыты анықталған соң оның бойынан екi нүкте белгiленiп, координат басы атты сол жақта
жатқан нүктеге 0, оң жақта жатқан нүктеге 1 саны сәйкес қойылады да, осы екi нүкте
арқылы бiрлiк масштаб енгiзiлiп, 0 нүктесiнен оң жақта жатқан әрбiр нүктеге алынған
бiрлiк кесiндi бойынша координат басынан басталып, соңы сол нүкте болатын кесiндi
ұзындығына тең оң санның, сол жағында жатқан нүктеге минус таңбамен жабдықталған
кесiндi ұзындығына тең терiс мәндi санның сәйкес қойылуы және нүктеге сәйкес қойылған
санның нүкте координатасы деп, ал әр нүктесi координатамен жабдықталған түзудiң
координаталық түзу деп аталуы

34. Алдын ала берiлген әр нақты санға координаталық түзу бойынан кесiндi ұзындығын
сақтап координатасы сол сан болатын нүкте салу тәртiбi – терiс сандарға сәйкес
қоятын нүкте координат басына қарағанда оң санға сәйкес қоятын нүктеге симметриялы
салынатын болғандықтан тек оң ондық бөлшектерге сәйкес келетiн нүктелердi салумен
шектелу: координаталар түзуiнде нөл мен бiрге сәйкес қоятын нүктенi анықтап алғаннан
кейiн оң бүтiн санға сәйкес қоятын нүкте бүтiн санның анықтамасынан 0 нүктесiнен
бастап, таңдап алынған бағытпен бiрлiк кесiндiнi бiр-бiрiне жалғай отырып, бүтiн санда
бар бiрлiктер санына тең рет салу арқылы алынса, периодты ондық бөлшекке тең
оң жай бөлшекке сәйкес нүкте бiрлiк кесiндiнiң бөлшек санның бөлiмiне тең бiрдей
бөлiкке бөлгендегi бiр бөлiгiн алымына тең рет бiр-бiрiне жалғай отырып салу арқылы
алынады, периодсыз ондық бөлшек болатын оң иррационал санға сәйкес келетiн нүктенi
алуда алдымен бүтiн бөлiгiн салып аламыз да, келесi бiрлiк кесiндiнi бiр разрядтан
келесiсiне өткенде тең 10 бөлiкке бөлiнген әрбiр кесiндi алдыңғысының жиыншасы болып,
ұзындықтары әр адымда алдыңғысына қарағанда 10 есе азайып, осы ақырсыз үрдiс
нәтижесiнде барлығында жататын жалғыз нүктенiң iзденiстi нүкте болуы, осының бәрiн
қорытындылағанда қосымша кез келген нақты санға координаталық түзу бойынан мiндеттi
түрде өзiндiк нүкте сәйкес келетiндiгi көрсетiлдi

35. Координаталық түзу бойында рационал және иррационал сандардың орналасуының
«тығыздығы» туралы – координаттық түзуде тек рационал сандарға сәйкес келетiн
нүктелердi салу түзудi толық жаппай «тесiктер» қалдыратындығын көрсететiн қабырғасы
бiрлiк кесiндi болатын квадрат диагоналiн сол координата басынан бастап салғанда
ұзындығы иррационал сан болуына байланысты соңына рационал сан сәйкес қойылмай
бос қалатын бiр нүктенiң мысалы геометриялық тұрғыдан құрылды, әйткенмен кез келген
екi нақты санның арасында кемiнде бiр рационал сан, ал Кантор айтқандай олардан да
көп иррационал сан бар болуынан нақты сандар жиынында олардың тығыздығы алынады
§6. Нақты сандардың мағыналы түсiндiрмелерiмен жабдықталған

аксиомалар жүйесi
1. Сандар әлемiн аксиомалық көзқарасқа бағыттаған қысқаша шолу – бастаулары

мыңжылдықтар тұңғиығында жатқан нақты сандар жайлы ғасырлар бойы бөлек-бөлек
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жинақталған қасиеттерден аксиома деп аталатын дәлелденбей қабылданатын санды
анықтайтын құраушы қасиеттер тiзбесiн бөлiп алу және мектептен белгiлi сандар жайлы
тұжырымдарды аксиомалар негiзiнде шығару арқылы дәлелдеу мәдениетiн тәрбиелеу

2. Аксиомалар арқылы барлық нақты сандар жиыны мен әр нақты санның анықталуы
– әр жеке сан өзi анықталмай тек қасиеттерiмен берiлiп, сол аксиомалар жүйесiне
жинақталған қасиеттердi қанағаттандыратын нақты сандар жиыны деп аталатын әрбiр
жиынның элементi ретiнде анықталуы

I. Қосу амалының аксиомалары – қосылғыштар деп аталатын реттелген екi санға
олардың қосындысы атты үшiншi санды сәйкес қою тәртiбi бойынша қосу деп аталатын
амалын енгiзу, ширатып айтқанда, қосу амалының анықтамасындағы реттен туындайтын
«қосылғыштардың орын ауыстырғанмен қосындының мәнi өзгермейдi» деген жаттанды
заңның мағынасын кеңiнен талқылау, тек екi қосылғыш үшiн анықталған қосу амалы
негiзiнде 3,4,. . . кез келген ақырлы қосылғыштардан тұратын сандар үшiн қосу амалын
математикалық тұрғыдан кiршiксiз дұрыс анықтау, әр элементтi осы амалға қатысты
орнында қалдыратын нейтраль-нөл элементiн анықтау және де сол арқылы әр санға оған
қарама-қарсы санды анықтау аксиомалары

II. Көбейту амалының аксиомалары – қосу деп аталған амалды қабылдағаннан
кейiн одан басқа және одан нейтрал элементпен ғана ерекшеленетiн көбейту амалын
енгiзу: көбейткiштер деп аталатын реттелген екi санға олардың көбейтiндiсi атты
үшiншi санды сәйкес қою тәртiбi бойынша көбейту деп аталатын амалды енгiзу, көбейту
амалының анықтамасындағы реттен туындайтын «көбейткiштердiң орын ауыстырғанмен
көбейтiндiнiң мәнi өзгермейдi» деген жаттанды заңның мағынасын кеңiнен талқылау,
тек екi көбейткiш үшiн анықталған көбейту амалы негiзiнде 3,4,. . . кез келген ақырлы
көбейткiштерден тұратын сандар үшiн көбейту амалын математикалық тұрғыдан кiршiксiз
дұрыс анықтау, қосу амалының нейтрал элементiнен өзге болуымен көбейтудi қосудан
ажыратытын және әр элементтi көбейту амалына қатысты орнында қалдыру қызметiн
атқаратын бiр атты нейтрал элементтi анықтау және де сол арқылы әр нөлден өзгеше
санға оған керi санды анықтау аксиомалары

III. Өзара бөлек деп анықталған қосу және көбейту амалдарының арасындағы байланыс
аксиомасы – бiр санды екi санның қосындысы түрiнде жiктеп, олардың қосындысы
болатын санды үшiншi санға көбейту мен қосындыдағы әр қосылғышты үшiншi санға
көбейтiп, кейiн оларды қосқанның бiрдей болуын беретiн қосу-көбейту амалдарының
арасындағы үлестiрiмдiлiк атты заң

IV. Рет деп аталатын екi сан арасындағы үлкен, кiшi және тең қатынастарының
арасындағы табиғы талаптарды жүйелеу аксиомалары – екi сан арасындағы үлкен, кiшi
және тең қатынастарының «бiреуi және тек қана бiреуi» деп жинақы түрде айтылатын,
яғни әрқашанда кемiнде бiрi орындалғанына қоса екеу не үшеу болып, қатар орындалуы
мүмкiн еместiгi, бiр бағыттағы екi қатынас тiзбесi ретiнде жазылған бiр санның екiншi
саннан кiшi, ол сан үшiншiден кiшi болғанда бiрiншi санның үшiншiден кiшi болуын беретiн
тразитивтiлiк аксиомасы, рет қатынасы мен қосу амалының және көбейту амалдарының
арақатынасы, ширатып айтқанда сәйкес сандар арасындағы берiлген рет қатынасы кез
келген санды екi жағына да қосқанда және оң санға көбейткенде рет тәртiбiнiң сақталуы

V. Архимед аксиомасы атты барлық нақты сандар жиынын өзара қиылыспайтын
жартылай интервалдарға жiктеу мүмкiндiгi – барлық нақты сандар жиынын ұзындықтары
алдын ала берiлген оң нақты санға тең, шеттерi беттесiп, бiрақ қиылыспайтын тiзбелей
орналасқан жартылай интервалдарға бөлгенде кез келген нақты санның осы жартылай
интервалдардың бiреуiнде және тек қана бiреуiнде жатуы

VI. Кез келген шенелген сандық жиынның ең кiшi жоғарғы және ең үлкен төменгi
шендерiнiң бар болуы туралы аксиома – жоғарыдан шенелген жиынның барлық жоғарғы
шендерiнен құрылған жиынының ең кiшi элементiнiң әрқашанда бар болуы, яғни қайсыбiр
нақты сан аталмыш жиынның жоғарғы шенi болып, одан кiшi кез келген санның
ондай қасиетте болмауы, ең үлкен төменгi шеннiң сондай ұқсастығы, төменнен шенелген
жиынның барлық төменгi шендерiнен құралған жиынының ең үлкен элементiнiң бар
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болуы, дәл айтқанда қайсыбiр нақты сан аталмыш жиынның төменгi шенi болып, одан
үлкен кез келген санның ондай қасиетте болмауы

3. Жиi қолданыстағы бiр уақытта орындалу не орындалмауына байланысты
эквиваленттi болатын сандар арасындағы тұжырымдар – екi санның теңдiгiнiң екi жағына
кез келген сан болсын, белгiлi бiр сан болсын қосқанда теңдiктiң сақталуы тәрiздi көбейту,
бөлу амалдарымен рет қатынастарының сақталуы
§7. Қолданыстағы жаттанды арифметикалық амалдар ережелерiнiң қосу,

көбейту аксиомаларының салдары ретiндегi дәлелденулерi
1.Реттелген екi санның айырымы мен бөлiндiсiнiң анықтамалары – математикадағы

«түсiнiктердi керексiзбен көбейтпе» ұстанымына сай арифметикалық төрт амалдың екеуi
ғана анықталады да, сол анықталған қосу мен көбейту амалдарына керi амал ретiнде
сәйкес алу және бөлу атты амалдарының енгiзiлуi

2. Сандарға қолданылатын төрт арифметикалық амалдардың қасиеттерi – математика
затындағы табиғаттық жалғыздық қасиетiн ерекше нейтрал элементтердiң, ол арқылы
анықталған қарама-қарсы сан мен керi сандардың қанағаттандыруы және сол жағында
амал оң жағында нәтижелi қорытындыдан тұратын арифметикалық амалдардың
орындалу ережелерiнiң оқылуы

3. Қосу және көбейту аксиомаларының салдарының дәлелдеулерi – математика
затындағы табиғаттық жалғыздық қасиетiн ерекше нейтрал элементтердiң, ол арқылы
анықталған қарама-қарсы сан мен керi сандардың қанағаттандыруының және сол
жағында амал оң жағында нәтижелi қорытындыдан тұратын арифметикалық амалдардың
орындалу ережелерiнiң дәлелдемелерi

4. «2+2=4» теоремасы және оның дәлелдеуi – сандар аксиомалары деңгейiнде екi санды
қосу амалы енгiзiлiп, 1 атты саны анықталған, солар бойынша 2,3,4. . . белгiлеуде натурал
сандар тiзбесi алдыңғысына анықталған 1 санын енгiзiлген қосу амалы арқылы 1+1=:2,
2+1=:3, 3+1=:4,. . . түрiнде жазылып, солардың негiзiнде 2+2 амалы анықталғанымен
нәтижесi белгiсiз болғандықтан бұл математикадық сұрақ болады да, оның «2+2=4»
түрiндегi жауабы теорема болып, дәлелдеудi қажет етедi

5. Жаттанды «Нөлге бөлуге болмайды» ережесi және оның дәлелдеуi – бөлу амалының
анықтамасы бойынша жалғыз сан табылу талабына қарсы ондай санның мүлдем болмауы
мен ондай сандардың шексiз көп болуын кез келген санды нөлге көбейткенде нөлге тең
болуы негiзiнде шығатын «не шөл, не көл» мәтелiндегiдей дәлелдемесi
§8. Қолданыстағы жаттанды сандар арасындағы реттiк

қатынастардыңреттеу аксиомаларының салдары ретiндегi дәлелденулерi
1. Қолданыстағы үйреншiктi рет мағыналы ережелердiң реттеу аксиомаларының

салдары ретiндегi оқылуы – екi санның арасындағы кейбiр реттiк қатынастардың
орындалмауынан жалғыз бiреуiнiң орындалуының әртүрлi жағдайлары, үш санның реттiк
қатынастарының орындалуынан транзитивтiлiк және қосу амалының қатынасты сақтау
қасиеттерiнен шығатын қорытынды қатынастар, екi санның арасындағы төрт мүмкiн
эквиваленттi реттiк қатынастар және де солардың дербес жағдайы болатын сан таңбасы
бойынша оған қарама-қарсы санның таңбасын бiлу, теңсiздiктi оң санға көбейткендегi
теңсiздiк сақталатын аксиомалық ереженiң жалғасы ретiндегi терiс санға көбейтудiң
теңдiк таңбасын сақтап, теңсiздiк таңбасын қарама-қарсыға ауыстыруы, таңбалары белгiлi
екi санға көбейту және бөлу амалын қолданғандағы нәтиже таңбасын бiлу, бөлiмi мен
алымындағы сандардың реттiк қатынасының бөлшектер арасындағы реттiк қатынастары,
бiрнеше санды қосу және оң сандарды көбейту амалдарының реттiк қатынастарды сақтауы

2. Қолданыстағы үйреншiктi рет мағыналы ережелердiң реттеу аксиомаларының
салдары ретiндегi дәлелдеулерi – екi санның арасындағы кейбiр реттiк қатынастардың
орындалмауынан жалғыз бiреуiнiң орындалуының әртүрлi жағдайларының, үш санның
реттiк қатынастарының орындалуынан транзитивтiлiк және қосу амалының қатынасты
сақтау қасиеттерiнен шығатын қорытынды қатынастардың, екi санның арасындағы төрт
мүмкiн эквиваленттi реттiк қатынастар және де солардың дербес жағдайы болатын
сан таңбасы бойынша оған қарама-қарсы санның таңбасын бiлудiң, теңсiздiктi оң санға
көбейткендегi теңсiздiк сақталатын аксиомалық ереженiң жалғасы ретiндегi терiс санға
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көбейтудiң теңдiк таңбасын сақтап, теңсiздiк таңбасын қарама-қарсыға ауыстыруыдың,
таңбалары белгiлi екi санға көбейту және бөлу амалын қолданғандағы нәтиже таңбасын
бiлудiң, бөлiмi мен алымындағы сандардың реттiк қатынасының бөлшектер арасындағы
реттiк қатынастарының, бiрнеше санды қосу және оң сандарды көбейту амалдарының
реттiк қатынастарды сақтауының дәлелдемесi

3. Кез келген санның оң бүтiн дәрежелерiнiң реттiк қасиеттерi – бiр санды өзiне-өзiн оң
бүтiн сан рет қосу арқылы қосындының мәнiн қосылғыштар санын беретiн оң бүтiн санды
берiлген сан алдына қойып, көбейту түрiнде жазу арқылы көбейту амалын анықтағандай
санды өз-өзiне оң бүтiн сан рет көбейту нәтижесi санның оң бүтiн дәрежесi деп аталады
да, негiзi атты көбейткiштiң оң жақ төбесiне дәреже атты көбейткiштердiң санын жазу
арқылы белгiленедi және ол келесiдей қасиеттерде болады: кез келген нөлден өзгеше
санның квадратының оң болуының дәлелдеуi, барлық нақты сандар арасындағы ерекше
нөл мен бiр сандарының 0<1 теңсiздiгiнде болуының дәлелдеуi, бүкiл бүтiн сандардың
. . . <-2<-1<0<1<2<. . . өсу ретiмен тiзбелей жазылуының дәлелдеуi, бiр дәрежелi әртүрлi
негiздердiң және оң мәндi бiрдей негiздiң әртүрлi дәрежелерiнiң өзара арақатынастары, 1
және 0 сандарының кез келген оң бүтiн дәрежесiнiң өзiне тең болуының дәлелдеуi, жай
бөлшектiң оң бүтiн дәрежесiнiң алымы мен бөлiмiнiң оң бүтiн дәрежелерiнiң қатынасына
тең болуының дәлелдеуi, -1 санының оң бүтiн дәрежелерiсiнiң тақ не жұп болуына қарай
сәйкес өзiне не оған қарама-қарсы санына тең болуы

4. Архимед аксиомасының салдары – әр саннан үлкен санның әрқашан табылуы
§9. Ақырсыз айтылымдар тiзбегiнiң әр мүшесiнiң дұрыстығын ақырлы

қадаммен растайтын математикалық индукция әдiсi
1. Математикалық индукция әдiсi – не жалған, не дұрыс деген екi мәндi қабылдайтын

айтылым атты тұжырымдардан айтылымдар тiзбегi құрылып, бiрiншi нөмiрлi T1

айтылымының дұрыстығын жеке дәлелдеу мен k = 1 нөмiрiнен бастап, кез келген k нөмiрi
үшiн расында да дұрыстығы немесе жалғандығы жайлы ешқандай да сұрақ қозғалмастан
Tk дұрыс айтылым деп қабылдануынан келесi k + 1 нөмiрлi Tk+1 айтылымының
дұрыстығын дәлелдеуден тұратын 2 қадаммен саны шексiз барлық оң бүтiн нөмiрлi
айтылымдар дұрыстығын дәлелдейтiн әдiс, қорытындысында бiрiншi қадам бойынша
дәлелденген T1 айтылымының дұрыстығынан дәлелденген екiншi қадам бойынша T2

айтылымының дұрыстығы шығады да, қалғандарының дұрыстығы екiншi қадам бойынша
бiрiнен бiрi жалғасып, алдын-ала қай нөмiрдi алсақ та, дұрыстық сол нөмiрлi айтылымға
жетiп, ары қарай жалғасады және де бұл әдiстiң қолданысы өз оқылуына дәлме-дәл
болып, теңдiк пе, теңсiздiк пе не мағыналы тұжырым ба әйтеуiр әр айтылым өз нөмiрiмен
жекеленуi керек

2. Ньютонның бином формуласы – екi қосылғыштан тұратан бином атты қосмүшелiк,
оның оң бүтiн дәрежесi және оның қосынды түрiнде Ньютон жазған жiктеуi
§10. Бүтiн, рационал және иррационал сандардың нақты сандар

аксиомаларының жүйесi негiзiнде құрылуы
1. Аксиомалық жүйедегi арифметикалық амалдар мен олар арқылы натурал және бүтiн

сандар туралы жинақталған қорытында мәлiмет
2. Аксиомалар аясында өзара тең жай бөлшектер жиыны мағынасында анықталған

рационал сандар – көбейту амалы және керi санның бар болуы аксиомалары бойынша
анықталған алымы кез келген сан, бөлiмi кез келген нөлден өзгеше сан ретiнде бөлу
амалымен алгебралық бөлшектер анықталады да, соның iшiнде алымы кез келген бүтiн,
бөлiмi нөлден өзгеше бүтiн сандар болғандағы жай бөлшек атты дербес жағдайы болатын
бөлшектiң мәнi рационал сан деп аталады, жай бөлшек өзiнiң алымы мен бөлiмi арқылы
анықталып, сол жәй бөлшекке мәнi тең жазылуы өзге жай бөлшектiң бәрi сол рационал
санға тең болады да, рационал сан деп мәндерi өзара тең барлық жай бөлшектер жиыны
аталады. Қорытындысында, рационал сан деп қайсыбiр жай бөлшек мәнi болатын сан
аталады

3. Оң және терiс мәндi жай бөлшектердiң жазылулары – жай бөлшектiң «+» және «–»
таңбаларымен жабдықталған натурал сандардың қатынасы арқылы жазылғанда алымы
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мен бөлiмi бiрдей таңбалы және әртүрлi таңбалы болуына байланысты сәйкес оң және
терiс рационал сандарды өрнектеуi

4. Қолданыстағы жаттанды жай бөлшектердi көбейту ережесi және оның дәлелдемесiне
сiлтеме – аксиомалар салдарында дәлелденген алымын аламына, бөлiмiн бөлiмiне
көбейтетiн алгебралық бөлшектердi көбейту ережесiнiң дербес жағдайы ретiнде

5. Әр санды ондық бөлшек түрiнде Архимед аксиомасы негiзiнде бейнелеу
әдiстемесi – Архимед аксиомасы бойынша терiс емес сандар жиынын ұзындықтары
1, 1/10, . . . , 1/(10n), . . . болатын өзара қиылыспайтын жартылай интервалдарға
алдыңғысын 10 есе кемiте отырып, бiрiнен кейiн бiрiн бөлгенде алынған сан сол жартылай
интервалдардың қайсысына жататындығын 0-ден 9-ға дейiнгi цифрмен белгiлей отырып,
санның ондық бөлшек деп аталатын алдымен ұзындығы 1 болғанда үтiрге дейiнгi бөлiгiн,
артынша бөлшек бөлiктерiн үтiрден кейiн беретiн жазылу

6. Нақты сандар деп аталған тек аксиомалық жүйенi қанағаттандыратын элементтерi
айқындалмаған жиынның элементi ретiнде ғана анықталған объектiлердi ондық бөлшектер
түрiнде нақтылау – тек қана қасиеттермен берiлген сандардың «қаламға түсетiн» 10
цифрмен позициялық жүйеде жазылуы

7. Жай бөлшектердi салыстыру қатынастарының оларға пара-пар бүтiн сандардың
өзара қатынастары арқылы бейнеленуi – аксиомалар салдарында дәлелденген алгебралық
бөлшектердi салыстыру сол оқылымды ережесiнiң дербес жағдайы ретiнде

8. Жай бөлшектердi қосудың қолданыстағы үйреншiктi ережесi – аксиомалар
салдарында дәлелденген алгебралық бөлшектердi қосу ережесiнiң дербес жағдайы ретiнде
және алым және бөлiм мағынасында қабылданған санның тең бөлiктерi неше рет
алынып тұруын санап қосу арқылы бөлiмдерi бiрдей бөлшектердi қосу ережесiнiң тiкелей
дәлелдемесi, бөлiмдерi әртүрлi бөлшектердiң мәнiн сақтай отырып, бөлiмi бiрдей бөлшекке
келтiру арқылы дәлелденген жағдайға әкелу

9. Жай бөлшек жазуындағы «?» сызықша таңбасының мағынасы –m бiрлiк көлемдегi
объектiнi тең n бөлiкке бөлiп, олардың бiреуiнiң алынуы не оған пара-пар өлшемi бiрлiк
ретiнде алынған объектiнi тең n бөлiкке бөлiп, олардан m бөлiктiң алынуы

10. Оң мәндi ондық бөлшектердi барлық нақты сандарды жазу мақсатында қолдану
– оң мәндi ондық бөлшектердi «+» және «-» таңбасымен жабдықтау арқылы сәйкес оң
және оған қарама-қарсы сандар атты терiс сандарды таңбалау, ерекше 0=0,0. . . 0 және
1=1,0. . . 0. . . =0,9. . . 9. . . сандарының ондық бөлшек түрiнде пара-пар жазылулары

11. Санның ақырлы не ақырсыз ондық бөлшек түрiнде жазылуы – санның рационал
не рационал емес болуына сәйкес ондық бөлшектiң белгiлi бiр жерден бастап қандай
да бiр цифрлардың ақырлы тобының тiзбектей қайталануына не ешқандай цифрлардың
жүйелi қайталанбауына байланысты периодты және периодсыз деп аталып, екi топқа
бөлiнетiн ондық бөлшек түрiнде жазылулары, рационал сандағы кез келген орында тұрған
цифр мәнiн анықтау мүмкiн болғандықтан санның өзi де айқын түрде жазылады, ал
периодсыз ондық бөлшек жазылуында цифрлар саны ақырсыз және орналасуы жүйесiз
болуына байланысты жазылудағы әрбiр цифр әрқашан нақты анықтала бермегендiктен
рационал емес сан ондық бөлшек арқылы толық көлемде жазылмайды, сол себептi олардың
анықтама мағынасына сәйкес

√
2, e, π тәрiздi ықшам белгiленулерi енгiзiледi

12. Периодтық ондық бөлшектi мәнi соған тең жай бөлшек түрiнде жазу ережесi
– iзденiстi жай бөлшектiң алымы мен бөлiмiн берiлген ондық бөлшектегi периодсыз,
периодты бөлiктерi арқылы есептеу алгоритмi

13. Периодсыз ондық бөлшектер басқа-рационал емес, яғни иррационал сандардың
жиынын құруы және оның бос емес жиын екенiндiгiн көрсететiн мысалдар
§11. Сандық жиынның супремумы мен инфимумы
1. Жоғарыдан шенелген сандық жиынның супремум атты нақты мәндi ең кiшi

жоғарғы шенi әрқашанда бар болуының аксиомасы және оның екi сөйлеммен сипатталуы
– бiрiншiден, супремум саны жиынның жоғарғы шенi болуы, екiншiден, супремум санынан
кiшi кез келген нақты сан осы жиында одан үлкен сан әрқашан табылғандықтан бұл
жиынның жоғарғы шенi бола алмауы, яғни барлық мүмкiн жоғарғы шендердiң ең кiшiсi
болуы. Төменнен шенелген сандық жиынның инфимум атты нақты мәндi ең үлкен
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төменгi шенi әрқашанда бар болуының аксиомасы және оның екi сөйлеммен сипатталуы –
бiрiншiден, инфимум саны жиынның төменгi шенi болуы, екiншiден, инфимум санынан
үлкен кез келген нақты сан осы жиында одан кiшi сан әрқашан табылғандықтан бұл
жиынның төменгi шенi бола алмауы, яғни барлық мүмкiн төменгi шендердiң ең үлкенi
болуы

2. Ең үлкен (ең кiшi) элементi бар сандық жиынның супремумы (инфимумы) сол
ең үлкен (ең кiшi) элементтiң дәл өзi болуы – бiрiншiден, жиынның ең үлкен (ең кiшi)
элементi сол жиынның жоғарғы (төменгi) шенi болуы, екiншiден, одан кiшi (үлкен) кез
келген санның жиында жатқан ең үлкен (ең кiшi) элемент үлкен (кiшi) болғандықтан кiшi
(үлкен) сан жоғарғы (төменгi) шен бола алмағандықтан, ең үлкен (кiшi) элемент жоғарғы
(төменгi) шендердiң ең кiшiсi (үлкенi), яғни жиын супремумы (инфимумы) болуы

3.Сандық жиынның супремумын бейнелейтiн сөйлемдердiң сәл жеңiлдетiлген түрi -
екiншi шарттағы зерттелiндi жоғарғы шеннен кiшi санның кез келген емес кез келген
жақындықта жатқан санмен шектелу мүмкiндiгi

4. Сандық жиындардың супремумы мен инфимумының сол сандық жиындардың өзiнде
жатуының да, жатпауының да мүмкiндiгi – сәйкес сегмент пен интервал мысалдары

5. Кез келген сандық жиынның супремумы мен инфимумының әрқашан да бар болуы –
жиын әрқашанда жоғарыдан (төменнен) шенелмеген не шенелген болады да, жоғарыдан
(төменнен) шенелмеген жиынның +∞(−∞) тең ақырсыз жоғарғы (төменгi) шенi бар
болып, одан үлкен (кiшi) сан болмағандықтан сол жоғарғы (төменгi) шен жалғыз болып,
жалғыздығынан барлық жоғарғы шендер арасындағы ең үлкенi де, ең кiшiсi де соның
өзi, жинақтап айтқанда +∞(−∞) жоғарыдан (төменнен) шенелменген жиынның ең кiшi
жоғарғы шенi ретiнде супремумы (инфимумы) болады, ал жоғарыдан шенелген жиынның
супремумының (инфимумының) бар болуы супремумының (инфимумның) ең кiшi (үлкен)
жоғарғы (төменгi) шен деген анықтамасынмен беттесетiн дәл оқылудағы 17 аксиома

6. Сандық жиыннның супремум, инфимум және элементтерi арақатынастары –
сандық жиынның жоғарғы (төменгi) шенi қасиеттi әр сан осы жиынның супремумымен
(инфимумымен) артық (кiшi) не тең қатынаста болуы, неғұрлым жиын кең болса,
соғұрлым оның супремумы үлкен, ал инфимумы кiшi болуы, берiлген екi сандық
жиынның бiрiнiң әр элементi екiншiсiнiң әр элементiнен аспағанда нақты сандар болатын
бiрiншi жиынының супремумы екiншi жиынның инфимумiнен аспауы, берiлген сандық
жиынының элементерiне қарама-қарсы элементтерден тұратын жиынның супремумы
(инфимумы) бастапқы жиынның инфимумына (супремумына) қарама-қарсы санға тең
болуы, берiлген екi сандық жиындардың бiрiншiсiнiң кез келген элементi екiншiсiнiң бiр
ғана элементiнен аспағанда нақты сандар болатын бiрiншi жиынының супремумы екiншi
жиынның инфимумiнен аспауы, берiлген сандық жиынының әр элементi оның супремумы
мен инфимумынан арасында, дәл айтқанда, инфимумнан кiшi емес, супремумнан артық
емес болуы
§12. Оң санның арифметикалық (оң бүтiн реттi) түбiрi және оның бар болуы

туралы теорема
1. Сан дәрежесi тақырыбындағы терминдiк атаулар мен қалыптасқан белгiлеулердiң

тарихи деректерi – дәреже негiзi, дәреже көрсеткiшi
2. Санның оң мәндi дәрежесiне «керi» мағынадағы нақты санның оң бүтiн мәндi

және арифметикалық түбiрлерi – екiден кем емес оң бүтiн дәрежесi берiлген санына
тең болатын әрбiр сан сол санның оң бүтiн түбiрi деп, солардың арасындағы оң мәндiсi
арифметикалық түбiр деп аталуы және n

√
a арқылы белгiленуi, соның iшiнде n = 2

болғанда 2
√

4 =
√

4 арифметикалық түбiрiнiң ±2 емес, тек қана жалғыз +2 санына тең
болуы, сонымен

√
4 = +2 (бiрақ ±2 емес)

3. Арифметикалық түбiрдiң «бар болуы» туралы теорема мен одан туындайтын
«арифметикалық түбiрдi жуықтап есептеу» мәселесi математикалық анализ дамуының
бiрден-бiр себебi ретiнде

4. Кез келген оң санның кез келген оң бүтiн дәрежелi арифметикалық түбiрi бар
және ол жалғыз болуы туралы теорема мен оның дәлелдемесi – теорема орындалу

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2021, Vol. 135, №2

27



«Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң Теориялық математика және ...

себебiнiң геометриялық тұрғыдан көрнекi түсiндiрмесi мен соған негiзделген 9 қадамдық
аналитикалық дәлелдемесi

5. Арифметикалық түбiрдiң бар болуы туралы теореманың сандар құрылысында
рационал санмен қатар рационал сан емес иррационал сан бар болуын нақтылауға
негiзделген салдары – рационал емес санның бар болуының кез келген периодсыз ондық
бөлшектiң мәнi болуымен қатар басқа тұрғыдағы қасиетпен берiлуi: квадраты 2 санына
тең

√
2 – иррационал сан теоремасы

6. Әр интервалда рационал және иррационал сандардың бар болуы – Архимед
аксиомасы мен арифметикалық түбiрдiң бар болу теоремасының жеке рационал және жеке
иррационал сандардың нақты сандар жиынындағы тығыздығын сипаттайтын салдары
ретiнде
§13. Нақты санның нақты мәндi дәрежесiнiң ax дәреже (сан дәрежесi),

x дәреже көрсеткiшi, a негiзi – терминдерiмен түсiндiрмелi (дәлелдемелi)
анықтамасы

1. Санды дәрежеге шығару мәселесiнiң туындануы мен шешiмдер тiзбесi – бiр санды
қайталап қосу амалы арқылы анықталған санды оң бүтiн санға көбейту амалындағы оң
бүтiн санды кез келген нақты санға ауыстыру арқылы көбейту аксиомасының тобымен
бекiтiлген кез келген екi санды көбейту амалы алынғандай бiр санды қайталап көбейту
амалы арқылы сол санды дәрежелеу амалында оң негiз үшiн оң бүтiн дәрежеден кезекпен
терiс бүтiн дәрежеге, нөл дәрежесiне, рационал дәрежесiне, иррационал дәрежесiне және
терiс мәндi негiз үшiн кейбiр жай бөлшектi дәрежеге шығару амалын мағыналау үрдiсi

2. Нақты санның оң бүтiн дәрежесiне амалдар орындау ережелерi мен реттiк қатынастар
– бiрдей негiздi оң бүтiн дәреже түрiндегi екi санды көбейту амалында олардың негiздерi
сақталып, бар мәселе нәтиже көрсеткiшiн анықтауға түседi де және оның бастапқы
сандардың көрсеткiштерiн қосу арқылы орындалуы, санның оң бүтiн дәрежесiнiң оң бүтiн
дәрежесi осы негiздi сол сандар көрсеткiштерiнiң көбейтiндiсiне тең көрсеткiштi дәреже
болуы, екi санның көбейтiндiсi мен бөлiндiсiнiң оң бүтiн дәрежелерi осы сандардың берiлген
оң бүтiн көрсеткiштi дәрежелерiнiң сәйкес көбейтiндiсi мен бөлiндiсi, көрсеткiштерi бiрдей,
оң мәндi әртүрлi негiздi сан дәрежерiн салыстыру – оң мәндi негiздер үлкен болған
сайын санның оң бүтiн дәрежесенiң де үлкен болуы, көрсеткiштерi әртүрлi, оң мәндi
бiрдей негiздi сан дәрежерiн салыстыру – оң мәндi негiздiң бiрден үлкен не кiшi болуына
сәйкес дәреженiң көрсеткiштер арасындағы реттiк қатынасты сақтауы немесе қарама-
қарсы қатынаста болуы

3. «Сан дәрежесi» тақырыбындағы мәселесiнiң жалпы қойылуы – оң бүтiн дәреже үшiн
дәлелденген алты қасиеттердiң жалпылығымен кең қолданысты қамтамасыз ететiн кез
келген нақты мәндi көрсеткiш жағдайына тараталатындай сан дәрежесiн анықтау

4. Оң нақты санның бүтiн, рационал және иррационал дәрежелерiнiң анықтамалары –
кез келген нөлден өзгеше негiздiң нөлге тең көрсеткiштi дәрежесi бiрге тең болып a0 :=
1(a ∈ R, a 6= 0) , нөлден өзгеше негiздiң терiс бүтiн мәндi дәрежесiн анықталған оң бүтiн
көрсеткiштi дәрежеге керi сан ретiнде a−n := 1

an (a ∈ R, a 6= 0, n ∈ N) анықтау арқылы
оң бүтiн мәндi дәрежемен бiрге кез келген бүтiн сан дәрежелi санды анықтау; терiс емес
санның n – оң , m – кез келген бүтiн сан болғанда m

n оң жай бөлшек (рационал сан)
дәрежесiнiң терiс емес санның n -шi дәрежелi арифметикалық түбiрiнiң m -шi дәрежесi
түрiнде анықталуы a

m
n := ( n

√
a)m n
√
am(a ∈ R, a ≥ 0, n ∈ N,m ∈ Z); бiрден кiшi емес нақты

санның оң иррационал дәрежесiнiң сол саннан аспайтын оң рационал мәндi көрсеткiштi
дәрежелердiң супремумы ретiнде анықталуы ax := {sup ar : 0 < r < x}(a ∈ R, a ≥ 1;x ∈
R Q, x > 0), осындай негiздiң терiс иррационал дәрежесiнiң анықталған оң иррационал
дәрежеге керi сан түрiнде анықталуы ax := 1

a−x (a ∈ R, a > 1;x ∈ R, x < 0) , бiрден кiшi
оң санның иррационал дәрежесi негiзге керi сан болатын бiрден үлкен санның анықталған
иррационал дәрежесi арқылы анықталуы ax := ( 1

a)−x(a ∈ R, 0 < a < 1;x ∈ R)

5. Нөлден өзгеше нақты санның нөл дәрежесi туралы a0 := 1 келiсiмiн сан дәрежесiне
алдын ала қойылған алты қасиеттердiң мәжбүр етуi – қарама-қарсы санның анықтамасын
бойынша нөлге тең көрсеткiштi онымен алмастырып, бiрдей негiздi дәреже түрiндегi
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сандардың көбейтiндiсiн дәреже көрсеткiштерiн қосу арқылы есептегендiктен, ары қарай
керi санның анықтамасы бойынша бiрге тең екендiгiне келу қадамдары

6. Ерекше a = 1 және a = 0 сандарының кез келген нақты мәндi дәрежелерi жөнiнде
келiсiмдер – 1 санның кез келген нақты сан мәндi дәрежесiнiң бiрге тең болуы, 0 санының
оң нақты дәрежесiнiң нөлге тең болуы, ал оң емес мәндi, соның iшiнде 00 дәрежесiнiң
анықталмауы

7. Нақты санның бүтiн дәрежесi және оң бүтiн мәндi көрсеткiш үшiн дәлелденген
дәреженiң алты қасиеттiнiң бүтiн мәндi көрсеткiштi дәреже жағдайына таратылу
дәлелдемелерi

8. Сан дәрежесi төңiрегiндегi мәлiметтер
§14. Сан дәрежесiнiң рационал көрсеткiштерi жағдайындағы қасиеттерiнiң

оқылулары мен дәлелдеулерi және өзара эквиваленттi әртүрлi құрылымды
анықтамалары

1. Оң негiздi рационал мәндi көрсеткiштi дәреже қасиеттерiнiң дәлелдемелерi – бiрдей
негiздi рационал мәндi дәреже түрiндегi екi санды көбейту амалында олардың негiздерi
сақталып, бар мәселе нәтиже көрсеткiшiн анықтауға түседi де және оның бастапқы
сандардың көрсеткiштерiн қосу арқылы орындалуы, санның рационал мәндi дәрежесiнiң
рационал мәндi дәрежесi осы негiздi сол сандар көрсеткiштерiнiң көбейтiндiсiне тең
көрсеткiштi дәреже болуы, екi санның көбейтiндiсi мен бөлiндiсiнiң рационал мәндi
дәрежелерi осы сандардың берiлген рационал мәндi көрсеткiштi дәрежелерiнiң сәйкес
көбейтiндiсi мен бөлiндiсi, көрсеткiштерi бiрдей, оң мәндi әртүрлi негiздi сан дәрежерiн
салыстыру – оң мәндi негiздер үлкен болған сайын санның оң рационал мәндi дәрежесенiң
де үлкен болуы, көрсеткiштерi әртүрлi, оң мәндi бiрдей негiздi сан дәрежерiн салыстыру –
оң мәндi негiздiң бiрден үлкен не кiшi болуына сәйкес дәреженiң көрсеткiштер арасындағы
реттiк қатынасты сақтауы немесе қарама-қарсы қатынаста болуы

2. Терiс санның дәреже көрсеткiшi қысқартылмайтын жай бөлшек болғандағы дәрежесi
– бөлшек бөлiмi тақ сан болғанда негiздегi терiс санға қарама-қарсы санның бөлiмдегi
тақ сан дәрежелi арифметикалық түбiрi анықтағаннан кейiн оған қарама-қарсы санның
алымға тең дәрежесiн алу

3. Сан дәрежесiнiң көрсеткiшi оң бүтiн N , бүтiн Z және рационал Q жиындар
жағдайларында бiрте-бiрте келесi анықтама соның алдыңғысы арқылы кеңейе бергенде
анықталған сан дәрежесiнiң анықтамасына эквиваленттi бiрыңғай супремум арқылы
берiлген өрнектеуi – иррационал мәндi көрсеткiштi дәреженiң супремум арқылы берiлген
анықтамасының рационал санға жарамдылығы және барлық жағдайды қамтитын бiрден
үлкен негiз үшiн енгiзiлген анықтама мен тiзбеленген анықтаманың пара-парлығы
§15. Сан дәрежесiнiң нақты мәндi көрсеткiштер жағдайынағы қасиеттерiнiң

оқылулары мен дәлелдеулерi
1. Дәреже көрсеткiшi рационал және иррационал болғандағы сан дәрежелерiнiң өзара

бөлек анықтамаларының жалпы нақты мәндi көрсеткiш үшiн бiрiктiрiлген супремум
негiзiндегi бiрыңғай анықтамасы

2. Оң негiздi нақты мәндi көрсеткiштi дәреже қасиеттерiнiң дәлелдемелерi – бiрдей
негiздi нақты мәндi дәреже түрiндегi екi санды көбейту амалында олардың негiздерi
сақталып, бар мәселе нәтиже көрсеткiшiн анықтауға түседi де және оның бастапқы
сандардың көрсеткiштерiн қосу арқылы орындалуы, санның нақты мәндi дәрежесiнiң
нақты мәндi дәрежесi осы негiздi сол сандар көрсеткiштерiнiң көбейтiндiсiне тең
көрсеткiштi дәреже болуы, екi санның көбейтiндiсi мен бөлiндiсiнiң нақты мәндi дәрежелерi
осы сандардың берiлген нақты мәндi көрсеткiштi дәрежелерiнiң сәйкес көбейтiндiсi мен
бөлiндiсi, көрсеткiштерi бiрдей, оң мәндi әртүрлi негiздi сан дәрежерiн салыстыру – оң
мәндi негiздер үлкен болған сайын санның оң нақты мәндi дәрежесенiң де үлкен болуы,
көрсеткiштерi әртүрлi, оң мәндi бiрдей негiздi сан дәрежерiн салыстыру – оң мәндi негiздiң
бiрден үлкен не кiшi болуына сәйкес дәреженiң көрсеткiштер арасындағы реттiк қатынасты
сақтауы немесе қарама-қарсы қатынаста болуы
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§16. Оң санның логарифмi – анықтамасы, бар болуы, негiзгi қасиеттерi және
қолдану өрiсi

1. Логарифм анықтамасына әкелетiн есептiң қойылымы –нақты санды берiлген мәндi
негiздегi дәреже түрiнде жазу мәселесi, соның iшiнде бiр көбейту амалын бiр қосу амалына
ауыстыруға мүмкiндiгi

2. Сан логарифмiнiң анықтамасы мен белгiлеуi – нақты санның берiлген бiрден өзге
оң мәндi негiздегi дәреже түрiндегi жазуындағы грек тiлiнен алынған λóγoς (логос) «сөз,
байланыс» және αριθµóς (арифмос) –«сан» деген мағынадағы логарифм деп аталатын
дәреже көрсеткiшi

3. Логарифмнiң бар болуы туралы теорема – қабылданған анықтамадағы талаптардың
дәлме-дәл және бiрмәндi орындалуын беретiн тұжырым

4. Логарифм анықтамасына эквиваленттi тепе-теңдiк пен дербес жағдайлары – дәреже
көрсеткiшi логарифмге тең болғанда санға тең болуы, жеке бiрге және негiзге тең
сандардың логарифмдерiнiң сәйкес нөлге және бiрге тең болуы

5. Сан логарифмiнiң негiзгi қасиеттерi – көбейтiндiнiң, бөлiндiнiң, дәреженiң логарифмi
сәйкес логарифмдерiнiң қосындысы, айырмасы, дәреже көрсеткiшiнiң логарифмге
көбейтiндiсiне тең болуы, логарифмде бiр негiзден екiншi негiзге көшу, негiзi бiрден үлкен
және бiрден кiшi оң сан болуына сәйкес логарифм сандар арасындағы қатынастарды
сақтауы немесе қарама-қарсы реттiк қатынасқа алмастыру

6. Сан логарифмiнiң негiзгi қасиеттерiнiң дәлелдемелерi – көбейтiндiнiң, бөлiндiнiң,
дәреженiң логарифмi сәйкес логарифмдерiнiң қосындысы, айырмасы, дәреже
көрсеткiшiнiң логарифмге көбейтiндiсiне тең болуы, логарифмде бiр негiзден екiншi
негiзге көшу, негiзi бiрден үлкен және бiрден кiшi оң сан болуына сәйкес логарифм
негiз арасындағы қатынастарды сақтауы немесе қарама-қарсы таңбаға алмастыруы
қасиеттерiнiң дәлелдеуi

7. Логарифмнiң сандарды көбейтудiң бiр амалын қосудың бiр амалына ауыстыру
қасиетiнiң қолданбалық маңызы

II ТАРАУ. САНДЫҚ ТIЗБЕК ШЕКТЕРIНIҢ ТЕОРИЯСЫ

§1. Тiзбек атты функция және оның нақты мәндi шегi
1.Тiзбектiң анықтамасы, белгiлеулерi және берiлу тәсiлдерi – тiзбек табиғаты функция

және ол мүмкiн барлық функциялар арасында барлық оң бүтiн сандар жиыны анықталу
жиыны болуымен ерекшеленедi, ықшамды жазу мақсатында әдеттегi f(n) түрiндегi
функция белгiлеуiнiң орнына аргументтi мәннiң төменгi интексiне жiберу арқылы екi
жақшаға ықшамдалған жинақы xn

∞
n=1 белгiленуiне алмастыру, ереже тiкелей сөйлеммен

не сөйлемнiң символдық жазылуы формуламен, тiзбектiң бiр нөмiрiнен бастап келесi
мүшесi тура алдындағы бiрнеше мүшелерi арқылы толық бейнелейтiн рекурренттi
формуламен, бастапқы бiрнеше мүшенiң жазылуынан жалпы ережесiн тану арқылы берiлуi

2.Тiзбектiң нақты мәндi шегiнiң анықтамасы – «Тiзбектiң нақты мәндi шегi» атауы
тiкелей оқылуында тiзбек нөмiрi өскен сайын тiзбектiң мүшелерi тiзбек шегi деп аталатын
нақты санға жақындай түсуi деген логикалық түйiнге керiсiнше алдымен нөмiрге
бағынышты тiзбек мәндерiнiң тiзбек шегiне жақындығы тағайындалып, артынша сол
теңсiздiктi қанағаттандыратын мәндердiң нөмiрлерiне нақтылы бiр нөмiрден бастап, бiр
де бiр нөмiр қалдырмай барлық нөмiрлер сол жақындықты сақтайтындығы жайлы шарт
қойылып, осы реттегi екi теңсiздiк ε−K(ε) тiлiндегi шек анықтамасын құрауы

3.Тiзбек шегi анықтамасының қалыпты түсiнiктерге сәйкес келе бермеуi – шек
анықтамасындағы оң болуынан басқа ешқандай шарт қойылмаған ε саны бiр уақытта
«бекiтiлген» және «кез келген» болуы және осы сөздерiнiң мағынасы қарама-қарсы
болғанымен, бұл жағдайда үйлесiмдiлiгi, әрбiр оң сан туралы алдын ала ол үлкен немесе
кiшкентай деп жеке өзiн, басқа санмен салыстырусыз айтуға болмауы – «Берушiге бесеу
көп, алушыға алтау аз», белгiлi бiр нөмiрден бастап барлық нөмiрлерге орындалатын
қасиеттi сақтай отырып, сол басталатын нөмiрдi көтере алу мүмкiндiгi, тiзбек шегiне керi
анықтаманы нық тұжырымдауда сөздiң көп мағынасымен жаңылмау үшiн бiрмәндi жазуға
мүмкiндiк беретiн тiзбек шегi анықтамасының символдық түрде жазылуы, символдық
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жазылу мен оқылуының ретiнiң кейбiр тiлдерде сақталып, кейбiрiнде сақталмауы, әрбiр
мүшесiмен анықталатын тiзбектiң шегi болуына да, болмауына да және болған жағдайда
оның мәнiне де әр жеке алынған мүшесiнiң ешқандай да әсерi болмауы

4.Тiзбектiң шегiне ұмтылудың түрлерi – тiзбек мүшелерi өз шегiне «жабысып»,
жоғарыдан не төменнен бiржақты ақырсыз жақындай түсiп, ақырсыз екiжақты жақындай
түсiп, кезекпен бiржақты қашықтап не шегiмен беттесе отырып жақындай түсiп, бiресе
жақындап, бiресе алыстап ырғалып ұмтылуы
§2. Нақты мәндi шек анықтамасындағы шенелген және шенелмеген маңайлар

түсiнiктерiн толық логикалық жалғастыру арқылы тiзбек шегiнiң алты түрiн
қамтитын жалпы анықтамасына келу

1. «Маңай» ұғымына әкелетiн шек анықтамасындағы қорытындылар – шек анықтамасы
теңсiздiгiндегi абсолют шаманың анықтамасы бойынша сол тiзбек шегiн қамтитын
интервалға келу арқылы тiлдегi мағынасымен дәлме-дәл келмейтiн нақты сан үшiн ақырлы
«маңай» ұғымын және берiлген нөмiрден үлкен нөмiрлердi интервал түрiнде жазып, +∞
«маңай» ұғымын анықтау

2.Шенелген және шенелмеген маңайлар құрылымдарының логикалық жалғастыруында
пайда болатын жүйе – нақты санның (нүктенiң) маңайы, сол маңайдың нүкте арқылы қақ
бөлiнген оң және сол жақты атты жартылай интервал түрiндегi маңайлары, ақырсыз +∞
санының маңайы және оған симметриялы ақырсыз−∞ санының маңайы, осы +∞ пен
−∞ маңайларының бiрiгуi арқылы алынған жаңадан енгiзiлген ∞ символының маңайы

3.«Маңай» ұғымы төңiрегiндегi талқылаулар – ақырлы және ақырсыз нүктелердiң
бiр-бiрiнен өзгеше маңайларын геометриялық тұрғыдан сан өсiн ию арқылы ұқсас
сипатта екендiгiн көрсету, қолданыстағы «маңай» ұғымы тiлдегi лексикадағы «жақындық»
мағынасын қандай кiшi болса да әрқайсысы жеке бермегенiмен, жинақталып жүйелi түрде
беруi

4. Сандық тiзбектiң ақырлы және ақырсыз алты түрлi шегi – алдын ала берiлген
кез келген және бекiтiлген тiзбек шегi маңайына жатқан тiзбек мәндерiнiң нөмiрлерi
+∞ маңайында жату талабымен берiлген анықтамалар және оның символдық түрде
жазылулары

5. Тiзбек мүшелерiнiң шегiне жай, жоғарыдан және төменнен ұмтылуыларының
арақатынасы – тiзбек өзiнiң ақырлы немесе ақырсыз шегiне жоғарыдан не төменнен
ұмтылуынан жай да ұмтылуы, бiрақ тiзбек мәндерi екi жағынан да ұмтылу мүмкiн
болғандығынан керiсiнше жағдайдың әрқашан орындала бермеуi

6. Шек анықтамасындағы алдын ала берiлген ε маңайы үшiн K(ε) нөмiрiн табу
үлгiсi ретiнде барлық оң бүтiн сандар жиынында анықталатын элементар функциялар
мәндерiнен құрылған тiзбек шектерiн есептеу мысалдары
§3. Сандық тiзбектiң шегi жоқ деген не?
1. Сандық тiзбектiң нақты мәндi шегiнiң анықтамасын қарама-қарсы тұжырымдау –

нақты мәндi (ақырлы) шектiң керi анықтамасы
2. Сандық тiзбек шегiнiң жалпы анықтамасын қарама - қарсы тұжырымдау – алты

түрлi шектi қамтитын жалпы анықтамаға керi анықтама жасау арқылы алты жағдайдың
әрқайсысы тiзбек шегi болмайтындығын жеке-жеке тұжырымдау және оны кесте түрiнде
көрнекi өрнектеу

3. Сандық тiзбектiң ешқандай (ақырлы да, ақырсыз да) шегi жоқ болуы – сандық
тiзбек шегiнiң жалпы анықтамасына қарама-қарсы тұжырым алты жағдайдың бәрiнде де
орындалуы, соның арасында xn = 1+(−1)n

2 тiзбегiнiң ешқандай шегi жоқ
§4. Ақырлы не ақырсыз шегi бар сандық тiзбектердiң қасиеттерi
1. Орындалуы өз-өзiнен анық сияқты болса да, математикада жиi қолданыста болатын

екi тұжырымның дәлелдемесi – абсолют шамасы бойынша кез келген оң саннан кiшi санның
нөлге ғана тең болуы, сан барлық оң нақты сандар жиында өзгергенде, әрбiр бекiтiлген
оң сан үшiн олардың көбейтiндiсi түрiндегi сандар да барлық оң нақты сандар жиында
өзгеруi
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2. Шенелген және шенелмеген сандық тiзбектер – сандық тiзбектiң заты функция
болғандықтан оның мүшелерi деп аталатын мәндерiнен құрылған жиын шенелуiне не
шенелмеуiне сәйкес тiзбектiң де шенелген не шенелмеген болуы, дәл айтқанда, тiзбектiң
әрбiр мүшесiнiң абсолют шамасы аспайтындай сан табылуы мен керiсiнше, қандай сан
алынса да, абсолют шамасы одан үлкен тiзбек мәнiнiң бар болуы, сандық тiзбектiң
шенелгендiгi мен шегi бар болуының арақатынастары

3. Жинақталатын деп те аталатын ақырлы шегi бар тiзбектердiң қасиеттерi – тiзбектiң
нақты мәндi шегiнiң жалғыздығы, жинақталатын тiзбектен алдыңғы мүшелерiнiң ақырлы
санын алып тастағанда шыққан жаңа тiзбектiң бастапқы тiзбек шегiне жинақталуы,
жинақталатын тiзбек мүшелерiнiң абсолют шамасынан құрылған жаңа тiзбектiң берiлген
тiзбек шегiнiң абсолют шамасына жинақталуы, шегi нөл емес нақты сан болатын тiзбектiң
мүшелерi белгiлi бiр нөмiрден бастап шегiнiң таңбасын сақтауы, екi жинақталатын тiзбек
шектерiнiң белгiлi бiр нөмiрiнен бастап орындалатын мүшелерiнiң арасындағы реттiк
қатынасты сақтауы, үш тiзбек берiлiп, мүшелерi xn ≤ yn ≤ zn қатынасты сақтап, екi
шеткi тiзбектiң шектерiнiң тең болуынан ортаңғы тiзбектiң де шегi сол тiзбектер шегiне
тең болуы

4. Тiзбектерге қолданылатын арифметикалық амалдар – нөмiрлерi бiрдей
жинақталатын тiзбектер мүшелерi үшiн арифметикалық амалдар орындалып, нәтижесiнде
мәнi тiзбек мүшелерiне сол амал орындалған сол нөмiрлi жаңа тiзбек құрылады да,
оның шегi бастапқы шектерге дәл сол арифметикалық амалдарды қолдану нәтижесiне тең
болады
§5. Шектерi бар екi тiзбекке амалдар қолдану нәтижесiнде пайда болған

анықталмағандықтар, оның түрлерi және анықталмағандықты ашу есептерi
1.Нақты сандарға ұмтылатын екi тiзбектiң қатынасы болатын сандық тiзбектi шек

тұрғысынан толық зерттеу – алымындағы тiзбектiң шегi нөлге тең, бөлiмiндегiнiкi
нөлден өзгеше болғанда қатынас түрiнде анықталған тiзбек шегi нөлге тең болуы,
алымындағы тiзбектiң шегi нөлден өзгеше бөлiмiндегiнiкi нөлге тең болғанда қатынас
түрiнде анықталған тiзбек шегi шексiздiкке тең болуы, алымындағы тiзбектiң де,
бөлiмiндегi тiзбектiң де шегi нөлге тең болғанда қатынас түрiнде анықталған тiзбек шегi
жайлы алдыңғы екi жағдайдағыдай нақтылы нәтижелi мәлiмет бере алмау

2. 0
0 түрiнде анықталмағандық және «Анықталмағандықты ашу» есептерi –

алымындағы тiзбектiң де, бөлiмiндегi тiзбектiң де шегi нөлге тең болғанда қатынас
түрiнде анықталған тiзбек шегi барлық мүмкiн алдын ала берiлген ақырлы не ақырсыз
сан, не ешқандай шегi жоқ болу жағдайларының әрқайсысының орындалуы мысал
арқылы көрсетiледi де, нақты алынған қатынас үшiн солардың қайсысы екендiгiн анықтау
«анықталмағандықты ашу» атты мәселенi құрады

3. Анықталмағандықтардың түрлерi және «Анықталмағандықты ашу» жалпы
мәселелерi – 0

0 анықталмағандығы тәрiздi нәтиже алдын ала белгiсiз болатын (+∞) −
(+∞), 0 · (+∞), +∞

−∞ , 1
∞ түрiндегi анықталмағандықтар және осы шек бар ма әлде жоқ па,

бар болса мәнi қандай дегендi анықтау «анықталмағандықты ашу»
§6. Әрқашанда бiржақты, ақырлы не ақырсыз шегi бар монотонды тiзбектер
1.Монотонды тiзбектер – тiзбек нөмiрлерiнiң үлкенiне үлкен мәнi не бiрiңғай кiшi мәнi

сәйкес келуiне қарай қатаң өспелi не қатаң кемiлелi болу қасиеттерi және де осы реттiк
қатынастармен қоса мәндерi тең де болуы мүмкiн кемiмейтiн және өспейтiн деп аталатын
сандық тiзбектер

2. Монотонды тiзбектiң шегiнiң бар болуы туралы теорема – кемiмейтiн (өспейтiн)
тiзбектiң шегi бар және ол тiзбек мәндерiнен құрылған жиынның супремумына
(инфимумына) теңдiгi, сондықтан жоғарыдан (төменнен) шенелген және шенелмеген
болуына қарай нақты санға не ақырсыз +∞(−∞) санына тең болуы

3.Жинақталатын монотонды тiзбектердiң ерекше мысалдары – дөңгелек ауданының
iштей сызылған дұрыс көпбұрыштар аудандарының нақты мәндi шегi арқылы бейнеленуi,
факториал тiзбектiң өсуi көрсеткiштiк тiзбегiнiң өсу жылдамдығынан «шаңына да
iлестiрмей» ақырсыз жылдам болуы, оң санның квадраттық түбiрiне кеми көрсеткiштiк
жылдамдықпен ұмтылатын тiзбек
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4. Сегменттер ұясы туралы теорема монотонды тiзбектердiң шектерiнiң геометриялық
бейнесi ретiнде – бiрiнiң iшiне бiрi орналасқан сегменттердiң сол жақ шектiк нүктелерi
кемiмейтiн, ал оң жақ шектiк нүктелерi өспейтiн тiзбектер құрады да, әрқайсысының
нақты мәндi шектерi бар болады және сегмент ұзындықтарынан құралған тiзбектiң шегi
нөл болғандықтан олардың шектерi өзара тең болып, дәл сол шек мәнi нүкте ретiнде осы
сегменттердiң әрқайсысында жатуы

5. Нақты санның ондық бөлшек түрiнде жазылуын сегменттер ұясы арқылы сипатталуы
– ондық бөлшек түрiнде жазылған санның әр разряды бойынша сегмент құрылып, сол
сегменттер ұясы жазылған санды қамтуы
§7. Математиканың және жаратылыстанудың негiзiн құрайтын бес санның

бiрi – e санының анықтамасы, рационал емес сан болуы және оның кез келген
дәлдiкпен рационал санмен жуықтау формуласы

1. e санының анықтамасы – алдын ала өзгеру тәртiбi көрiнбейтiн, жалпы мүшесi xn :=
(1 + 1

n)n өспелi, шенелген тiзбектiң нақты мәндi шегi ретiнде
2. Өзгеру тәртiбi түсiнiксiз (1 + 1

n)n тiзбек шегi ретiнде анықталған e санына көрнекi
ақырлы қосындының төменнен ақырсыз жақындауы және сол екi санның бiр-бiрiнен
ауытқуының жоғарыдан айқын түрде бағалануы – жалпы мүшесi фактариалдарға керi
сандардың ақырлы 1

0! + 1
1! + ...+ 1

n! қосындысының e санына кiшi болып ұмтылуы және әр
n қосылғышты қосындының ерекше e санынан жақындығының 1

n!n(n = 1, 2, ...) санынан
кiшi болуы

3. Жай бөлшек түрiнде жазылмайтын рационал емес сан әрiппен белгiледi, соның iшiнде
теория мен ғылыми есептеуде өз орны бар санның Эйлердiң (Euler) құрметiне e әрпiмен
белгiленуi және оны кез келген дәлдiкпен жуықтайтын рационал санның табылуы – 1

0! +
1
1! +

...+ 1
n! + θn

n!n = rn + θn
n!n(0 < θm < 1) теңдiгiнен керi жору тәсiлiмен e саны иррационал сан

екендiгi көрсетiледi де, осы формуланың өз сипатынан-ақ кез келген дәлдiкпен санына
жақын rn = n!+(n−1)!+...+1!

n! түрiндегi рационал санды беруi
4. Негiзi e > 1 саны болатын натурал логарифм – ондық жүйемен байланысты lgx :=

log10x тәрiздi ерекше e негiздi lnx := logex логарифмi
5. Жаратылыстанудың ерекше сандарының бiрi e саны төңiрегiндегi зерттерлер мен

олардың түрлерi – 1∞ түрiндегi e := lim
n→∞

(1 + 1
n)n анықталмағандықтың монотонды

тiзбектiң шегi бар болуы туралы теоремамен ашылуы және бар болу деңгейiнде анықталған
иррационал е санын кез келген дәлдiкпен e− (1 + 1

1! + ...+ 1
n!) ≤

1
n!n арқылы қолданысқа

жарамды рационал санмен жуықтау
§8. Сандық тiзбектердiң тiзбекшелер мен дербес шектер
1. Сандық тiзбектiң жалпы алты түрдегi шегi бар болуының не ешқандай да шегi

болмауы мәселесiнiң негiзгi зерттеу құралы болып табылатын оның тiзбекшесi деп
аталатын тiзбегi және де дербес шегi атты шегi – алдын -ала берiлген сандық тiзбектiң
қайсiбiр өспелi оң бүтiн мәндерiнен түсiрiлген өспелi нөмерлерге сәйкес мәндерiнiң өздерi
тiзбекше деп аталатын жаңа тiзбек құрады да, сол тiзбектiң шегi бар болған жағдайда
оның ақырлы не ақырсыз мәнi бастапқы сандық тiзбектiң дербес шегi деп аталады

2. «Тiзбекше-дербес шек» түсiнiктерi «Сандық тiзбек шегi» теориясына ешқандай
жаңалық әкелмейтiн дербес шектер мәндерi алдын-ала белгiлi сандық тiзбектер – Шегi
бар сандық тiзбектiң әр тiзбекшесiнiң сол ақырлы не ақырсыз санға тең шегi бар болуымен
жоғарыдан (төменнен) шенелмеген тiзбектiң әрқашанда ақырсыз+∞(−∞) дербес шегi бар
болуы

3. Сандық тiзбектiң барлық дербес шектерiнен құрылған жиынының мүмкiн
құрылымдары – алдын-ала берiлген шектiң мүмкiн алты түрi де және олардың әрбiр
жиыншасы дербес шектерi дәл сол жиындар болатын сандық тiзбектердiң бар болуы,
сондай-ақ барлық дербес шектер жиыны сегмент болатын сандық тiзбегi мысалы мен әр
интервалдың ондай қасиетте бола алмайтыны туралы мәлiмет
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§9. Әр сандық тiзбектiң ең үлкен және ең кiшi дербес шегi бар болуы туралы
больцано-вейерштрасс теоремасы және солардың тiзбек мүшелерi арқылы
сипаты

1. Сандық тiзбектi зерттеудегi «тiзбекше-дербес шек» әдiсiн мазмұнды ететiн әр
шенелген сандық тiзбектiң нақты сан болатын кемiнде бiр дербес шегiнiң бар болуын
беретiн Больцано-Вейерштрасс теоремасы – шенелген сандық тiзбектiң дербес шектерiнiң
iшiнде ең үлкен және ең кiшi дербес шегi бар болуын, демек екеуi тең болғанда бiр, өзара
тең емес болғанда кемiнде екi дербес шектiң бар болуын қамтамасыз ететiн сегменттер
ұясы туралы теореманы тiзбек мүшелерiн қамтитын сегменттi тең бөле отырып, сегменттер
ұясын құру барысында тiзбектiң ақырсыз мүшелерi тек бiреуiнде жатса, мүшелердiң
ақырсыз саны жатқан бөлiгiн, ал екi бөлiгiнде де жатса, тек оң (сол) жақ бөлiгiн ала
отырып қолданғанда, жоғарғы (төменгi) шек деп аталатын ең үлкен (кiшi) дербес шекке
келуi

2. Қайсыбiр нақты сан берiлген сандық тiзбектiң (шенелген не шенелмеген) ең
үлкен (ең кiшi) дербес шегi болуы үшiн сол тiзбекке және санға қойылатын шарттар –
нақты сан берiлген тiзбектiң дербес шегi болуымен қатар, одан үлкен (кiшi) дербес шек
болмайтындығын қамтамасыз ететiн алдын ала берiлген одан үлкен (кiшi) кез келген сан
үшiн белгiлi бiр нөмiрiнен бастап тiзбек мүшелерiнiң барлығы сол саннан кiшi (үлкен)
болуы

3. Сандық тiзбектiң нақты мәндi жоғарғы (төменгi) шектерiнiң толық сипаттамасы
– нақты мәндi тiзбек шегi анықтамасындағы жоғарғы (төменгi) жақ теңсiздiгi белгiлi
бiр нөмiрден бастап бүкiл тiзбек мүшелерi үшiн орындалса, төменгi (жоғарғы) теңсiздiк
нөмiрлерi жоғарыдан шенелмеген мүшелер үшiн орындалуы

4. Шенелген тiзбектердiң ең үлкен (ең кiшi) дербес шектерiнiң тiзбек мүшелерiнiң inf-sup
(sup-inf) бойынша тiкелей бейнеленуi – әр оң бүтiн санды нөмiр үшiн нөмiрлерi одан кем
емес барлық тiзбек мәндерiнен құрылған жиынның супремумдары (инфимумдары) нақты
мәндi өспейтiн (кемiмейтiн) тiзбек құрып, шегi сол сандардың инфимумына (супремума)
тең жоғарғы (төменгi) шектiң дәл өзi болуы

5. Жоғарғы шектiң lim
n→∞

xn = lim
n→∞

supxn = inf supxn және төменгi шектiң lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

inf xn = sup inf xn белгiлеулерiнiң мағыналары
6. Больцано-Вейерштрасс теоремасының жалпы түрдегi қорытынды оқылуы – кез

келген шенелген де, шенелмеген де сандық тiзбектiң ең үлкен және ең кiшi дербес
шектерiнiң бар болуы
§10. Коши критерийi – сандық тiзбектiң нақты мәндi шегi бар болуын оның

iшкi құрылысы арқылы бейнеленген қажеттi және жеткiлiктi шарты және оның
сапалық талқылаулары

1. Коши шарты мен Коши тiзбегi – нақты мәндi шегi бар тiзбектiң анықтамасынан
шығатын тiзбек iшкi құрылымын белгiлi бiр нөмiрiнен бастап кез келген екi мүшесiнiң
бiр-бiрiне жақын болуымен сипаттайтын шарт пен сондай қасиеттi тiзбек аталымы

2. Сандық тiзбектiң шек мәнiн қатыстырмай, тек қана тiзбек мүшелерiнiң iшкi
құрылысы арқылы нақты мәндi шегi бар болуының қажеттi және жеткiлiктi шартын
беретiн Коши критерийiнiң оқылуы және дәлелдемесi – барлық сандық тiзбектерден
мүшелерiнiң бiр-бiрiне Коши шарты атты ақырсыз жақындық қасиетiмен ерекшеленетiн
нақты мәндi шегi бар тiзбектердi бөлiп алу

3. Коши критерийiнiң жинақталатын тiзбектер теориясындағы орны – нақты мәндi
шегi бар тiзбек анықтамасындағы шарттардың барлығы тiкелей сол нақты мәндi шек
төңiрегiнде болғанда, Коши критерийiнде нақты мәндi шек бар екендiгi мәнi көрсетiлмей,
оның мүшелерiнiң құрылымы арқылы берiлуi; Коши критерийiнiң құндылығы кез келген
нақты мәндi шегi бар тiзбекке арналған жалпылығы болады да және құндылығымен
қатар жүретiн кемшiлiгi Коши шартының орындалуының техникалық тұрғыдан тексеруi
қиындығында, ал монотонды тiзбек үшiн нақты мәндi шек бар болуының кемшiлiгi мен
құндылығы оның қолдану аясы тек монотонды тiзбектерге арналған тар болуы мен
тексеруi жеңiл болуында; Коши шартының орындалмауы тiзбектiң нақты мәндi шегi
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болмауын берiп, қалған екi – шегi бар және ол ақырсыз болуы не мүлдем шегi болмауы
жағдайларының бiрiне әкелуi

4. Объектiнiң таза «Бар болу теоремасы» мен «Құрылымдық теоремасы» сипатындағы
тұжырым түрлерi – Коши критерийi тек тiзбектiң нақты мәндi шегi бар болуын берсе,
монотонды тiзбектiң шегi туралы теоремада шектiң дәл мәнi тiкелей тiзбек мүшелерi
арқылы sup− inf бойынша құрылады
§11. Жоғарғы шек деп аталатын ең үлкен және төменгi шек деп аталын ең

кiшi дербес шектердiң жинақталатын да, жинақталмайтын да барлық сандық
тiзбектердiң құрылысы мен қасиеттерiн сипаттауы

1.Тiзбектiң «Жай», жоғарғы және төменгi нақты мәндi шектерiнiң өзара байланысты
ε−K(ε) тiлiндегi анықтамаларының жинақталған арақатынастары

2. Жоғарғы және төменгi шектердi 0,1,0,1,. . . тiзбек мысалында есептеу үлгiсi –
аталмыш тiзбектiң 0 мен 1 сандарына тең екi дербес шектерi бар екендiгiн және одан басқа
сан дербес шек бола алмайтындығын көрсетiп, яғни 0,1 сандық жиыны барлық мүмкiн
дербес шектер жиыны болып, 0 саны ең кiшi, 1 саны ең үлкен дербес шек екендiгiн алу

3. Тiзбектiң нақты мәндi шегi бар болуының және болмауының дербес шектер тiлiндегi
критерийлерi – сандық тiзбектiң нақты мәндi шегi бар болуына оның төменгi және жоғарғы
шектерi нақты мәндi, өзара тең болуының және тiзбектiң нақты мәндi шегi болмауына
өзара бөлек екi дербес шектiң бар болуының қажеттiлiгi мен жеткiлiктiгi, сонымен қатар
шенелген тiзбектiң ақырлы да, ақырсыз да, бiр сөзбен айтқанда ешқандай шегiнiң болмауы
үшiн төменгi шектiң жоғарғы шектен кiшi болуының қажеттiлiгi мен жеткiлiктiгi

4. Тiзбек шегi бар және +∞,−∞ не ∞ ақырсыз сандардың бiрiне тең болуының
және ақырлы да, ақырсыз да, бiр сөзбен айтқанда ешқандай шегi болмауының дербес
шектер тiлiндегi критерийлерi – сандық тiзбектiң шегi ақырсыз болуы үшiн оның әр дербес
шегi +∞,−∞,∞ ақырсыз сандарының бiрiне тең болуының және тiзбектiң ешқандай шегi
болмауы үшiн кемiнде бiрi ақырлы екi әртүрлi дербес шектерiнiң бар болуының қажеттiлiгi
мен жеткiлiктiгi

5.Коши критерийiнiң дербес шектер тiлiндегi тағы бiр дәлелдеуi – Коши шарты
орындалатын тiзбектен Больцано-Вейерштрасс теоремасы бойынша жоғарғы және төменгi
шектерге ұмтылатын тiзбекшелер табылып, шектiң тiкелей анықтамасынан шыққан нақты
мәндi жоғарғы және төменгi шектер теңдiгiнен нақты мәндi шегi бар болуының дербес
шектер тiлiндегi критерийлерiне келуi

6.Теңсiздiкте жоғарғы және төменгi шектерге көшу туралы теорема – сандық тiзбектiң
жоғарғы және төменгi шектерiнiң өзара жеке тiзбек мүшелерi арасындағы реттiк
қатынасты сақтауы

7. Жоғарғы және төменгi шектер арқылы тiзбектiң шенелгендiк қасиеттерiнiң пара-
пар бейнелеулерi – тiзбектiң мәндер жиынының жоғарыдан, төменнен және жалпы
шенелгендiгiнiң не шенелмегендiгiнiң сәйкес жоғарғы, төменгi және абсолют шамаларынан
құрылған тiзбектiң жоғарғы шектерiнiң ақырлы болуы немесе +∞,−∞,∞ ақырсыз
сандарына тең болуы арқылы жазылуы

8. Шенелген сандық тiзбектiң оның жоғарғы және төменгi шектерi негiзiндегi өзгеру
заңдылығының аналитикалық құрылысы мен геометриялық сипаттамасы – тiзбектiң
жоғарғы және төменгi шектерiнен жасалған жолақты сәл кеңейткенде белгiлi бiр нөмiрден
бастап, мүшелерiнiң барлығы осы кеңейтiлген жолақта жатады да, оны сәл тарылтқанда
қандай оң сан алсақ та, одан үлкен нөмiрлi мүшелердiң мiндеттi түрде жолақ астына да,
үстiне де шығып кетуi
§12. Тiзбек дербес шегiнiң мазмұнын ашатын маңайлар тiлiндегi эквиваленттi

анықтамалары және соның негiзiндегi Больцано-Вейерштрасс теоремасының
тағы бiр дәлелдеуi

1. Сандық тiзбектiң нақты мәндi дербес шегiнiң тағы екi анықтамасы – тiзбектiң берiлген
санға ұмтылатын тiзбекшесi бар болуымен қатар нақты санның алдын ала алынған кез
келген маңайында қалауымызша үлкен нөмiрлi тiзбек мүшесi жатуы не оған пара-пар
тiзбектiң ақырсыз көп мүшелерiнiң жатуы
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2. Дербес шектiң қабылданған үш анықтамаларының эквиваленттiлiгi – нақты сан
тiзбектiң қандай да бiр анықтама бойынша дербес шегi болғанда, онда қалған екеуi
бойынша да дербес шегi болуы

3. Бiр ұғымның бiрнеше эквиваленттi анықтамаларының пайдалылығы – шенелген
тiзбектер үшiн ең үлкен және ең кiшi дербес шегi бар болуы жайлы Больцано-Вейерштрасс
теоремасының дербес шектер қасиеттерiн бойына сiңiрiлген эквиваленттi анықтамалар
арқылы мәселе мағынасын ашатын тағы бiр дәлелдемесi

III ТАРАУ. САНДЫҚ ФУНКЦИЯ ШЕКТЕРIНIҢ ТЕОРИЯСЫ

§1. Нақты мәндi айнымалының нақты мәндi функциясының негiзгi
анықтамалары мен қасиеттерi

1.Нақты мәндi айнымалының нақты мәндi функциясы-аргументi де, мәнi де нақты сан
болатын функция

2. Координаталық жазықтық атты жазықтықтағы тiк бұрышты координаталық жүйе
– жазықтықтағы әр геометриялық нүктенiң координаталары деп аталатын реттелген екi
нақты санмен өрнектеу арқылы жазықты арифметикаландыру

3. Функция графигiнiң жиын түрiндегi аналитикалық анықтамасы мен функция
графигi деп аталатын жазықтықтағы фигура ретiндегi геометриялық бейнесi түрiнде
берiлген өзара бөлек екi сипаттамасы – сәйкес x аргументi функция анықталу жиынында
өзгергендегi (x, f(x)) реттелген нақты сандардан құрылған барлық жұптар жиыны және
координаталық жүйедегi барлық (x, f(x)) геометриялық нүктелерден салынған сызық
сурет

4. Квадраттық функциялар мысалындағы функциялар графиктерiнiң түрлендiру
үлгiлерi – өсiнiң бойымен оңға не солға жылжыту, Oy өсiнiң бойымен жоғары не төмен
жылжыту, Ох және Оу өстерiнiң бойымен созу не сығу

5. Функция графиктерiнiң түрлендiрулерi – өсiнiң бойымен оңға не солға жылжыту,
Oy өсiнiң бойымен жоғары не төмен жылжыту, өстерiнiң бойымен созу не сығу, функция
модулiнiң графигi

6. Функция графигiнiң математикадағы орны – математикалық теорияны графиксiз де
құруға болуы және графигi салынбайтын функциялар

7. Функция графигiнен көрiнетiн геометриялық қасиеттердiң аналитикалық оқылулары
– сандық функцияның монотондылығы, дөңестiлiгi, иiлу нүктесi, жұп және тақтылығы,
периодтылығы, шенелгендiгi, керi функция

8. Сандық функцияның супремумы және инфимумы – функция ұғымының
табиғаты ереже, ал супремум мен инфимум ұғымдары тек сандық жиын үшiн ғана
анықталғандықтан бiр қарағанда «функцияның супремумы мен инфимумы» сөз тiркесi
iштей қайшылыққа келетiндей болғанымен, олар, ширатып айтқанда, функцияның барлық
мәндерiнен құрылған сандық жиынның сәйкес супремумы мен инфимумы болады

9. Тригонометриялық функциялардың координаталық жазықтықтағы бiрлiк шеңбер
арқылы анықталу ережелерi – радиусы бiрге тең центрi координаталар басында жатқан
бiрлiк шеңбердiң бойынан әрбiр нақты санға бiр нүктенi сәйкес қою үрдiсi, сол нүкте-
векторы мен Ох өсiнiң арасындағы бұрыштың радиандық және градустық өлшемдер
жүйесiн енгiзiлiп, сол өлшеу жүйесiнiң бiрiнен екiншiсiне көшу формулары, бiрлiк шеңбер
бойындағы ұзындығы |x| санына тең доғаның ұшындағы нүктенiң абциссасы бойынша
cosx, ординатасы бойынша sinxмәндерiн, сол анықталған cosx пен sinx мәндерiнiң
қатынасы арқылы tg xжәне ctg x мәндерiн анықтау және оны беретiн геометриялық
құрылымды суреттеу

10. Бiрлiк шеңбер негiзiнде тригонометриялық функциялар периодтылығының
геометриялық түсiндiрмесi – нақты сандарды бiрлiк шеңбер бойына орналастыру
барысында бiр-бiрiмен 2π еселi айырмашылықты сандар бiр нүктеде беттесуiнен

11.Тригонометриялық функциялардың бiрлiк шеңбер негiзiнде берiлген
анықтамаларының тiкбұрышты үшбұрыш арқылы берiлген анықтамалармен пара-
парлығы
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12. Тригонометриялық функциялардың геометриялқы сипаттағы анықталу ережесiнен
тiкелей оқылатын негiзгi қасиеттерi және графиктерiнiң эскиздерi – cosx функциясының
жұп, қалғандарының тақтылығы, cosx пен sinx функцияларының шенелгендiгi,
тригонометриялық функциялардың периодтылығы, монотондылық аралықтары және осы
қасиеттердiң барлығын функция графиктерiнiң эскиздерiнде жинақтау

13. Керi тригонометриялық функциялар – тригонометриялық функциялардың
қатаң монотондылық аралықтарының бейнесiнде анықталған тригонометриялық керi
функцияларды анықтау және әрқайсысының алдына «арк» қосымшасын қосу арқылы керi
функцияларына сәйкес атау беру

14. Негiзгi тригонометриялық теңбе-теңдiктер мен формулалар – Пифагор
теоремасы мен бiрлiк шеңбер бойынша анықталған тригонометриялық функциялардың
анықтамалары бойынша cos2 x + sin2 x = 1 негiзгi тригонометриялық тепе-теңдiгiн
дәлелдегендей аргументi x + yx − y болатын қосу формулалары деп аталатын өрнектi
аргументтерi x және y болатын тригонометриялық функциялар арқылы бейнелеу, қосымша
бұрыштар үшiн формулалар, қос және жарты бұрыштар формулалар, косинустар
мен синустардың қосындысы мен айырымы, аргументтерi бiрдей тригонометриялық
функциялар арасындағы байланыстардан тұратын 50-ден аса формулаларды бiрiнен кейiн
бiрiн тiзбелей дәлелдеу

15. Негiзгi элементар функциялар атты топқа жинақталған дәрежелiк, көрсеткiштiк,
логарифмдiк, тригонометриялық және керi тригонометриялық функциялар – сан
ретiнде анықталған дәреже, логарифм ұғымдары арқылы әрқайсысы мағыналы
болатын жиындарда сәйкес элементтерiн айнымалы ретiнде алып, сол ережелермен
жаратылыстанудың әртүрлi өзгеру жылдамдықтарын сипаттайтын алғашқы үш
функциямен бiрге бiрден функция ретiнде анықталған тригонометриялық және керi
тригонометриялық функциялар

16. Элементар функциялар – бес түрлi негiзгi элементар функцияларға бес түрлi жаңа
функция құру ережелер ақырлы рет қолданысы

17. Элементар функцияның әрқаншанда формула түрiнде жазылуы және сол
формуладан функцияны анықтайтын ереженiң оқылуы – ереженi қадам-қадаммен
алгоритм түрiнде жiктеу

18. Элементар функцияның жазылуынан оның анықталу жиынының табылу –
формуладағы алгоритмнiң барлық қадамдары орындалатындай аргументтiң мәндерiнен
құрылған жиынның жазылуы

19. Элементар функцияның төңiрегiндегi қосымша мәлiметтер – элементар функция
берiлгенде оның ережесi мен анықталу жиыны туралы ештеңе айтылмайды, элементар
функция әрқашан формула түрiнде жазылғанымен, әр формуланың функция бола бермеуi,
f(x) = |x| =

√
x2 – элементар функция, функция жазылуында оның ережесi мен анықталу

жиыны бар болғандықтан дәлме-дәл оқылу тиiстiлiгi
20. Анықталу жиындары қиылыспайтын функциялардан құрылған анықталу жиыны

берiлген функциялардың анықталу жиындарының бiрiгуi болатын жаңа функция құру
әдiсi – құрылған функцияның элементар да, элементар емес те болуы, қолданыста
функцияның анықталу жиыны бiр элементтi де болу мүмкiндiгi

21. Элементар функциялардың негiзгi топтары – алгебралық көпмүшелiк пен олардың
қатынасынан тұратын рационал функциялар, рационал функциялар мен көрсеткiшi
рационал болатын дәрежелiк функцияларға төрт арифметикалық және күрделi функция
құру амалдарын ақырлы рет қолданудың нәтижесi болатын алгебралық функциялар және
алгебралық емес, функцияның х аргументiне тек қана төрт арифметикалық және керi
функция құру амалдарын қолдану арқылы беруге болмайтынын бiлдiретiн транценденттiк
функциялар
§2. Сандық (нақты мәндi) функцияның тәуелсiз айнымалысы (аргументi)

нақты санға ұмтылғандағы ақырлы (нақты мәндi) шегiнiң анықтамасы
1. Cандық функцияның ақырлы lim

x→a
f(x) = b(a ∈ R, b ∈ R) шегiнiң ε − δ(ε) -маңайлар

тiлiндегi анықтамасы – тәуелсiз айнымалы функцияның анықталу жиынындағы мәндердiң
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бәрiн қабылдап, а санына бiрте-бiрте ақырсыз жақындаған сайын, оған тәуелдi сәйкес мәнi
b санына ақырсыз жақындай түседi деген айтылуынан өз-өзiнен туындайтын дұрыс елеске
формалдi математикалық өрнектегенде керiсiнше алдымен аргументке тәуелдi мәндерiнiң
функция шегiне жақындығы тағайындалып, артынша сол маңайда жататын мәндердiң
аргументтiң а нүктесiнiң ойылған маңайында жататындығы жайлы шарт қойылып, осы
реттегi екi теңсiздiк « ε− δ(ε) » тiлiндегi шек анықтамасын құрауы

2. Сандық функция шегiнiң анықтамасын сөзбе-сөз тiкелей қолдану үлгiсi ретiндегi
алғашқы мысалдар – тұрақты, дәрежелiк, көрсеткiштiк, логарифмдiк функциялардың
нақты мәндi нүктедегi шегiн табу

3. Сандық функцияның нақты мәндi шегiнiң нақты мәндi нүктедегi « ε − δ »-
тiлiндегi анықтамасының бастапқы талқылаулары. Ойылған маңай. Шектiк нүкте –
функция шегiн анықтау кезiнде функция сол нүктеде анықталған ба, жоқ па, анықталса
мәнi функция шегiне қалай әсер етедi деген өзiнен-өзi туындайтын сұрақтарға шек
анықтамасындағы ойылған маңай функциясының сол нүктедегi шегi мен функция
жағдайының байланыссыздығын беруi; шек анықтамасы мағыналы болу талабында кез
келген ойылған маңайда анықталу жиынының ең болмағанда бiр нүктесi жатуы үшiн шек
ұғымының анықталу жиының шектiк нүктелерi үшiн ғана анықталуы; функцияның нақты
мәндi нүктеде шегi бар болуы, бар болса оның мәнi әр ойылған маңайымен берiлген сол
нүктесiнiң «қасындағы» функцияның құрлысына тәуелдi болатын «ұжымдық» қасиеттi
және де сонымен бiрге әр жеке алынған нүктелерге тәуелдi еместiгi; шектiң анықтамасында
тек функция мәндерi шегiне жақын болуын қамтамасыз ететiн аргумент ұмтылатын нүкте
маңайын табу талап етiлсе, кейiн ол маңайды қалауымызша кiшiрейту мүмкiндiгi және сол
табылатын маңайдың алдын ала берiлген оң санмен қоса, функция мен шек ұмтылатын
нүктеге де тәуелдiлiгi
§3. Нақты мәндi функцияның нақты мәндi шегiнiң нақты мәндi нүктедегi

тiзбектер тiлiндегi анықтамасы. екi анықтаманың эквиваленттiлiгi. Eкi тамаша
шек

1. Сандық функцияның ақырлы шегiнiң тiзбектер тiлiндегi анықтамасы – тiзбек шегi
теориясын функция шегiн анықтауға қолдану мүмкiндi

2. Сандық функцияның ақырлы шегiнiң маңайлар және тiзбектер тiлiндегi
анықтамаларының эквиваленттiлiгi – бiр ұғымның өзара пара-пар әртүрлi
анықтамалармен бейнеленуi

3. Анықтамадағы шарттарды оның мазмұнын жоғалтпай азайту – функция
шегiнiң тiзбектер тiлiндегi анықтамасындағы тiзбектерге қойылатын шартты жеңiлдетiп,
анықтама мазмұнын сақтап, монотонды тiзбектермен шектелу

4. Екi тамаша шек – бiрiншi тамаша шек атты 0/0 түрiндегi анықталмағандық болатын
lim
x→∞

sinx
x = 1 − 0 шегiн функция шегiнiң маңайлар тiлiндегi анықтамасымен және екiншi

тамаша шек деп аталатын 1? анықталмағандығы болатын lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→∞
(1 + 1

x)x = e

шегiн тiзбектер тiлiндегi анықтамамен дәлелдеу
§4. Нақты мәндi шегi бар нақты мәндi функциялардың шек төңiрегiндегi

қасиеттерi
1. Сандық функцияның локалдi шенелгендiгi және функцияның нақты мәндi

шегi бар нүктесiнiң сол қасиеттi нүкте болуы – функцияның жиында шенелу қасиетi
орындалатындай нүктенiң маңайының не ойылған маңайының табылуы және функцияның
нүктеде локалдi шенелген болуы сол нүктеде нақты мәндi шегiнiң бар болу анықтамасының
салдары ретiнде

2. Нөлден өзгеше нақты мәндi шегi бар функцияның шек алынып тұрған нүктенiң
қайсыбiр ойылған маңайында шек таңбасы сақтауы – шектiң таңбасы оң (терiс) болса, сол
нүктенiң қайсыбiр ойылған маңайыныңда жататын анықталу жиынының нүктелерiндегi
мәнi оң (терiс) болуы, сонымен бiрге функцияның дәл сол нүктедегi мәнi бар болғанда оның
бұл заңдылыққа бағынбай, өз берiлуi бойынша таңбасы шек таңбасымен бiрдей болуы да,
болмауы да мүмкiндiгi

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2021, Том 135, №2
Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева. Математика. Компьютерные науки. Механика, 2021, Том 135, №2

38



Н. Темiрғалиев

3. Анықталу жиындары бiрдей функцияларға төрт арифметикалық амалды
қолданғанда шектiң сол арифметикалық амалдарды сақтауы – анықталу жиынының
шектiк нүктесi болатын нүктеде нақты мәндi шегi бар саны ақырлы функцияларға
арифметикалық амалдар орындағанда шыққан функцияның шегi бар және оның бастапқы
функция шектерiне дәл сол арифметикалық амалдарды қолдану нәтижесiне тең болуы

3. Күрделi функцияның шегi – iшкi функция шегiнiң мәнiне тең нүктеде сыртқы
функцияның шегi сол нүктедегi мәнiне тең болғанда олардан құрылған күрделi
функцияның iшкi функция ұмтылатын нүктедегi шегiнiң сол мәнге тең болуы және де
осы тұжырым сақталуы үшiн сыртқы функцияға қойылған шарттың мiндеттiлiгi

4.Функцияның бiр ғана нақты мәндi шегi болуы туралы теорема – сандық функцияның
нүктеде екi не одан да көп нақты мәндi шегi бола алмауы

5. Сандық функцияның нақты мәндi шегiнiң жалпы анықтамасы және дәлелденген
қасиеттердiң жалпы жағдайға таралуы – аргументi нақты мәндi нүктеге жай ұмтылумен
қатар, сол жағынан, оң жағынан, +∞,−∞ ақырсыз сандарына және ∞ ұмтылылғандағы
функцияның нақты мәндi шегiнiң 6 түрлi анықтамалары
§5 Монотонды функцияның анықталу аралығының әр шектiк нүктесiнде

бiржақты шегiнiң әрқашанда бар болуы және олардың функция мәндерi
арқылы бейнеленуi

Шенелген монотонды функцияның анықталу аралығының әр шектiк нүктесiнде нақты
мәндi шегiнiң әрқашанда бар және оның тек қана бiржақты болуы – алты мүмкiн
жағдайдан +∞,−∞ пен нақты мәндi санға ұмтылғанда оң және сол жақты шектердiң
бiрi ғана болып, ∞ пен жай шектiң болмауы және сол бiржақты шектердiң дәл мәнiнiң
функция өспейтiн және кемiмейтiн болуына байланысты геометриялық түрде көрнекi
функция мәндерiнiң инфимумы мен супремумы арқылы бейнеленiу
§6. Нақты мәндi функцияның нақты мәндi нүктеде нақты мәндi шегi бар

болуын оның iшкi қасиеттерi арқылы беретiн Коши критерийi
1.Коши критерийi – сандық функцияның шек мәнiн қатыстырмай, тек қана функция

мүшелерiнiң iшкi құрылысы арқылы нақты мәндi шегi бар болуының қажеттi және
жеткiлiктi шарты

2. Қажеттiлiгi мен жеткiлiктiлiгi бiрдей салмақтағы Коши критерийiнiң дәлелдеуi
– критерий қажеттiлiгiнiң нақты мәндi функция шек анықтамасынан ғана тiкелей
шығуы және оның терең дамытылған тiзбектер теориясын толық көлемде қажет ететiн
жеткiлiктiлiгiнiң дәлелдеуiмен толығуы
§7. Сандық функция шегiнiң « ε − δ »- маңайлар тiлiндегi жалпы lim

x→p
f(x) =

q анықтамасы және де оның 36 түрлi нақтылаулары: нақты мәндi нүктедегi
lim
x→a

f(x) = q , шексiздiктегi lim
x→∞

f(x) = q екiжақты (жай), бiржақты lim
x→a+0

f(x) =

q, lim
x→a−0

f(x) = q, lim
x→−∞

f(x) = q, lim
x→+∞

f(x) = q шектерi

1. Функция аргументi ұмтылатын 6 жағдайдың «Ойылған маңайлар» кестесi – нақты
мәндi нүктеде нүкте маңайынан сол нүктенiң өзiн алып тастағанда шыққан жиындар:
нүктенiң жай ойылған маңайы сол нүктенi қамтитын интервалдан сол нүктенi алып
тастағанда, оң және сол жақтағы интервалдардың бiрiгуi және олардың сәйкес оң және
сол жақты ойылған маңайларды құрауы; маңай тек нақты сандардан құрылғандықтан
ақырсыз нүктеде ойып алып тастайтын ешнарсе болмай ойылған маңай маңайдың дәл өзi
болуы

2. Сандық жиынның a(a -нақты сан), a+ 0, a− 0,∞,+∞,−∞ символдарымен берiлген
алты түрлi шектiк нүктелерi – ақырлы немесе ақырсыз нүктенiң кез келген ойылған
маңайында сол жиынның ең болмағанда бiр не оған пара-пар шексiз көп нүктелерiнiң бар
болуы және тiзбектер тiлiндегi оған пара-пар тұжырым

3.Функция шегiнiң жалпы анықтамасы және оның 6 түрлi ойылған маңайыдағы
аргументi мен 6 түрлi маңайдағы мәндерiнiң кестелерi арқылы сипатталған 36
нақтылаулары – функция мәндерi жататын кез келген алдын ала берiлген маңайдағы
аргументтердiң барлығы жататын аргумент ұмтылатын нүктенiң ойылған маңайының
табылуы
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4. Функция шегiнiң барлық 36 түрiнiң бiр-бiрiмен мүлдем байланыссыз еместiгi –
функция аргументi нүктеге жай ұмтылғанда табылған шекке тең оң және сол жақтан
ұмтылғандағы шектiң бар болуы, бiрақ керiсiнше жағдайдың әрқашан орындала бермеуi,
сонымен қатар функция мәнiнiң шегiне ұмтылуының нақтылауы болатын жоғарыдан және
төменнен ұмтылатын шектiң бар болуынан оған тең екi жақты шектiң бар болуы және
керiсiнше жағдайдың бұнда да әрқашан орындала бермеуi

5. Бiрiншiсi маңайлар кестесi арқылы жазылып, екiншiсi сол жазу негiзiнде
математикалық анализдi құру үстiнде «атынан-затына», «затынан-атына» түрiнде қолдану
тәжiрибесiнен түсiнетiн, екi сатыдан тұратын функция шегiн толық түйсiк деңгейiнде
игерудiң нұсқамасы – функция шегiнiң жалпы анықтамасындағы аргумент ұмтылатын
нүктенiң 6 ойылған маңайы мен функция шегiнiң 6 түрлi маңайын сәйкес кестелерiнен
қою арқылы жасалған құраушылары бiр-бiрiне тәуелсiз әртүрлi жұптардан 36 түрлi
шек анықтамасының кванторлар тiлiндегi жазылулары және солардың қарапайым тiлмен
оқылулары; осы нұсқамамен формалдi жазылған шек анықтамасының тереңде жасырын
жатқан мазмұнын шек игерудiң бiрiншi сатысындағы жазылуларды дифференциалдық
және интегралдық есептеулер теориясын құруда атауынан мазмұнына және керiсiншi,
мазмұнынан атына бағытта қолданыс барысында бойға сiңiру

6. Функцияның нақты мәндi шегiнiң « ε − δ » тiлiндегi 6 түрлi анықтамалары –
функция аргументi нақты мәндi нүктеге және жалпыланған шексiздiкке жәй, оң, сол
жақты ұмтылғанда функция шегiнiң бар және нақты мәндi болуы

7. Функция аргументi нақты санға жай және бiржақты ұмтылғандағы сандық функция
шегiнiң « ε − δ » тiлiндегi анықтамаларының барлық 18 түрi – функция аргументi нақты
мәндi нүктеге оң жақты және сол жақты ұмтылғанда функция шегiнiң бар және нақты
мәндi нүкте мен жалпы шексiздiкке жәй ұмтылуы, сонымен қатар қалай ұмтылатындығын
көрсететiн төменнен, жоғарыдан ерекше ұмтылуы

8. Үш түрлi ақырсыз нүктедегi шектiң « ε − δ » тiлiндегi анықтамаларының барлық
18 түрi – функция аргументi жалпыланған шексiздiкке және оған оң жақты, сол жақты
ұмтылғанда функция шегiнiң бар және нақты мәндi нүкте мен жалпы шексiздiкке жәй
ұмтылуы, сонымен қатар қалай ұмтылатындығын көрсететiн төменнен, жоғарыдан ерекше
ұмтылуы

9. Функция шегiнiң « ε − δ » тiлiндегi жалпы анықтамасы төңiрегiндегi жағдайындағы
қорытынды түйiндер

10. Шектiң « ε − δ » тiлiндегi жалпы анықтамасының тiкелей iшкi байланыстары
– функция нүктеде жинақталуының бiржақты шектер арқылы берiлген қажеттi және
жеткiлiктi шарттары, аргумент ұмтылатын нүкте мен шек мәнi 0 немесе шексiздiк
болғандағы функция шегiнiң арақатынастары

11. Бұл оқулықта қолданылмайтын «ақырсыз аз» және «ақырсыз үлкен» шамаларға
түсiнiктеме – нүктедегi шегi сәйкес нөл және шексiздiк болғандағы атаулар және де
функцияның бұл локалдi қасиетiн бүкiл функцияға таратқанда жаңылыс түсiнiк беру
қауiпi
§8. Сандық функция шегiнiң тiзбектер тiлiндегi жалпы анықтамасы, оның

маңайлар тiлiндегi анықтамамен эквиваленттiлiгi және осы екi тiлдегi керi
анықтамалары

1. Функция шегiнiң тiзбектер тiлiндегi 36 түрдi қамтитын жалпы анықтамасы – тiзбек
шегi теориясын функцияның ақырлы нүктедегi нақты мәндi шегiн анықтауға қолдану
мүмкiндiгiн қалған 35 жағдайға тарату

2. Функция шегiнiң маңайлар « ε − δ » lim
x→p

f(x) = q және тiзбектер тiлiндегi (т.т.)

жалпы анықтамаларының эквиваленттiлiгi – функцияның ақырлы нүктедегi нақты мәндi
шегi түсiнiгiнiң екi анықтамасының өзара пара-парлығын қалған 35 жағдайға тарату

3. Функция шегiнiң « ε − δ » тiлiндегi анықтамасына керi тұжырым – функция
шегiн игерудiң бiрiншi қадамы болып табылатын кванторлар тiлiндегi жазбаны
ыңғайландырылған ойылған маңайда жату мен маңайға жатпау кестелерi арқылы
функцияның сол нүктеде шегi сол мәнге тең емес мағынасында керi анықтамасын жазу

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2021, Том 135, №2
Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева. Математика. Компьютерные науки. Механика, 2021, Том 135, №2

40



Н. Темiрғалиев

4. Функция шегiнiң lim
x→p

f(x) = q тiзбектер тiлiндегi керi анықтамасы −a(a -нақты

сан), a+ 0, a− 0,∞,+∞,−∞ мәнiне мүшелерi тең болмай ұмтылатын және оларға сәйкес
функция мәндерiнен құрылған тiзбектiң сондай алты мәннiң бiрiне тең iзделiнде шек мәнiне
ұмтылмайтындай аргументтер тiзбегiнiң табылуы

5. Функцияның ешқандай шегi болмауы – оның өзара бөлек кемiнде бiрi ақырлы болатын
екi дербес шегi болуына эквиваленттiлiгi

6. Функция шегiнiң тiзбектер тiлiндегi анықтамасының монотонды тiзбектер арқылы
жеңiтiлген түрi – функция шегiнiң тiзбектер тiлiндегi жалпы анықтамасының мазмұнын
сақтай отырып, анықтама талабын азайтып, тек монотонды тiзбектермен шектелу
§9. «Анықталмағандықты ашудың» iшкi мәселелерi мен негiзгi тәсiлдер
1. Шектерi белгiлi функциялардан құрылған жаңа функцияның шегiнiң сол белгiлi

шектер арқылы өрнектелетiн және «анықталмағандық» деп аталатын өрнектелмейтiн
жағдайлары – екi функция шегi ақырлы және ақырсыз болғанда функцияларға
қолданылған арифметикалық амалдар нәтижесiнiң шегi осы шектер арқылы дәл
анықталатын шағын арифметика және оған енбейтiн жағдайлардың анықталмағандықты
ашу тақырыбының мазмұнын құрауы

2. Функция шегi жағдайындағы анықталмағандықтар және «Екi тамаша шек»
– екi функция шегi ақырлы және ақырсыз болғанда функцияларға қолданылған
арифметикалық амалдар нәтижесiнiң шегi бар ма, жоқ па, бар болса неге тең екендiгiнiң
«анықталмағандық» деп аталатын алдын ала белгiсiздiгi және 0

0 мен 1∞ түрiндегi
анықталмағандықтарды ашу нәтижесi болатын lim

x→0

sinx
x = 1 түрiндегi бiрiншi және

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e түрiндегi екiншi «тамаша шектер» атты теңдiктер

3. «Анықталмағандықтарды ашу» есептерiн шешудiң А-жiктеу, В-иррацианалдықты
жою, C-айнымалыны алмастыру, T-тепе-тең түрлендiру, E-e санынның анықтамасын
пайдалану, L-логарифмнiң lim

x→0

ln(1+x)
x = 1 қасиетiн пайдаланудан тұратын негiзгi тәсiлдерi

–анықталмаған өрнек шегiнiң дәл мәнiн табуда осы тәсiлдердiң бiрiн не бiрнешеуiн қолдану
4. Ашылуы күрделi дәрежелiк анықталмағандықтарды оған пара-пар ашылу тәсiлдерi

айқын анықталмағандықтарға алмастыру - 00,∞0 және 1∞ анықталмағандықтарына
эквиваленттi 0 · ∞ анықталмағандығы мысалында

5. «Анықталмағандықтарды ашу» тақырыбы бойынша тапсырма –A,B,C, T,E, L
тәсiлдерiн қолдануға арналған есептердi құрастыру
§10. Сандық функцияның әр нүктедегi жоғарғы және төменгi шектерi
1. Функцияның дербес шегi және оның эквиваленттi анықтамалары – анықтамалардың

әртүрiн қолданатын дәлелдеу жолының бiрiнен-бiрiне көшетiн бөлiгiн өзiне алатын
функция дербес шегiнiң тiзбектер және маңайлар тiлiндегi пара-пар анықтамалары

2. Сандық функцияның барлық дербес шектерiнен құрылған жиын және оның мүмкiн
құрылымдары – барлық мүмкiн дербес шектер жиыны сегмент, ақырлы жиын, ақырсыз
сандар мен жалпы шексiздiктен құрылған жиын болатын функция мысалдары, сонымен
қатар, интервал, жалпылап айтқанда, ең үлкен және ең кiшi элементтерi жоқ жиындардың
барлық дербес шектер жиыны бола алмауы

3. Кез келген сандық функцияның кез келген нүктеде кемiнде бiр дербес шегiнiң бар
болуы, сол себептi дербес шектер жиынының әрқашанда бос еместiгi – функция шегiнiң
тiзбектер тiлiндегi анықтамасын қанағаттандыратын аргумент тiзбегiне сәйкес функция
мәндерiнен құрылған тiзбектен Больцано-Вейерштресс теоремасының дербес шектiң бар
болуын қамтамасыз етуi

4. Локалды шенелген функцияның нақты мәндi жоғарғы және төменгi шектерiнiң
бар болуы – локалды шенелген функцияның барлық мүмкiн дербес шектерiнен құрылған
әрқашанда бос емес жиынның жоғарғы шек деп аталатын ең үлкен элементiнiң, төменгi
шек деп аталатын ең кiшi элементiнiң мiндеттi түрде бар болуы

5. Локалды шенелмеген функцияның ақырсыз не жоғарғы, не төменгi шектерiнiң, не
екеуiнiң де бар болуы – нүктеде жоғарыдан шенелмеген функцияның -ке тең жоғарғы
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шегiнiң, төменнен шенелмеген функцияның -∞ -ке тең төменгi шегiнiң және жоғарыдан
да, төменнен де шенелмеген функция үшiн осы екеуiнiң қатар бар болуы
§11. Нақты мәндi шенелген функция ұғымы қаншалықты жалпы болса да,

өз анықталу жиынының ақырлы шектiк нүктесiнiң маңайындағы құрылысы
жоғарғы және төменгi шектермен суреттелетiн нақтылы тәртiпке бағынуы

1. Анықталу жиының шектiк нүктесiнде локалдi шенелген сандық функцияның
сондағы жоғарғы және төменгi шектерi негiзiндегi өзгеру заңдылығының сол нүкте
маңайындағы аналитикалық құрылысы мен геометриялық сипаттамасы – функцияның
нүктедегi жоғарғы және төменгi шектерiнен жасалған жолақты сәл кеңейткенде функция
мәндерiнiң барлығы осы кеңейтiлген жолақта жататын нүктенiң ойылған маңайы табылуы
және оны сәл тарылтқанда әр ойылған маңайдағы функцияның қайсыбiр мәндерiнiң
мiндеттi түрде жолақ астына да, үстiне де шығып кетуi, жинақтап айтқанда, айнымалы
нүктеге жақындаған сайын функция жоғарғы шек пен төменгi шекке ақырсыз жақындай
отырып, солардың арасында тербелуi

2. Нүктеде локалдi шенелген функцияның тербелiсi деп аталатын сол нүктедегi жоғарғы
және төменгi шектерiнiң айырымы – функция аргументi нүктеге жақындаған сайын
функция мәндерiнiң бiр-бiрiнен алшақтылығын сипаттайтын нақты сан
§12. Сандық функциялардың локалды салыстырулары
1. Ландау символдары деп аталатын шектiк нүктедегi «О үлкен»-О және «о кiшкене»-

o белгiлерi – |f (x)| ≤ γ |g (x)| теңсiздiгi орындалатындай сәйкес γ оң сан мен ойылған
маңайдың және кез келген γ оң сан үшiн ойылған маңайдың табылуы арқылы сандар
арасындағы реттiк қатынастардай шектiк нүктеде екi функция арасында да қатынастар
енгiзу

2. Виноградов таңбасы – жиында |f (x)| ≤ γ |g (x)| теңсiздiгi орындалатындай γ оң
санының табылуы

3. Лаңдау символдарының шек арқылы берiлген эквиваленттi анықтамалары мен
қасиеттерi – Ландау символдарына қолданылған арифметикалық амалдар нәтижелерi

4. Локалдi эквиваленттi функциялар – берiлген нүктенiң ойылған маңайында нөлден
өзгеше екi функция қатынасының шегi бар және 1 санына тең болуы түрiндегi анықтама
және сол эквиваленттiлiктiң функциялар айырымы арқылы берiлген қажеттiлiгi мен
жеткiлiктiлiгi

5. Нүктедегi салыстыру шкаласы мен салыстыру эталондары атты локалдi құралдар
– нүктеде әрбiр мүшесi нөлге ұмтылып, алдыңғысына қарағанда о кiшкене болатын
функциялар тiзбесi салыстыру шкаласы болады да, оның әрбiр мүшесi салыстыру
эталонын бередi

6. Тiзбектердi салыстыру – функция жағдайында қабылданған салыстыру
қатынастарын оның дербес жағдайы болатын тiзбекке көшiру

IV ТАРАУ. ҮЗIЛIССIЗ САНДЫҚ ФУНКЦИЯЛАР

§1. Көрнекi геометриялық кескiннен аналитикалық күрделiлiкке дейiнгi
сандық функциялардың ақырлы нүктедегi үзiлiссiздiгi

1. Қағаздан үшкiр қаламды көтермей үзбей салынған график пен график сызу
барысында қаламды бiр көтерiп, басқа жерден жалғастырғандағы графиктердi, соның
iшiнде, модуль мен таңба функцияларының екi графиктерiн тек функцияның ереже
түрiндегi анықтамасын қолданып, аналитикалық түрде ажырату мәселесi – «жасанды
интеллекттегi» ит пен мысық кескiндерiн компьютерлiк ажыратқандай үзiлiссiз және
үзiлiстi салынған графиктердi дәл анықтамалармен ажырату

2. Үзiлiссiздiктiң геометриялық талқылауларынан шек арқылы берiлетiн аналитикалық
анықтамасына дейiн өту жолы адамзат деңгейiндегi ұлы интеллектуалды жетiстiк ретiнде –
функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң аналитикалық жазбасының шек арқылы бейнеленуi:
функцияның үзiлiссiздiк нүктесiнде шегi бар және ол мiндеттi түрде сол нүктедегi функция
мәнiне тең болуы, дамытылған шектер теориясы бойынша ширатып айтқанда, үзiлiссiздiк
нүктесiндегi функция мәнi оның ойылған маңайындағы оған тең емес нүктелердегi
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функция мәндерiнiң ағымы болып, сонымен бiрге, әр жеке нүктедегi функция мәнiне
тәуелсiздiгi

3. Функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң әртүрлi символдық жазылулары – «lim»
мен «→ » таңбалары арқылы белгiленген бiржақты, жай шек және өсiмше арқылы
жазылулары

4. Нүктедегi оң жақты және сол жақты, жалпылап айтқанда, бiржақты үзiлiссiздiгi –
функцияның нүктедегi мәнi сол нүктеге аргумент бiржақты ұмтылғандағы шек мәнiне тең
болуы

5. Функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң « ε − δ »-маңайлар және тiзбектер
тiлдерiндегi анықтамалары және олардың эквиваленттiлiгi – функция шегiнiң әртүрлi
анықтамаларының эквиваленттiлiгi жайлы дәлелденген теоремалар мен функцияның
үзiлiссiздiгi анықтамасының тiкелей салдары ретiнде

6. Функцияның нүктедегi үзiлiссiздiгiнiң талқылаулары – жалпы жағдайдағы
дамыталған функция шегi теориясындағы талқылаулардың оның жеке жағдайы болатын
функция үзiлiссiздiгiне қайталануы
§2. Нүктеде үзiлiссiз сандық функциялардың қасиеттерi мен негiзгi

элементар және элементар функциялардың үзiлiссiздiгi
1. Нүктеде үзiлiссiз функциялардың шектер теориясының тiкелей салдары

болатын қасиеттерi – үзiлiссiздiк нүктесiнде функцияның локалдi шенелуi, үзiлiссiздiк
нүктесiнiң қайсыбiр маңайында функцияның нөлден өзгеше мәнiнiң таңбасын сақтауы,
үзiлiссiз функцияларға қолданылған арифметикалық амалдардың нәтижесi сол нүктеде
функцияның үзiлiссiздiк қасиетiн сақтауы, үзiлiссiз функциялардан құрылған күрделi
функцияның үзiлiссiздiгi

2. Негiзгi элементар функциялардың өзiнiң әрбiр анықталу нүктесiндегi үзiлiссiздiгi
– дәрежелiк, көрсеткiштiк, логарифмдiк, тригонометриялық функциялардың өз анықталу
жиынының әр нүктесiндегi шегi функцияның сол нүктедегi мәнiне тең екендiгiнiң маңайлар
тiлiндегi дәлелдемесi, керi тригонометриялық функция үзiлiссiздiгi тереңдетiлген
теорияның салдары болуы

3. Элементар функциялардың өзiнiң әрбiр анықталу нүктесiндегi үзiлiссiздiгi
– элементар функция анықтамасы, негiзгi элеменар функциялардың әр анықталу
нүктесiндегi үзiлiссiздiгi және үзiлiссiз функциялар қасиеттерiнiң салдары ретiнде
§3. Сандық функцияның нүктеде жай және күрделi үзiлуi және солардың 81

түрi
1. Функцияның нүктеде үзiлуi – нүктедегi үзiлiссiздiктiң маңайлар және тiзбектер

тiлiндегi анықтамаларына керi тұжырымдар
2. Функцияның нүктедегi үзiлiстiгiнiң себебiне қарай жағдайларға жiктеу – функция

үзiлiссiздiгi анықтамасының құраушы бөлiктерi болатын функцияның нақты мәндi оң
және сол жақты шектерiнiң бар болуынан, олардың өзара тең болуы мен функция мәнiне
тең болуынан құралған 5 талаптың ең болмағанда бiреуiнiң орындалмауынан шығатын
жiктеулер

3. Функцияның жай және күрделi үзiлiс нүктелерi – сәйкес функцияның нақты мәндi
оң және сол жақты шектерiнiң бар болуы және ең болмағанда бiр нақты мәндi бiржақты
шегiнiң болмауы

4. Функцияның нүктедегi үзiлуiнiң 81 түрi – функцияның нақты мәндi оң және сол
жақты шектерi бар 4 түрлi жай үзiлуi және 77 түрлi ең болмағанда бiр нақты мәндi
бiржақты шегi жоқ күрделi үзiлуi
§4 Сандық функцияның анықталу жиынында үзiлiссiздiгi және үзiлiстiлiгi
1. Функцияның анықталу жиынындағы үзiлiссiздiгi – жиындағы үзiлiссiздiктiң оның

әрбiр нүктесiндегi үзiлiссiздiк арқылы анықталуы, соның iшiнде, сегменттегi үзiлiссiздiктiң
оның әрбiр iшкi нүктесiнде екiжақты жай, шеткi нүктелерiнде бiржақты үзiлiссiз болуы
және де жиынның оңашаланған нүктесi шектiк нүкте болмағандықтан шегi анықталмайды
да, функцияның сол нүктеде анықтама бойынша үзiлiссiз деп қабылдануы

2. Функцияның анықталу жиындағы үзiлiстiлiгi – функцияның сол жиынның кемiнде
бiр нүктесiнде үзiлiстi болуы
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§5. Аралықта үзiлiсiз функциялардың қасиеттерi
1. Әр екi элементiнiң арасындағы кез келген санды да қамтитын ерекше қасиеттi

байланысты сандық жиындар – аралықтардың байланысты жиын ұғымы арқылы
анықтамасына пара-пар тағы бiр толық сипаттамасы

2. Больцано-Коши теоремасы – аралықтың үзiлiссiз бейнесiнiң байланыстылығы
3. Вейерштрасс теоремалары – сегменттiң үзiлiссiз бейнесiнiң де сегмент болуы,

соның iшiнде, мәндер жиынының функцияның ең үлкен және ең кiшi мәндерi болатын
элементтерiнiң бар болуы

4. Сандық функция үзiлiссiздiктiгiнiң бiрқалыптылығы – математикада «бiрқалыпты»
деген сөз белгiлi бiр шарттың басқа бiр не бiрнеше шарттарға қарағанда бiрдей
орындалуын, яғни, басқаша айтқанда, оларға тәуелсiз болуын бiлдiредiредi де, сол орайда,
функция үзiлiссiздiгiнiң маңайлар тiлiндегi анықтамасындағы аргумент маңайы әр нүктеге
байланысты жеке табылса, үзiлiссiздiктiң бiрқалыптылығында ол маңай жиынның барлық
нүктелерiне тәуелсiз болуы

5. Үзiлiссiздiк пен бiрқалыпты үзiлiссiздiктiң арақатынасы – жиында бiрқалыпты
үзiлiссiз функцияның сол жиында үзiлiссiз де болуы және керiсiнше жағдайдың әрқашан
орындала бермеуi

6. Кантор теоремасы – сегментте үзiлiссiз функцияның бiрқалыпты үзiлiссiздiгi
§6. Монотонды функциялар жағдайындағы функцияның аралықтағы

үзiлiссiздiгi мен оның мәндер жиыны байланыстылығының пара-парлығы
1. Аралықта анықталған монотоны функцияның үзiлiссiздiгiне пара-пар мәндер

жиынының байланыстылығы – монотонды функция жағдайында күрделi шек ұғымымен
анықталған үзiлiссiздiктi табиғаты мүлдем өзге санның реттiк қатынасы және элементтiң
жиында жату, жатпауымен ғана берiлетiн жиынның байланыстылық ұғымымен
сипатталуы

2. Тағы да негiзгi элементар функциялардың үзiлiссiздiгi туралы – негiзгi элементар
функциялардың үзiк-үзiк монотондылығынан мәндер жиынының байланыстылығы
арқылы үзiлiссiздiгiне келу, солардың iшiнде, осы оқулықта алғаш рет дәлелденетiн керi
тригонометриялық функциялардың үзiлiссiздiгi

V ТАРАУ. ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ЕСЕПТЕУЛЕР ТЕОРИЯСЫ ЖӘНЕ
ОНЫҢ ҚОЛДАНУЛАРЫ

§1. Сандық функция туындысының нүктедегi анықтамасы
1. Функция графигiнiң қиюшы түзуiнiң шектiк жағдайы болатын жанама түзудiң

сызықтық теңдеуiндегi бұрыштық коэффициенттi анықтау формуласы – жанама
жүргiзiлетiн нүктедегi функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасы түрiндегi өрнек
шегi ретiнде

2. Лездiк жылдамдық деп аталатын қозғалып келе жатқан дененiң уақыт мезетiндегi
жылдамдық формуласы –анықтама бойынша мүмкiн емес бiр сәттегi жылдамдықты
функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасы түрiнде өрнектелген оң уақыт
аралығындағы жолдың уақытқа қатынасының шегi ретiнде анықтау

3. Сандық функция туындысының нүктедегi анықтамасы, дифференциалдау амалы
мен функцияның нүктеде дифференциалдануы – әртүрлi салалардың жанама жүргiзу мен
лездiк жылдамдық атты өзара бөлек екi мәселелерiнiң функция өсiмшесiнiң аргумент
өсiмшесiне қатынасының нақты мәндi шегi түрiндегi бiрдей математикалық моделiн
анықтама ретiнде қабылдау, функцияны нүктеде дифференциалдау атты сол шектi табу
амалы, нүктеде функцияның дифференциалдануы атты нақты мәндi туындының бар
болуы

4. Сандық функцияның нүктедегi туынды анықтамасының жазылу түрлерi, туындының
белгiленулерi және туынды анықтамасының қолданысы – әртүрлi жазылған өсiмшелер
арқылы берiлген туындының қалыптасқан әртүрлi белгiлеулерi, соның iшiнде, кейде
қолданылатын ∆y

∆x қатынасының туынды алынып тұрған нүктенi жоғалтып, туынды
ұғымының локалдiлiгiн көрсетпеуiн ескеру және әдеттегiдей туынды анықтамасын
«атынан затына», «затынан атына» бағытында қолдану
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5. Сандық функцияның нүктедегi бiржақты туындылары – туынды анықтамасындағы
шектi бiржақты шекпен алмастыру

6. Сандық функцияның нүктедегi екiжақты, бiржақты ақырсыз туындылары –
туынды анықтамасындағы сәйкес жәй және бiржақты шек мәндерiнiң ақырсыз сандар
мен жалпыланған шексiздiкке тең болуы

7. Сандық функцияның жиында дифференциалдануы – жиында дифференциалданудың
оның әрбiр нүктесiндегi ақырлы туындысының бар болуы арқылы анықталуы, соның
iшiнде, сегменттегi дифференциалданудың оның әрбiр iшкi нүктесiнде екiжақты жай,
шеткi нүктелерiнде бiржақты нақты мәндi туындысының бар болуы

8. Сандық функцияның нүктедегi дифференциалдану мен үзiлiссiздiк арасындағы
өзарабайланыс – нүктеде ақырлы жай не бiржақты туындысы бар функцияның сол
нүктедегi дәл сондай үзiлiссiздiгi және керiсiнше жағдайдың әрқашан орындала бермеуi

9. Туынды анықтамасындағы шектiң бар немесе жоқ, бар болса мәнiне қарай әртүрлi
қорытындыға әкелетiн мысалдар – анықталу жиынының бiр де бiр нүктесiнде нақты
мәндi туынды болмауы; бiржақты туындылары бар, бiрақ олар өзара тең еместiгiнен жай
туындының болмауы; үзiлiссiз нүктедегi туындысының ақырсыз болуы
§2. Арифметикалық амалдар нәтижелерiн, күрделi және керi функцияларды

нүктеде дифференциалдау ережелерi
1. Нүктеде туындысы бар сандық функцияларға қолданылған арифметикалық

амалдар нәтижелерiнiң сол нүктеде туындысы бар болуы мен нүктелердiң жалпы
жағдайында жазылған туынды есептеу формулалары – қосу, алу, көбейту, бөлу амалдарын
қолдану нәтижесiндегi функциялардың туындыларының бар болуының дәлелдемелерi
және бастапқы функциялар мен олардың туындылары арқылы өрнектелген ережелерi

2. Сандық күрделi функцияның нүктедегi туындысын «сырттан iшке» тәртiбiмен
есептеу формуласы – iшкi функцияның анықталу жиынында берiлген нүктедегi күрделi
функцияның туындысын сол нүктедегi iшкi функция мәнiндегi оны құрайтын сыртқы
функцияның туындысын iшкi функцияның сол нүктедегi туындысына көбейтiндiсi

3. Керi функцияның туындысын бастапқы функция мәнi болатын нүктеде есептеу
формуласы – бастапқы функцияның анықталу жиынынан алынған нүктеде нөлден
өзгеше туындысының бар болуынан оған керi функцияның бастапқы нүкте бейнесiнде
туындысының бар болуы және оның бастапқы функцияның берiлген нүктедегi туынды
мәнiне керi санға тең болуы
§3. Негiзгi элементар функциялар туындыларын нүктеде есептеу және

солардың кестесi
1. Негiзгi элементар функциялардың туындыларын туынды анықтамасын тiкелей

қолдана отырып, кездескен анықталмағандықтарды ашу және бөлiндiнiң туындысы,
керi функцияның туындысын табу ережелерiн қолдану арқылы анықтау – тұрақты
функция туындысын шек арқылы тiкелей анықтамамен; дәрежелiк, көрсеткiштiк және
логарифмдiк функциялар туындыларын екiншi тамаша шектiң салдары болатын e

санынның анықтамасын, логарифмнiң lim
x→0

ln( 1+x)
x = 1 қасиетiн пайдалану арқылы;

sinx функциясының туындысын бiрiншi тамаша шек арқылы, ал cosx функциясының
туындысын туындысы белгiлi sinx функциясына келтiру формуласын қолдану арқылы
күрделi функция туындысының мәнi ретiнде; tg x, ctg x функцияларының туындыларын
туындылары белгiлi sinx, cosx функцияларының қатынасының туындысын есептеу
формуласы арқылы; arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x функцияларының туындысын
нүктеде нөлден өзгеше туындылары бар sinx, cosx, tg x, ctg x функцияларына керi сан
ретiнде туынды мәнiн табу

2. Алдымен теориялық тұрғыдан зерттелген туынды ұғымы анықтамасын негiзгi
элементар функциялар туындыларын есептеуде практикалық қолдану барысында
құрылған кесте – көбейту амалы бойынша қосылғыштар саны бiрдей қосылғыштарды
қосуды таяқшалар арқылы есептей отырып құрылған көбейту кестесiн әр қадамда
таяқшалармен санап отырмас үшiн жаттап алғандай туынды табу жолын қайтадан
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жүргiзiп отырмай негiзгi элементар функциялардың туындылар кестесiн де жаттап алу
қажеттiгi
§4. Дифференциалданатын функциялардың нүктедегi туындысын есептеу

техникасын игерудегi қатаң тәртiптер
1. Сыртқы функция негiзгi элементар, iшкi – кез келген дифференциалданатын

функциялардан тұратын күрделi функциядың туындылар кестесi – арифметикалық
амалсыз тек күрделi функция құру ережесiн элементар функцияларға ақырлы рет
қолданғанда алынған элементар функциялардың туындысын есептеу ережесi

2. Дифференциалданатын элементар функцияның туындысын есептеудi қарапайым
тұжырымға айналдыратын бiрiздiлiк жолы – күрделi функция туындысын сырттан iшке
принцiпiмен және туындысы бар функцияларға қолданылған арифметикалық амалдар
нәтижелерi болатын функциялардың туындысын есептеу ережелерiн ретiнмен қолдану.
§5. Функцияның нүктедегi туындысы төңiрегiндегi мәселелер
1. Функцияның туындысын нүктеде есептеудiң дайын туынды табу формулалары

мен тiкелей анықтаманы қолданатын екi жағдайы – туынды есептелетiн нүкте
маңайында қайсыбiр дифференциалданатын элементар функцияға тепе-тең болғанда
туынды кестесi мен элементар функцияны дифференциалдау ережелерiн қолдану және
де қалған жағдайларда тiкелей анықтамадағы функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне
қатынасының аргумент өсiмшесi нөлге ұмтылғандағы нақты мәндi шегiнiң бар болуын
анықтап, оның дәл мәнiн табу

2. Дифференциалданатын элементар функциялардың туындыларының өзi де элементар
– негiзгi элементар функциялардың туындылары да дифференциалданатын элементар
функция болады, сонымен бiрге элементар функция нүктеде дифференциалданбауы
да мүмкiн, ал дифференциалданатын болған жағдайда оның туындысы болатын жаңа
функцияның да элементар болатындығы

3. Дәрежелi-көрсеткiштiк функцияның туындысын табу ережесi –
дифференциалданатын функциялардан құрылған дәрежелi-көрсеткiштiк функцияның
дифференциалдануы және оның туындысының құраушы функциялар және олардың
туындыларымен өрнектелу формуласы
§6. Жоғарғы реттi туындылар
1. Функцияның нүктедегi жоғарғы реттi туындысы туындыдан туынды алу арқылы

алынатын реккуренттi анықтама ретiнде – функция туындысының өзi де функция болады
да, одан алынған туынды бастапқы функцияның екiншi реттi туындысын және ары қарай
жалғастыра отырып, үшiншi, т. с. с. кез келген оң бүтiн мәндi жоғарғы реттi туындыларын
анықтау

2. Функцияның берiлген нүктеде берiлген оң бүтiн дәрежелi жоғарғы реттi туындысы
бар деген мәлiметтi орындалуын қамтамасыз етуi үшiн функцияның өзiнен талап етiлетiн
шарттар – функция нүктеде n -рет дифференциалдануы үшiн осы нүктенiң қандай да
бiр маңайында функцияның өзi анықталып, маңайдың әр нүктесiнде осы маңайда толық
анықталған бiрiншi реттi туындысы, бiрiншi реттi туынды болатын функциядан екiншi
реттi туындысы, солай жалғаса берiп, (n − 1) -реттi туындысы бар болып, ең соңында
маңайда толық анықталған (n−1) -реттi туындының сол нүктеде туындысының бар болуы

3. Негiзгi элементар функциялардың жоғарғы реттi туындыларын есептеу формулалары
– дәрежелiк, көрсеткiштiк және логарифмдiк, sinx, cosx функцияларының жинақы түрде
және tgx, ctgx, керi тригонометриялық функциялар үшiн күрделi түрде жазылатын
жоғарғы реттi туындыларды есептеу формулалары

4. Екi функцияның көбейтiндiсiнiң жоғарғы реттi туындыларын бейнелейтiн Лейбниц
формуласы – Ньютон биномындағы дәреже орнына сол реттi туынды қойғандағы
формула, бұл математикада құнды болып табылатын, әртүрлi салалар арасында баламалы
көшiрiлетiн ұқсастық мысалы
§7. Дифференциалдық есептеудiң негiзгi теоремалары
1. Сандық функцияның нүктедегi локалдi экстремумы – функцияның аралықта

монотонды, үзiлiссiз болуы қасиеттер тiзбесi қатарында функцияның нүктедегi мәнi
қайсыбiр екiжақты маңайындағы мәндер жиынында шеткi мән болуы, дәл айтқанда, шеткi
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болып, одан үлкен мән болмаса, ең үлкенi болуы не шеткi болып, одан кiшi мән болмаса,
ең кiшiсi болуы, бұнда да локалдi деп аталуы қасиеттiң қайсыбiр екiжақты маңайда
орындалуында

2. Ферма теоремасы мен оның геометриялық бейнесi– локалдi экстремум
нүктесiнде функция дифференциалдануы да, дифференциалданбауы да мүмкiн,
дифференциалданатын сандық функцияның сол нүктедегi туындысының мiндеттi түрде
нөлге тең болуы, бiрақ туындысы нөлге тең нүкте локалдi экстремум нүктесi болуы
мiндеттi емес

3. Ролль теоремасы мен оның геометриялық бейнесi – сегменттiң өзiнде үзiлiссiз,
iшкi нүктелерiнде дифференциалданатын функцияның шеткi нүктелерiндегi мәндерi өзара
тең болғанда мiндеттi түрде локалдi экстремум нүктесi, сол себептен Ферма теоремасы
бойынша туындысы нөлге тең болатындай iшкi нүктенiң табылуы

4. Коши теоремасы мен оның геометриялық бейнесi – сегменттiң өзiнде
үзiлiссiз, iшкi нүктелерiнде дифференциалданатын екi функцияның шеткi нүктелердегi
мәндерiнiң айырмалар қатынасының сол функциялардың туындыларының қатынасына
тең болатындай iшкi нүктенiң табылуы

5. Лагранж теоремасы мен оның геометриялық бейнесi – сегменттiң өзiнде үзiлiссiз,
iшкi нүктелерiнде дифференциалданатын функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне
қатынасына тең туынды мәнiнiң табылуы және функцияның монотондылық қасиеттерiн
туынды таңбасы арқылы сипаттау

6. Функцияның анықталу аралығының шеткi нүктелерiнде бiржақты туындысы бар
болуы туралы теорема – нүктенiң маңайында туындысы бар болуынан шектiк нүктедесiнде
туындысының бар болуын шығарып алу: нүктенiң бiржақты маңайы болатын сегментте
үзiлiссiз, iшкi нүктелерiнде дифференциалданатын функцияның туындысының нақты
мәндi шегi бар болғанда сол шеткi нүктеде бiржақты туындысы бар болады да, мәнi шектiң
мәнiне тең болады

7. Дарбу теоремасы – функция сегменттiң әрбiр нүктесiнде дифференциалданғанда
үзiлiстi де бола алатын туындының әр екi мәнiнiң арасындағы кез келген нақты сан қандай
да бiр нүктеде туындының мәнi болуы: үзiлiстi туынының өзi үзiлiссiз функцияларға ғана
тән байланыстылық қасиеттi сақтауы
§8. Дифференциал – локалды сызықтандырудағы басты сызықты функция
1. Сандық функцияның нүктедегi дифференциалдануы оның сол нүктедегi өсiмшесiнiң

сызықтық функциямен локалдi жуықталуы ретiнде – функцияның өзiн берiлген нүктеде
f (x) =f (x0) +f ′ (x0) (x−x0)+o (x−x0) (x→ x0) локалды сызықтандыру түрiнде өрнектеу

2. Сандық функцияның нүктедегi дифференциалы –L(h) = C · h(−∞ < h < +∞)
түрiндегi сызықтық деп аталатын функцияның коэффициентi сол нүктедегi туынды мәнiне
C = f ′(x0) тең болатын барлық нақты сандар жиынында анықталған L (h) = f ′ (x0)h
сызықтық функция, соның iшiнде f(x) = x8 функциясының x = 24 нүктесiндегi
дифференциалының L (h) = 8·247h ( h ∈ (−∞,+∞), h ≡ dx - екеуi де ақырсыз шама
емес) функциясы болуы

3. Функцияның нүктедегi дифференциалының белгiлеулерi: dy := y′dx, df :=
f ′(x)dx, df(x0) := f ′(x0)dx (dx ∈ (−∞,+∞)) .

4. Дифференциал нүктеде дифференциалданатын сандық функция өсiмшесiнiң басты
«сызықты бөлiгi» ретiнде – функция өсiмшесi локалды сызықтандырылған жағдайда
сызықты бөлiк пен оған қарағанда нөлге жылдам ұмтылумен қатар сызықтылықты
бүлдiретiн «бүлдiргiш» деп аталатын екi қосылғыштан тұрғандықтан дифференциал сол
қосылғыштардың бастысы болатын «сызықты бөлiгi» тұрғысында

5. Сандық функцияның нүктедегi дифференциалының геометриялық кескiнi – функция
графигiнiң нүктесiндегi өсiмшенi тәуелсiз айнымалы етiп алғанда пайда болатын сызықтық
функцияның өзi дифференциал, ал оның графигi функция графигiне сол нүктеде
жүргiзiлген жанама болуы

6. Дифференциалданатын сандық функцияларға қолданылған арифметикалық амалдар
нәтижесiнде пайда болған функцияның дифференциалын алғашқы функциялардың өздерi
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мен дифференциалдары арқылы өрнектеу – дифференциал анықтамасы мен туындыға
арифметикалық амалдар қолдану нәтижелерiнiң жазылуыларын баламалы түрде қайталау

7. Дифференциалданатын функцияның әр нүктесiне оның сол нүктедегi
дифференциалын сәйкес қоятын ереже функцияның жаңа түрi ретiнде – аралықта
дифференциалданатын функция жағдайында аралықтың әр нүтесiне бiр нақты сан сәйкес
қойылса, бұнда әр нүктеге оның сол нүктедегi дифференциалы болатын бiр сызықтық
функцияның сәйкес қойылуы және осылайша функцияның жаңа бiр түрiнiң анықталуы.

8. Сәйкес нүктелерде дифференциалданатын сандық функциялардан құрылған күрделi
функцияның дифференциалдануы мен оның туындысын есептеу формуласының тағы
бiр дәлелдемесi – күрделi функцияның құрамындағы сыртқы функция дифференциалын
локалдi сызықтандыру түрiнде iшкi функцияның мәнi болатын нүктеде жазып, артынша,
ондағы iшкi функция өсiмшесiн де локалдi сызықтандырып, күрделi функцияның тәуелсiз
айнымалысы бойынша бас сызықтық бөлiгiн бөлiп, жинақталғанда шығатын теңдiктiң
тiкелей салдары ретiнде.
§9. Анықталмағандықты ашуды туындылар қатынасының шегiне келтiретiн

лопиталь ережелерi
1. Лопиталь ережесiнiң мазмұны болатын екi функцияның қатынасының шегi олардың

туындылар қатынасының шегiне тең болатынын айқын түрде көрсету – шек алынып тұрған
нүктеде дифференциалданатын, мәнi нөлге тең болып, 0

0 анықталмағандықты құрайтын
екi функция қатынасының шегi сол нүктедегi туындылар мәндерiнiң қатынасына тең
болуы

2. Лопиталь ережесi – шек алынып тұрған нүктенiң ойылған маңайында
дифференциалданатын екi функцияның сол нүктедегi шектерi бiрдей нөлге немесе
шексiздiкке тең болып, сонысымен сәйкес 0

0 немесе ∞
∞ анықталмағандықтарын

құрған жағдайда туындылар қатынасының шегi бар болуынан бастапқы функциялар
қатынасының да шегiнiң бар және мәнi сол туынды қатынасының шегiне тең болуы

3. Лопиталь ережесiн қолдану сәттерi – Лопиталь ережесiнiң анықталмағандықты ашу
есебiнде әрқашан қолданыста бола бермейтiндiгiн 0

0 түрiндегi анықталмағандықтың
нақты мәндi шегi бар болатындығы тiкелей жолмен ашылғанымен, олардың
туындыларының қатынасының ешқандайда да шегi болмайтындығын көрсететiн
мысал; туындылар қатынасының шегi бастапқы функциялар қатынасының шегiне
қарағанда анықталмағандықтан арылған, үзiлiссiз функцияның мәнiне тең шек болуы;
анықталмағандықты ашу мақсатына жету үшiн Лопиталь ережесiн бiрнеше рет қолдану
қажеттiлiгi

4. Лопиталь ережесiн қолдану келтiрiлетiн 0 · ∞, ∞ − ∞, 1∞, ∞0, 00 түрiндегi
анықталмағандықтар – шегiн табу қажет функцияларды Лопиталь ережесiн қолдануға
мүмкiн болатындай функциялар қатынасы түрiнде өрнектеу
§10. Сандық функцияны алгебралық көпмүшелiкпен жуықтайтын Тейлор

формуласы
1. Жуықтау формулаларының мағынасы мен мақсаты – қандай да бiр мағынада күрделi

объектiнi құрылысы белгiлi бiр мағынада қарапайым екiншi объектiмен алдын ала берiлген
дәлдiктi қанағаттандыратындай етiп алмастыру арқылы күрделi объектiнi сол дәлдiкпен
қарапайым объектiнiң орынбасуы, соның iшiнде дифференциалдану мағынасында жатық
кез келген функцияны алгебралық көпмүшелiкпен алмастыру

2. Алгебралық көпмүшелiк жағдайындағы Тейлор формуласының мазмұны мен
мағынасы – күрделi объект ретiнде функцияны, ал функцияның өзiн жуықтау құралы
ретiнде таңдалған алгебралық көпмүшелiк деп алғанда бiр ғана нүктедегi барлық
туындылары арқылы функцияның әр нүктедегi мәнiнiң дәл өрнектелуi және сол
жазылудың Тейлор формуласы деп аталуы, сонымен алгебралық көпмүшелiктiң ерекше
қасиетi бiр нүкте маңайындағы құрылысымен анықталатын туындылары арқылы
алгебралық көпмүшелiк мәнiнiң әр нүктеде дәл бейнеленуi.

3. Сандық функцияның бiр ғана нүктедегi туындыларымен анықталған Тейлор
көпмүшелiгi мен Тейлор формуласы – функция көпмүшелiк болған жағдайдағыдай жалпы
функция үшiн де Тейлор көпмүшелiгi деп аталатын жуықтау көпмүшелiгiнiң бiр ғана
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нүктедегi функция туындылары арқылы анықталуы және көпмүшелiктен ерекшелiгi
жуықтау көпмүшелiгiнiң бастапқы функциядан ауытқуы нөлден өзге болуынан мейлiнше
кiшi болуы талап етiлетiн қалдық мүшенiң пайда болуы, осы жазудың Тейлор формуласы
деп аталуы

4. Тейлор формуласының жәй (глобалдi) және локалдi екi түрi – Тейлор
формуласындағы қалдық мүшенiң жиындағы абсолют шамасын шенеу болатын глобалдi
және нөлге ұмтылу жылдамдығын анықтайтын локалдi екi көзқарас

5. Тейлордың глобалдi формуласының дәлелдеуi – Коши теоремасындағы екi
функцияның бiрiн қалдық мүше, екiншiсiн тәуелсiз айнымалының туынды алынып
отырған нүктеден ауытқуының дәрежесi түрiнде алу арқылы

6. Тейлордың локалдi формуласының дәлелдеуi – қалдық мүшесi белгiсiз нақты санға
көбейтiлген өсiмшенiң ең үлкен дәрежесi түрiнде жазылады да, сол белгiсiз коэффициенттi
Ролль теоремасына ыңғайланған шеткi нүктелердегi мәнi тең көмекшi функция арқылы
анықтау барысында қолданылған Тейлор формуласының дәрежесiне тең реттi туындысы
бар деген теорема шартына өз-өзiнен келуi

7. Тейлор глобалдi формуласының айқын жазылған қалдық мүшелерi – Тейлор
формуласының дәрежесiнен бiрге артық туынды мәнi мен өсiмше дәрежесiнiң параметрi
арқылы өрнектелген Шлемильх және Рош берген қалдық мүшелерi және де Тейлор
көпмүшелiгiндегi факториал заңдалығын бұзбай жалғастаратын параметрдiң сәйкес n+ 1
мен 1 мәндерiн қабылдағандағы Лагранж және Коши берген түрлерi

8. Тейлор локалды формуласының Пеано қалдық мүшесi –нүктеде Тейлор
көпмүшелiгiнiң ретiне тең туындысының бар болуы қалдық мүшенiң нөлге жылдам
ұмтылуын қамтамасыз етуi

9. Тейлордың глобалдi және локалдi формулаларындағы қалдық мүшелерiнiң
арақатынастары –қалдық мүшелерi Лагранж және Пеано берген түрде болатын Тейлор
формулаларымен қанағаттанған жағдайда дәлелдеудi локалдi формуламен шектеу
§11. Жоғарғы реттi туындылары айқын, жинақы түрде жазылатын

негiзгi элементар функцияларды тейлор (маклорен) формулалары арқылы
алгебралық көпмүшелiктермен жуықтау және сонда пайда болатын
қателiктердiң айқын түрлерi мен олардың жоғарыдан бағалаулары

1. Сандық функцияның глобалдi және локалдi Маклорен формуласы – туындылар мәнi
нөлге тең нүктеде алынғандағы Тейлор формуласы және сол жеке жағдайдағы глобалдi
және локалдi қалдық мүшелеренiң жазылулары

2. Негiзгi элементар функцияларды кез келген дәлдiкпен есептеудi қамтамасыз ететiн
Маклорен формуласы – негiзгi элементар функциялардың күрделi түрдегi анықталу
тәртiбi тiкелей мәндерiн табуға ешқандай мүмкiндiк бермеуiнен туындалған күрделi
теориялық мәселенiң Маклорен формуласындағы нөл нүктесiндегi туындылар арқылы
құрылған алгебралық көпмүшелiкпен жуықтағандағы қалдық мүшесi айқын түрде шенелу
теңсiздiктерi түрғасынан практикалық шешiлуi

3. Көрсеткiштiк функцияны кез келген дәлдiкте алгебралық көпмүшелiкпен
барлық нақты сандар жиынында жуықтау – көрсеткiштiк функцияның жоғарғы реттi
туындыларының айқын, жинақы жазылған формулаларынан Маклорен көпмүшелiгiнiң,
қалдық мүшелерiнiң және қалдық мүшелерiнiң шенелу формуласының әрқайсысының
айқын, жинақы жазылуы

4. sinx функцияны кез келген дәлдiкте алгебралық көпмүшелiкпен периодта
жуықтау – sinx функцияның жоғарғы реттi туындыларының айқын, жинақы
жазылған формулаларынан Маклорен көпмүшелiгiнiң, қалдық мүшелерiнiң және қалдық
мүшелерiнiң шенелу формуласының әрқайсысының айқын, жинақы жазылуы

5. cosx функцияны кез келген дәлдiкте алгебралық көпмүшелiкпен периодта
жуықтау – cosx функцияның жоғарғы реттi туындыларының айқын, жинақы
жазылған формулаларынан Маклорен көпмүшелiгiнiң, қалдық мүшелерiнiң және қалдық
мүшелерiнiң шенелу формуласының әрқайсысының айқын, жинақы жазылуы

6. Логарифмдiк функцияны кез келген дәлдiкте алгебралық көпмүшелiкпен анықталу
жиынында жуықтау – логарифмдiк функцияның жоғарғы реттi туындыларының айқын,
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жинақы жазылған формулаларынан Маклорен көпмүшелiгiнiң, қалдық мүшелерiнiң және
қалдық мүшелерiнiң шенелу формуласының әрқайсысының айқын, жинақы жазылуы

7. Дәрежелiк функцияны кез келген дәлдiкте алгебралық көпмүшелiкпен анықталу
жиынында жуықтау – дәрежелiк функцияның жоғарғы реттi туындыларының айқын,
жинақы жазылған формулаларынан Маклорен көпмүшелiгiнiң, қалдық мүшелерiнiң және
қалдық мүшелерiнiң шенелу формуласының әрқайсысының айқын, жинақы жазылуы

8. Тейлордың локалдi формуласына негiзделген шек табу тәсiлi –
анықталмағандықтарды ашудың Тейлор формуласына негiзделген алгебралық бас
бөлiктi ажырату арқылы
§12. Аралықта дифференциалданатын сандық функцияның тұрақтылығы,

өсуi және кемуi
1. Дифференциалданатын функцияның аралықта тұрақтылығының критерийi –

аралықта функция тұрақтылығы мен әр нүктеде туындысының нөлге тепе-тең болуының
пара-парлығы

2. Дифференциалданатын функцияның аралықта кемiмеуi мен өспеуiнiң критерийлерi
– аралықта функцияның кемiмелi не өспелi болуы мен әр нүктеде туындысының сәйкес
терiс емес не оң емес болуының пара-парлығы

3. Дифференциалдық есептеудi теңсiздiктердi дәлелдеуге қолдану мысалдары
– теңсiздiктiң екi жағындағы функциялар айырмасы түрiнде құрылған функция
туындысының қатаң оң не терiс емес болуынан сәйкес қатаң теңсiздiк пен қатаң емес
теңсiздiктердi алу
§13. Сандық функцияны локалдi экстремумге туынды арқылы зерттеу
1. Дифференциалданатын функцияның нүктедегi локалдi экстремумын қамтамасыз

ететiн туынды таңбалары арқылы берiлген шарттар – геометриялық суреттемесiнде нүкте
локалдi максимум болғанда сол нүктеге жеткенше өсiп, ары қарай кемуiн математикалық
тiлге аударғанда сол нүктеге дейiнгi аралықта туынды оң, ал одан өткеннен кейiнгi
аралықта туынды терiс болуы, дәл сол сияқты локалдi минимум болғанда кемiп барып
өсуiн туынды таңбасының терiстен оңға ауысуы арқылы тұжырымдау

2. Көп реттi дифференциалданатын функцияның нүктедегi локалдi экстремумының
екiншi және одан да жоғарғы реттi туынды таңбалары арқылы берiлген жеткiлiктi
шарттары – функция экстремумының бiрiншi реттi туындының өзгерiсi арқылы берiлген
шарттарындағы өзi де функция болатын туынды қасиеттерiнiң екiншi және одан да
жоғарғы реттi туындылар арқылы өрнектелуi

3. Функцияны локалдi экстремумге зерттеудiң жалпы сипаттамасы – зерттелген
экстремумге күдiктi нүктеде ақырлы туындысы бар және нөлге тең жағдайды
толықтыратын экстремумге күдiктi ақырлы туындылары жоқ нүктедегi бiржақты
ақырсыз туындыларының таңбасына байланысты экстремум нүктелерiн зерттеу: нүктедегi
оң және сол жақты ақырсыз туындылары бiртаңбалы болғанда экстремум нүктесiнiң
болмауы және де, керiсiнше, қарама-қарсы таңбалы болғанда экстремум нүктесi болуы

4. Сегментте үзiлiссiз және бөлiк-бөлiк дифференциалданатын функцияның ең үлкен
және ең кiшi мәндерiн табу ережесi – функцияның нөлге тең туындысы бар, ешқандай
туындысы жоқ және сегменттiң шеткi нүктелерiндегi мәндерiн салыстыру.
§14. Сандық функциялардың дөңестiгi мен иiлу нүктелерi
1. Дөңес функцияның пара-пар анықтамалары – геометриялық тұрғыдан көрнекi

қасиеттiң аналитикалық жазылуы мен оған пара-пар туынды анықтамасына бейiмделген
функция өсiмшесi мен аргумент өсiмшесiнiң қатынастары теңсiздiгi

2. Дифференциалданатын функция дөңестiгiнiң туындылар тiлiндегi критерийлерi –
функция туындысының монотондылығына және соның негiзiнде бастапқы функцияның
екiншi реттi туындысының бiр таңбалылығына пара-парлығы

3. Дифференциалданатын функция дөңестiгiнiң геометриялық критерийi – функция
графигiнiң әр нүктесiне жүргiзiлген жанамасынан бiржақта жатуы 4. Дөңес
функцияның анықтамасында қамтылмаған функцияның үзiлiссiздiгi мен бiржақты
дифференциалдануы – функцияның дөңестiк аралығының әрбiр нүктесiнде оң жақты
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ақырлы және сол жақты ақырлы туындыларының бар болуы, соның салдарынан үзiлiссiз
болуы

4. Сандық функцияның иiлу нүктесi және оның бар болуының өзара бөлек қажеттi
және жеткiлiктi шарттары – функцияның дөңестiк бағыты ауысу нүктесi, екi рет
дифференциалданатын функцияның иiлу нүктедегi екiншi реттi туындысының нөлге тең
болуы, иiлу нүктесi болуын қамтамасыз ететiн туындысының н. кте маңайында әртүрлi
монотондылығы мен соның негiзiндегi екiншi реттi туындының нүктеге дейiнгi және кейiнгi
аралықтардағы тұрақты таңбаларының қарама-қарсылығы
§15. Элементар функциялар графигiнiң эскизiн дифференциалдық

есептеулер аясында салу жобасы
1. Элементар функцияның график эскизiн салу жобасы – анықталу және мәндер

жиындарын, координаталар өстерiмен қиылысу нүктелерiн, жұп, тақтылығын мен
периодтылығын, үзiлiссiздiк аралықтары мен үзiлiс нүктелерiн, тiк, көлденең және көлбеу
асимптоталарын, бiрiншi реттi туынды құрылғысымен монотондылық аралықтары мен
экстремумдарын, екiншi реттi туынды құрылғысымен дөңестiк аралықтары мен иiлу
нүктелерiн анықтау.

VI ТАРАУ. САНДЫҚ ФУНКЦИЯНЫҢ АЛҒАШҚЫ ФУНКЦИЯ МЕН
АНЫҚТАЛМАҒАН ИНТЕГРАЛ

§1. «Анықталмаған интеграл» тақырыбының мазмұны
1. Алғашқы функция және анықталмаған интеграл – сәйкес берiлген аралықтың

әр нүктесiнде туындысы бастапқы функцияға тепе-тең функция және осы шартты
қанағаттандыратын, бiр-бiрiнен тұрақтыға тең шамамен өзге функциялар жиыны

2. «Анықталмаған интеграл» тақырыбының мазмұны – қандай функциялардың
алғашқы функциялары бар деген сұраққа жауап болатын әрбiр аралықта үзiлiссiз
функцияның алғашқы функциясының мiндеттi түрде бар болуы; әрбiр рлементар
функция анықталу аралығында үзiлiссiз болғандықтан оның алғашқы функциясының
мiндеттi түрде бар болуы; рлементар функцияның алғашқы функциясының рлементар
бола бермеуi; «алынатын интеграл» деп аталатын алғашқы функциясы рлементар
болатын анықталмаған интеграл; «Анықталмаған интеграл» тақырыбы: «алынатын
интегралдарды» iрiктеу және «айқын түрде интегралдау» деп аталатын алғашқы
функциялар болатын рлементар функцияға жету әдiстерi.

3. Элементар функциялардың анықталмаған интегралдар кестесi – анықталмаған
интеграл анықтамасына бойынша туындылар кестесiнiң «керi» көшiрмесi
§2. Анықталмаған интегралды табудың жалпы әдiстерi мен рекурренттi

формулалар
1. Сызықтық түрдегi жiктеу әдiсi – интегралданатын функциялардың сызықтық

комбинациясының да интегралдануы және оларды анықталмаған интеграл анықтамасы
мен туындының сызықтық қасиетiнiң тiкелей салдары болатын жiктеу әдiсiмен алу

2. Айнымалыны ауыстыру әдiсi – интегралданатын сыртқы және үзiлiссiз
дифференциалданатын iшкi функциядан құрылған күрделi функцияның интегралдануы
және күрделi функция туындысының анықтамасы негiзiнде iшкi функцияны жаңа
айнымалы түрiнде алып интегралды табу

3. Бөлiктеп интегралдау әдiсi – үзiлiссiз дифференциалданатын функциялар
көбейтiндiсiнiң туындысын табу формуласының анықталмаған интеграл анықтамасы
бойынша оқылуы

4. Рекурренттi формулалар – оң бүтiн сандармен нөмiрленген бiр түрдегi анықталмаған
интегралдар тiзбесiндегi белгiлi бiр нөмiрден бастап әр интегралдың өз алдындағы нөмiрлi
интегралдармен байланысын теңдiк түрiнде тағайындайтын қатынастар
§3. Әрқашанда рлементар функция түрiндегi алғашқы функциялары бар

рационал функциялар және оларды интегралдау тәсiлдерi
1. Нақты мәндi корффициенттi алгебралық көпмүшелiктiң нақты мәндi корффициенттi

сызықты x−α және нақты мәндi корффициенттi квадраттық x2 + px+ q көбейткiштерге
жiктелуi
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2. Рационал функцияны жай бөлшектерге жiктеу – екi алгебралық көпмүшелiктiң
қатынасы болатын a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm (n < m) түрiндегi рационал бөлшектердi жай бөлшектер
деп аталатын A

x−α1
, Ar

(x−α1)r ,
Cx+D
x2+px+q

, Csx+Ds
(x2+px+q)s

ретiндегi бөлшектер түрiнде жазу
3. Рационал функцияны интегралдау – берiлген бөлшек бұрыс болған жағдайда

көпмүшелiк болатын бүтiн бөлiгi мен дұрыс бөлшек түрiнде ажыратып жазу; дұрыс
бөлшектердi жай бөлшектерге жiктеу және сондағы белгiсiз корффициенттердi табу;
сәйкесiнше алынған бiрiншi және екiншi түрдегi жай бөлшектi тiкелей анықтамамен
есептеу және соның негiзiнде табиғаты өзге рлементар функцияға келу, үшiншi түрдегi
жай бөлшектi айнымалыны ауыстыру әдiсi бойынша және төртiншi түрдегi жай бөлшектi
рекурренттi формула негiзiнде есептеу

4. Рационал бөлшектi интегралдауда бөлiмiнiң түбiрлерiн тауып, жай бөлшектерге
жiктеуге қарағанда белгiсiз корффициенттер санының азаюын қамтамасыз ететiн
Остроградский әдiсi – бөлiмiндегi жай көбейткiштерiнiң ретi бастапқы жай көбейткiштер
ретiнен бiр дәрежеге кем дұрыс бөлшек пен интеграл астындағы дәрежесi бiрге тең дұрыс
бөлшек қосындылары түрiнде өрнектеу арқылы белгiсiз корффициенттердiң санын азайту
§4. Кейбiр рационал емес функцияларды рационалдыққа әкелу арқылы

анықталмаған интегралын табу
1.
∫
R (ϕ0 (x) , ϕ1 (x) , ..., ϕn (x))dx анықталмаған интегралын айнымалы енгiзу арқылы

әрқашан да алынатын рационал фукцияның интегралына айналдыру – көп айнымалылы
рационал бөлшектер деп аталатын айнымалылардың оң бүтiн дәрежелерi көбейтiндiлерiнiң
ақырлы қосындысы болатын көп айнымалылы көпмүшелiктер қатынасы және нәтижесiнде
пайда болған нақты айнымалылы сандық функцияны айнымалы ауыстыру арқылы
рационал функцияға келтiру

2.
∫
R
(
x,
(
ax+b
cx+d

)r1
, ...,

(
ax+b
cx+d

)rs)
dx ( r1, r2, ..., rs - рационал сандар) түрiндегi

интегралдар – ϕ0 (x) = x, ϕi (x) =
(
ax+b
cx+d

)ri
(i= 1, 2, ...,n) жағдайында tm=ax+b

cx+d , m-дәреже
бөлiмдерiнiң ең кiшi ортақ еселiгi арқылы жасалған алмасыруы

3.
∫
R
(
x,
√
ax2+bx+c

)
dx түрiндегi интегралдар – ϕ0 (x) =x, ϕ1 (x) =

√
ax2 + bx+ c

жағдайында a > 0 болғанда
√
ax2 + bx+ c−x

√
a = t; c ≥ 0 болғанда

√
ax2+bx+c=xt±

√
c ;

екi нақты мәндi түбiрi бар болғанда
√
ax2+bx+c=

√
a (x−x1) (x−x2)=± t (x−x1) түрiндегi

Эйлер ауыстырулары
4. xm(a + bxn)p түрiндегi дифференциалдық бином деп аталатын өрнек интегралы –

айнымалы ауыстырғаннан кейiн
∫

(a+ bt)ptqdt
(
q =m+1

n −1
)
түрiндегi интегралды p -бүтiн

сан болғанда zs=xn , мұндағы s – q рационал санының бөлiмi; q - бүтiн сан болғанда x =(
zs−a
b

)1/n
; p+q бүтiн сан болғанда zs = a+bt

t =a+bxn

xn ауыстыруы арқылы рационалдандыру
5.

∫
R (sinx, cosx) dx түрiндегi интеграл – ϕ0 (x) = sinx, ϕ1 (x) =cosx жағдайын

әрқашанда рационалдандыратын, сол себептi универсалды t = tg x2 алмастыруы
6.

∫
R (sinx, cosx) dx түрiндегi интеграл – ϕ0 (x) = sinx, ϕ1 (x) = cosx жағдайын R

функциясының жұп-тақ қасиеттерi арқылы универсалды ауыстыру қарағанда ықшамды
сәйкес айнымалылар енгiзiп рационалдандыру

VII Т А Р А У РИМАН ИНТЕГРАЛЫ

§1. Риман интегралының жоғарғы және төменгi қосындылар тiлiндегi
анықтамасы мен риман бойынша интегралданатын функциялар

1. Геометриялық көзқарастармен қамтылған Риман интегралының жоғарғы және
төменгi қосындылар тiлiндегi (U − L) анықтамасы – геометриялық тұрғыдан қарағанда
Риман интегралының анықтамасы дөңгелекке iштей сызылған квадраттан бастап
қабырғалар санын екi еселей отырып, бiрiнiң iшiне бiрi орналасқан көпбұрыштар сызғанда
олардағы үшбұрыштар саны да еселене отырып, есептелуi белгiлi үшбұрыш ауданы
арқылы iштей және осы көпбұрыштар төбелерiнен жүргiзiлген жанамалар арқылы
салынған көпбұрыштар аудандарымен сырттай дөңгелек ауданы деп аталатын санға
ақырсыз жақындай отырып анықталған жазықтықтағы дөңгелек ауданы мәнiн есептеу
тәрiздi жүргiзiлуi: екi бүйiр жағынан ордината өсiне парраллель екi түзумен, төменнен
Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2021, Том 135, №2
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абсцисса өсiнде жатқан кесiндiмен, жоғарыдан сол кесiндiде анықталған, терiс емес,
шенелген функция графигiмен шектелген жазықтықтағы қисық сызықты трапеция атты
фигура және де функция берiлген сегмент сонда жататын нүктелермен жiктелгеннен
соң, сол жiктеу нүктелерi бойынша қисық сызықты трапецияның оған iштей сызылған
ең үлкен тiкбұрыштар ауданының қосындысымен төменнен және де сырттай сызылған
ең кiшi тiктөртбұрыштар аудандарының қосындысымен жоғарыдан жуықталуы және
осы геометриялық құрылымды аналитикалық тiлге аударғанда берiлген сегмент өзара
қиылыспайтын сегменттерге жiктеледi, ал сегменттердiң өздерi шеткi нүктелерiмен
ғана толық анықталғандықтан шеткi нүктелерiн көрсеткенде сегменттi бөлшектеу деп
аталатын сол шеткi нүктелерден құрылған ақырлы нақты сандар жиынына келуiмiз
және осы жiктелу бойынша қисықсызықты трапецияны биiктiгi әр бөлiктiң мәндер
жиынының супремумы мен инфимумы, табаны бөлшектеу сегментi болатын жоғарғы және
төменгi қосындылар деп аталатын тiктөрбұрыштар аудандарының қосындысымен сәйкес
жоғарыдан және төменнен жуықтауы және осы қосындылар бiр сан маңайына шоғырланса,
сол сан Риман интегралының мәнi деп аталып, iзделiндi ауданды беруi

2. Жоғарғы және төменгi интегралдық қосындылардың, жоғарғы және төменгi
интегралдардың монотондық сипаттағы қасиеттерi – геометриялық тұрғыдан көрнекi
бөлшектену ұсақталған сайын жоғарғы қосындылар жоғарғы интегралға жоғарыдан кеми,
ал төменгi қосындылар төменгi интегралға үлкейе отырып жақындай түсуi, кез келген
төменгi қосындының жоғарғы қосындыдан, төменгi интегралдың жоғарғы интегралдан
аспауы

3. Функцияның Риман бойынша интегралдануының техникалық критерийi – сегментте
шенелген функцияның Риман бойынша интегралдануы мен ортақ бөлшектенулi жоғарғы
және төменгi қосындылардың бiр-бiрiне қалауымызша жақын болуының пара-парлығы

4. Риман бойынша интегралдануды қамтамасыз ететiн функция қасиеттерi –
интегралдану сегментiнде функцияның үзiлiссiз не монотонды болуы
§2. Риман интегралының қасиеттерi мен орта мән төңiрегiндегi қолданулары
1. Риман интегралының сызықтық қасиеттерi – Риман бойынша интегралданатын

функциялардың тұрақты санмен көбейтiндiсiнiң де, олардың қосындыларының да, соның
нәтижесiнде кез келген сызықтық комбинациясының да Риман бойынша интегралдануы
және ол интеграл мәнiнiң бастапқы функция интегралдар мәндерiмен дәл сондай сызықтық
комбинацияда өрнектелуi

2. Күрделi функция мен функциялар көбейтiндiсiнiң Риман бойынша интегралдануы
– сәйкес үзiлiссiз сыртқы және интегралданатын iшкi функциялардан құрылған күрделi
функцияның және интегралданатын екi функцияның көбейтiндiсiнiң Риман бойынша
интегралдануы

Риман интегралының аддитивтiк қасиетi – жалпыны жекелерге жiктеп, керiсiнше
жекелерден жалпыны жинайтын аддитивтiлiк атты қасиетi Риман интегралы жағдайында
сегментте интегралданатын функцияның сегменттiң ақырлы жүктелуiндегi әр сегментте
де интегралдануы және сегменттегi интегралдың жiктеудегi интегралдар қосындысына
тең болуы, керiсiнше, жiктеудегi әр сегментте интегралануынан сегменттiң өзiнде
де интегралданып, әр сегментiндегi интегралдар мәндерi қосындысының сегменттегi
интегралын беруi, сонымен қатар сегменттiң бiр ғана шеткi нүктесiнде үзiлiстi бола алатын
шенелген функцияның сол сегментте интегралдануы мен үзiлiс нүктелер саны ақырлы
шенелген функцияның интегралдану қасиетiн қамтамасыз етуi

3. Риман интегралының сегменттегi интегралданатын функциялар теңсiздiк қатынасын
сақтауы – интегралданатын екi функцияның сегменттiң әр нүктесiндегi бiрiншiсiнiң
мәнi екiншiсiнiң мәнiнен аспауынан, олардың Риман интегралдарының мәнi де сол
қатынаста болуы, интегралданатын терiс емес функция интегралының да терiс емес
болуы, сол себептi интегралданатын функция интегралы модулiнiң функция модулiнiң
интегралынан аспауы, шенелген функция интегралы модулiнiң сегмент ұзындығы мен
шенiнiң көбейтiндiсiмен жоғарылан және шенелген және терiс емес интегралданатын
функциялар көбейтiндiсiнiң интегралын төменгi және жоғарғы шендер мен терiс емес
функция интегралы көбейтiндiсiмен сәйкес төменнен және жоғарыдан бағалау
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4. Риман интегралының орта мән туралы теоремасы дискреттi жағдайдағы
арифметикалық орта үғымының үзiлiссiз баламасы ретiнде – аналитикалық тұрғыдан
сегментте үзiлiссiз функцияның ақырсыз көп мәндерiн соның Риман интегралы арқылы
жазылған орта мән деп, әрi қарай қолданыста дамытылған iлiмдерде математикалық
күтiлiм деп те аталатын бiр ғана мәнмен өрнектелуi, оның геометриялық тұрғыдағы
мағынасы сол үзiлiссiз функциямен шектелген қисық сызықты трапеция аудан мәнiн
сақтай отырып, тiктөртбұрыштың сыртындағы қисық сызықты трапеция бөлiгiнiң iшiндегi
қисық сызықты трапециядан бос бөлiкпен тең болатындай етiп тiктөртбұрышқа түзететiн
орта мән атты iзделiнiстi тiктөртбұрыш биiктiгiнiң мәнi мен орта мән туралы теореманың
кез келген шенелен фукциялар үшiн жоғарғы және төменгi шендерi арасындағы санмен
бағалануы
§3. Риман интегралының басқа да рквиваленттi анықтамалары
1. Риман интегралының S (мәндер) тiлiндегi анықтамасы – берiлген сегментте

анықталған (шенелу шарты алдын ала қойылмаған) сандық функцияның аралықтың
бөлшектенуiне сәйкес интегралдық қосынды деп аталатын жiктеу сегменттерiнiң
ұзындығы мен сол сегментте жататын қайсы бiр нүктедегi функция мәнi көбейтiндiсiнiң
қосындысы және бөлшектеу диаметрi бойынша анықталған интегралдық қосындының
диаметр нөлге ұмтылғандағы интегралдық қосындыдағы функция мәндерiне тәуелсiз жаңа
түрдегi нақты мәндi шегi мен бар болған жағдайда функцияның S тiлiнде интегралдануы
және де сол шек мәнiнiң функцияның S тiлiндегi интегралы деп аталуы

2. Риман интегралының (U2n − L2n) -тiлiндегi анықтамасы – интегралдың (U − L)
тiлiндегi анықтамасындағы бөлшектеудi кездейсоқ емес, бiрте-бiрте бөлшектеудiң әр
сегментiн қақ бөле отырып, тең 2n бөлiкке бөлгенде бөлшектеулер бойынша алынған
супремум мен инфимум орнына сәйкес жоғарғы қосындылары монотонды кеми отырып,
төменгi қосындылары монотонды өсе отырып бар болатын тiзбек шектерi өзара тең болып
беттесуi бойынша интегралды анықтау

3. Интегралдың (U −L) және S-тiлiндегi анықтамаларының рквиваленттiгi – сегментте
анықталған шенелуi алдын ала қойылмаған функцияның S-тiлiнде интегралдануынан
оның шенелуi мен (U − L) -тiлiнде интегралдануы, керiсiнше (U − L) -тiлiнде
интегралданатын шенелген функцияның S -тiлiнде интегралдануы және де әрқашанда екi
анықтамадағы интеграл мәндерiнiң өзара тең болуы, қорытындылап айтқанда, интеграл
анықтамаларының бiрi бойынша интегралданатын функцияның екiншiсi бойынша да
интегралдануы мен интеграл мәндерiнiң өзара тең болуы

4. Риман интегралының (U − L) және (U2n − L2n) тiлдерiндегi анықтамаларының
рквиваленттiлiгi – сегментте шенелген сандық функциялар үшiн сәйкес inf-sup пен
монотонды тiзбек шегi арқылы берiлген интеграл анықтамаларының бiрi бойынша
интегралдануынан екiншiсi бойынша да интегралдануы мен интеграл мәндерiнiң өзара тең
болуы
§4. Интегралдау мен дифференциалдаудың ньютон-лейбниц түрiндегi

байланысы
1. sinx функциясы cosx үшiн sin′ x = cosx болатындай айқын туындысы берiлмеген

үзiлiссiз функция туындысын табу мәселесiн жаңа функцияны анықтайтын жоғарғы
шегi айнымалы болатын дамытылған Риман интегралы арқылы анықтау – сегментте
үзiлiссiз болуынан басқа еш шарт қойылмайтын алдын ала берiлген функция үшiн әр
нүктедегi туындысы дәл осы функция мәнi болатын функция құру мақсатымен анықталған
сегменттiң бастапқы нүктесiнен жаңа функция айнымалысы ретiнде қабылданатын кез
келген нүктесiне дейiнгi аралықта алынған жоғарғы шегi айнымалы болатын берiлген
функция интегралының жаңа функция ретiнде қойылған күрделi мәселенi шешуi

2. Интегралдау және дифференциалдау iлiмдерiн байланыстыратын Ньютон-Лейбниц
формуласы – үзiлiссiз функцияның Риман интегралы мен туынды арқылы анықталған
алғашқы функциясының теңдiк түрiндегi теориялық байланысы, соның iшiнде, алғашқы
функциясы айқын түрде берiлген (анықталмаған интеграл тақырыбы болған) жағдайларда
функция үшiн Риман интегралын оның анықтамасындағы inf-sup, шек күрделi есептеулерiн
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жүргiзбей-ақ алғашқы функциялардың бiрiнiң сегмент шекараларындағы мәндерiнiң
айырмасы арқылы практикалық есептеу

3. Интегралдық және дифференциалдық есептеудiң негiзгi теоремасы болып
табылатын Ньютон-Лейбниц формуласының үзiлiссiздiктi сегментте интегралдану
шартымен кеңейтетiн жалпы жағдайы
§5. Риман интегралының түрлендiрулерi мен орта мән туралы екiншi теорема
Риман интегралында айнымалыны ауыстыру мәселесi – сегментте үзiлiссiз

функцияның айнымалысын мәндерi функция анықталған сегментте жатып, үзiлiссiз
дифференциалданатын, жаңа сегментте анықталған функциямен алмастыру арқылы
бастапқы функцияның Риман интегралын жаңа айнымалыға тәуелдi күрделi функция
мен ауыстырымдағы функция туындысының көбейтiндiсiн жаңа айнымалы анықталған
сегментте интегралдау арқылы өрнектеу

2. Риман интегралын бөлiктеп интегралдау – берiлген функцияны туындыларымен қоса
үзiлiссiз функциялар көбейтiндiсi түрiнде жазып, сол көбейтiндi туындысы формуласының
екi жағын да Риман бойынша интегралдағанда сызықтық қасиет бойынша пайда болған үш
интегралдағы көбейтiндi туындысының интегралы Ньютон-Лейбниц формуласы бойынша
тiкелей есептелiп, интегралдан арылады да, көбейтiндi түрiнде жазылған бастапқы
функция интегралының «симметриялы» мағынада анықталған оған қарағанда есептеу
тұрғысынан ұтымды интеграл мен тiкелей есептелген интеграл мәнi арқылы өрнектелуi

3. Қалдығы интегралдық түрдегi Тейлор формуласы – еселi рет туындылатын және
ең үлкен реттi туындысы үзiлiссiз функцияны Тейлор формуласымен жазуда бөлiктеп
интегралдау формуласын функция туындысы мен жiктеу көбейткiшiне қажеттi рет
қолдану нәтижесiнде ең үлкен реттi туынды мен жiктеу көбейкiшiнiң бiрге кем дәрежесiнiң
сол туынды алынатын нүктеден сегменттiң қайсыбiр нүктесiне дейiнгi интегралы арқылы
өрнектелген қалдық мүшесi және оның Лагранж, Коши берген қалдық мүшелерге өтуi

4. Орта мән туралы екiншi теорема атты Риман интегралының аддитивтiлiк қасиетiнiң
монотонды функция мен интегралданатын функциялар көбейтiндiсiне жалпылауы болып,
монотонды функцияның ең үлкен және ең кiшi мәндерi арқылы интеграл таңбасы астынан
алып шығуы – Риман интегралының аддитивтiлiк қасиетi сегменттегi кез келген нүкте үшiн
орындалса, сегментте кемiмейтiн функция мен интегралданатын функция көбейтiндiсiнiң
сол сегмент бойынша алынған Риман интегралының өспелi функцияның ең кiшi және ең
үлкен мәндерiн сегменттiң бастапқы нүктесiнен қайсыбiр нүктесiне дейiнгi және ары қарай
сол нүктеден соңғы нүктеге дейiнгi аралықтағы интегралданатын функция интегралының
сәйкес мәнiне көбейтiндiсiнiң қосындысына тең болатындай нүктенiң табылу
§6. Қисық және риман интегралы арқылы есептелетiн оның ұзындығы
1. Қисықтың аналитикалық түрде ортақ сегментте үзiлiссiз және реттелген қос функция

ретiнде анықталуы мен оның геометриялық сипаттамасы – анықталу сегментiндегi тәуелсiз
айнымалының әр мәнiне үзiлiссiз функциялар арқылы екi мән сәйкес қойылып, олардың
ретiне сәйкес бiрiншi координатасы бiрiншi функция, екiншi координатасы екiншi функция
мәнi болатын нүкте салынады да, сондай нүктелердiң барлығы бiрiгiп, жазықтықтағы
қисықты құруы

2. Қисық ұзындығының анықтамасы – қисық анықталған кесiндiнiң бөлiктенуiне
сәйкес қисықтың өзi де бөлiктенiп, ұзындықтары шеткi нүктелерiнiң координаталарына
Пифагор теоремасын қолдану арқылы анықталған кесiндiлерден тұратын сынық сызықтар
ұзындықтарымен iштей жуықталғанда пайда болған қосынды супремумы ретiнде

3. Қисық ұзындығын Риман интегралы арқылы есептеу – интегралдық қосындыны
бiрден бермегенiмен, Лагранж формуласы бойынша қандай функцияның интегралы
болатындығына бағыт беретiн анықтамадағы қисық сызық ұзындығына тең шама мен
қисықты беретiн реттелген, үзiлiссiз функциялар арқылы өрнектелген функцияның
интегралы арқылы ұзындық есептеу формулаларының теңдiктерiн оны дәлелдеуге
қарағанда оңай екi қарама-қарсы теңсiздiктi супремум мен интегралының қосындылар
тiлiндегi анықтамасын қолдана отырып дәлелдеу арқылы алу
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§7. Жаратылыстану мәселелерiне математикалық модель құру арқылы
Риман интегралын қолдану үлгiлерi

1. Сегментте үзiлiссiз функциялар графиктерi арқылы анықталған жазықтықтағы
фигураның ауданын есептеу – ауданы Риман интегралымен өрнектелген бiр таңбалы қисық
сызықты трапецияларға жiктеу арқылы

2. Айналу денесiнiң көлемiн есептеу формуласы белгiлi деп қабылданған цилиндр көлемi
арқылы Риман интегралы теориясымен анықтау және оны есептеу формуласы – қисық
сызықты трапеция өспен толық айналғанда шыққан айналу денесi атты дененiң көлемiн
айналу өсiндегi кесiндiнi бөлшектегенде пайда болған цилиндрлер көлемi арқылы iштей
және сырттай жуықтағандағы құрылған қосындылардың интегралдар теориясындағы
жоғарғы және төменгi қосындылар екендiгiн көрген соң ғана сол теориядағы үзiлiссiз
функцияның интегралы бар болуы туралы теоремадан қосындылардың сәйкес инфимумы
мен супремумының ортақ мәнiнiң бар болуынан айналу денесiнiң көлемi бар деп, ал сол
Риман интегралы бойынша өрнектелген ортақ санды iзденiстi көлемнiң мәнi деп анықтама
бойынша қабылдау

3. Материялық қисықтың статикалық моментi мен ауырлық центрiн интеграл
арқылы есептеу – бiрқалыпты таралған салмақты материялық қисық бөлшектенуiне
сәйкес одан алынған нүктелер бойынша бiр нүктеде шоғырланған әрбiр бөлiгiнiң
салмағын дискреттi жағдайдағыдай құрылғандағы қосындылар интегралдық қосындыны
бергендiктен үзiлiссiз функцияның Риман интегралы бар болып, сол интеграл мәнi арқылы
статикалық момент пен ауырлық центр мәнiн анықтау және есептеу
§8. Риман интегралын жуықтап есептеу әдiстерi
1. Үзiлiссiз функцияның Риман интегралын жуықтап есептеу деген не? –

есептеу тұрғысынан күрделi, берiлген сегменттегi ақырсыз нүктелерге тәуелдi, дәл мәнi
тiкелей есептеуге келмейтiн sup-inf, шек болатын интеграл түрiндегi ақырсыз объектiнi
квадратуралық формула атты функцияның түйiн деп аталатын нүктедегi мәндерiн
сәйкес салмақтары деп аталатын корффициенттерге көбейте отырып алынған ақырлы
қосындымен қалауымызша алдын ала алынған дәлдiкте алмастыру

2. Лагранж интерполяциялық көпмүшелiгi – алдын ала берiлген жазықтықтағы
ақырлы санды нүктелерден ретi нүктелер санынан бiрге кем көпмүшелiк құру мәселесiнiң
1795 жылы Джозеф Лагранж берген Лагранж көпмүшелiгi атты шешiмi және сандық
функцияның Лагранж интерполяциялық көпмүшелiгi

3. Лагранж интерполяциялық көпмүшелiгiн Риман интегралын жуықтап есептеуге
қолдануының әдiстемесi – интеграл астындағы үзiлiссiз функцияны берiлген сегменттiң
бөлшектеу нүктелерiнде сол функцияның мәндерi бойынша құрылған Лагранж
интерполяциялық көпмүшелiгiмен алмастыру арқылы дәл есептелетiн көпмүшелiктiң
интегралымен жуықтау

4. Тiктөртбұрыштар әдiсi – сегменттi бiрқалыпты жiктеген соң, интегралдың аддитивтiк
қасиетi бойынша әр бөлiгiндегi интегралды интеграл астындағы функцияны бөлiк
ортасындағы мәнi болатын нөлiншi реттi Лагранж интерполяциялық көпмүшелiгiмен
алмастыру арқылы жуықтау және жуықтау қателiгiнiң екiншi реттi туынды ең үлкен
мәнiнiң бөлшектеу санының екiншi дәрежесiне қатынасы арқылы алынған бағалауы

5. Трапециялар әдiсi – сегменттi бiрқалыпты жiктеген соң, интегралдың аддитивтiк
қасиетi бойынша әр бөлiгiндегi интегралды сегмент ұштарындағы интеграл астыфункция
мәнi бойынша құрылған кесiндiнi беретiн бiрiншi реттi Лагранж интерполяциялық
көпмүшелiгiмен алмастыру арқылы жуықтау және жуықтау қателiгiнiң екiншi реттi
туынды ең үлкен мәнiнiң бөлшектеу санының екiншi дәрежесiне қатынасы арқылы алынған
бағалауы

6. Параболалар (Симпсон) әдiсi - сегменттi бiрқалыпты жiктеген соң, интегралдың
аддитивтiк қасиетi бойынша әр бөлiгiндегi интегралды сегмент ұштары мен ортасындағы
нүктедегi интеграл асты функция мәнi бойынша құрылған параболаны беретiн екiншi
реттi Лагранж интерполяциялық көпмүшелiгiмен алмастыру арқылы жуықтау және
жуықтау қателiгiнiң төртiншi реттi туынды ең үлкен мәнiнiң бөлшектеу санының төртiншi
дәрежесiне қатынасы арқылы алынған бағалауы
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Н. Темiрғалиев

VIII ТАРАУ. САНДЫҚ ҚАТАРЛАР

§1. Сандық қатар атты ақырсыз қосындының ақырлы қосындымен
ұқсастығы және айырмашылығы

1. Сандық қатар және де сол саны ақырсыз қосылғыштардың қосындысын тағайындау
– берiлген сандық тiзбек мүшелерiнiң бiрiншi мүшесiмен, екiншi мүшесiмен сол сияқты
нөмiрленген әр мүшесiмен анықталатын сандық қатар атты ақырсыз қосынды түрiнде
жазылуы, қосылғыш саны қанша көп болса да, ақырлы қосынды мағыналы да, ақырсыз
қосындының өзiндiк мағынасыздығы, 1821 жылы сандық қатар деген шек деп Коши
айтқандай ақырсыз қосынды ұғымын дербес қосындысы деп аталатын тiзбектiң алғашқы
мүшелерi қосындыларынан құрылған сандық тiзбек шегi нақты мәндi болғанда қатар
жинақталады және қатар қосындысы осы тiзбек шегiне тең, ал тiзбек шегi ақырсыз не
шегi жоқ болғанда қатар жинақталмайды деген тұрғыда мағыналы етiлуi

2. Бiрiншi, екiншi, жалпы айтқанда, әр мүшесiмен анықталатын сандық қатарлардың
сәйкес нөмiрлi мүшелерiне сызықтық амалдарды қолданғанда пайда болған сандық қатар
– сандық қатарды анықтайтын тiзбекке белгiлi сызықтық амалдар қолдану нәтижесiнде
пайда болған тiзбек арқылы анықталған қатар берiлген сандық қатарға қолданылған
сол сызықтық амалдар нәтижесi ретiнде, сандық қатарды нөлден өзгеше санға көбейту
оның жинақталуын өзгертпеуi және жинақталған жағдайда санға көбейтiлген қатар
қосындысының бастапқы қатар қосындысы мен сол сан көбейтiндiсiне тең болуы;
екi жинақталатын қатардың сәйкес мүшелерiнiң қосындысынан құрылған қатардың
да жинақталуы, жинақталатын және жинақталмайтын қатардың сәйкес мүшелерiнiң
қосындысынан құрылған қатардың жинақталмауы, екi жинақталмайтын қатардың
сәйкес мүшелерiнiң қосындысынан құрылған қатардың жинақталу да, жинақталмауы да
мүмкiндiгi

3. Сандық қатардың дербес қосынды мен қалдық қатарына жiктелуi және сондай
жағдайда қосындысы өзгермейтiн ақырлы қосындыға қарағандағы ерекшелiктерi – сандық
қатарды белгiлi бiр нөмiрлi мүшеге дейiнгi нөмiрлi мүшелерiнен түратын ақырлы қосынды
мен қалған мүшелерiнен құралған бастапқы қатардың қалдық қатары деп аталатын жаңа
қатарға бөлу, бастапқы қатар мен қалдық қатар жинақталуының пара-парлығы, сол
себептi қатар жинақталуының да, жинақталмауының да қатардың әр жеке мүшесiне
тәуелсiздiгi, қалдық қатардың бастапқы нөмiрi өскен сайын нөлге ұмтылуы

4. Сандық қатар мүшелерiнiң ақырлы қосылғыштарға жiктелуi арқылы, керiсiнше
топтастырылған қатарды қайта ашу арқылы алынған жаңа қатарлар және олардың қалай
жiктелсе де, қалай ашылса да қосындысы өзгермейтiн ақырлы қосындыға қарағандағы
ерекшелiктерi – жинақталатын қатар мүшелерiнiң орнын ауыстырмай топтастырғанда
әр мүшесi сәйкес топтағы қосындыға тең болатын жаңа қатардың құрылуы және сол
жаңа қатардың да жинақталып, бастапқы қатар қосындысына тең болуы, керiсiнше,
топтастырғанда шыққан қатар жинақталуының әр топтағы қосынды таңбасы бiрдей
болғанда ашылған қатарда сақталуы

5. Сандық қатар жинақталуының бiр қажеттi шарты – сандық қатардың жалпы
мүшесiнiң шегi бар және нөлге тең болуы, сол себептi қатардың жалпы мүшесiнiң нөлге
ұмтылуы оның жинақталмауын қамтамасыз етуi
§2. Бiр таңбалы мүшелi сандық қатарлар және олардың бiржақтан

жинақталуының монотонды тiзбектер жинақталуымен пара-парлығы,
жинақталуы белгiлi рталон қатарлармен салыстырулары

1. Терiс емес мүшелi қатар жинақталуының критерийi – қатар жинақталу,
жинақталмауының тiкелей анықтамасы бойынша дербес қосындылар тiзбегiнiң сәйкес
нақты мәндi шегi бар не болмауына пара-парлығы және қатар терiс емес сандардан
құрылуынан оның дербес қосындылар тiзбегi келесi нөмiрге көшкенде терiс емес сан
қосылып, кемiмейтiн болады да, монотонды тiзбектiң нақты мәндi шегi бар болуы жайлы
критерийiнен тiзбектiң жоғарыдан шенелу не шенелмеуiне баламалылығы
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2. Терiс емес мүшелi қатардың жинақталуының интегралдық критерийi – үзiлiссiз, терiс
емес, өспейтiн функцияның бүтiн мәндi мүшелерiнен құрылған қатардың жинақталуының
An ≡

∫ n
1 f (x) dx интегралымен анықталған кемiмейтiн тiзбек шенелуiмен пара-парлығы

3. Нөмiрлес мүшелерi белгiлi реттiк катынаста болатын екi терiс емес мүшелi
сандық қатарлар жинақталуының салыстыру теоремалары – мүшелерi үлкен қатардың
жинақталуынан мүшелерi кiшi қатардың жинақталуы және мүшелерi кiшi қатардың
жинақталмауынан мүшелерi үлкен қатардың жинақталмауы, сонымен бiрге мүшелерi
үлкен қатардың жинақталмауы немесе кiшi мүшелi қатардың жинақталуы екiншi қатардың
жинақталу, жинақталмауы жайлы еш мәлiмет бермеуi

4. Терiс емес мүшелi қатар жинақталуының Коши белгiсi және оның мәселенi толық
шешпеуi – қатардың жалпы мүшесiнiң n-шi дәрежелi арифметикалық түбiрiмен анықталған
Коши көмекшi тiзбегiнiң шегi бар және бiрден кiшi, үлкен және тең болуына сәйкес берiлген
қатардың жинақталуы, жинақталмауы және мәселенi шешпеуi

5. Терiс емес мүшелi қатар жинақталуының Даламбер белгiсi және оның мәселенi толық
шешпеуi – қатардың жалпы мүшесiнiң кейiнгi мүшесiне қатынасы арқылы анықталған
Даламбер көмекшi тiзбегiнiң шегi бар және бiрден кiшi, үлкен және тең болуына сәйкес
берiлген қатардың жинақталуы, жинақталмауы және мәселенi шешпеуi

6. Терiс емес мүшелi қатар жинақталуының Раабе белгiсi және оның мәселенi толық
шешпеуi – Rn = n

(
an
an+1

− 1
)

формуласымен анықталған Раабе көмекшi тiзбегiнiң шегi
бар және бiрден кiшi, үлкен және тең болуына сәйкес берiлген қатардың жинақталмауы,
жинақталуы және мәселенi шешпеуi

7. «Қатардың тынысталуы» деген атауға ие сандық қатар жинақталуы мен
жинақталмауының орнықтылығы – оң мүшелi жинақталатын қатардың мүшелерiнiң
«кiшкенелiгiнiң» құпия заңдылығынан олардың барлығын қосқанда белгiлi бiр саннан
аспауы, солай бола тұрып, оның әр мүшесiн ақырсыз үлкен көбейткiштерге көбейтiп,
мүшелерiн «үлкейткенiмен» қатардың жинақталуын сақтайтындай мүшелерде артық
«қор» болуы және керiсiнше, оң мүшелi жинақталмайтын қатардың мүшелерi тiптi
нөлге ұмтылса да оның мүшелерiнiң «кiшкенелiгiнiң» құпия заңдылығынан қандай сан
алсақ та одан асып қосынды құру мүмкiндiгi және солай болғанда да оның әр мүшесiн
нөлге ақырсыз кемитiн көбейткiштерге көбейтiп, мүшелерiн «кiшiрейткенiмен» қатардың
жинақталмауын сақтауы
§3. Айнымалы таңбалы мүшелi қатарлар мен олардың тербелiс түрдегi

жинақталуының суреттемесi және жинақталудың абель түрлендiруi арқылы
жалпы қатарға арналған коши критерийiне келтiретiн шарттары

1. Екi таңбалы да мүшелерiнiң саны ақырсыз айнымалы таңбалы қатарлар және
олардың жинақталу жолы – бiр таңбалы қатардың дербес қосындылары бiр бағытта
өзгерiп, монотонды түрде өз шегiне бiр жақты жолмен ұмтылса, бар-жоғы екi оң және
терiс таңбаны да қамтитын айнымалы таңбалы қатарларда дербес қосындысына жаңадан
енетiн қосылғыштар топ-топпен кезекпен кездесетiн терiс емес таңбалы топқа түскенде
қосынды өсiп, оң емес топқа түскенде кемiп, ырғала шегiне ақырсыз ұмтылуы

2. Жалпы жағдайдағы сандық қатар жинақталуының Коши критерийi – сандық қатар
жинақталуы дербес қосынды атты сандық тiзбек жинақталуымен анықталғандықтан қатар
жинақталуы сол дербес қосындыдан құрылған сандық тiзбектiң нақты мәндi шегi бар
болуы жайлы Коши критерийiнiң қатарлар тiлiндегi екi дербес қосындының айырмасы
болатын ақырсыз қосындының бiр нөмiрден үзбей екiншi нөмiрге дейiнгi кесiндiсiмен
жазылған көшiрмесi ретiнде

3. Әр қосылғышы екi санның көбейтiндiсi болатын ақырлы қосындының Абель
түрлендiруi – бiрiншiсiнен сол нөмiрлi мүшеге дейiнгi бiрiншi көбейткiштердiң қосындысын
екiншi көбейткiштiң алдындағы мүшемен айырмасына көбейткендегi көбейтiндiлер
қосындысы мен өзiндiк түрдегi шеткi жағдайлардың қосындысы түрiнде

4. Сандық қатар жинақталуының Дирихле белгiсi мен оның салдары болатын Лейбниц
теоремасы – бiрiншiсiнiң мүшелерiнен құрылған дербес қосындылары шенелген, екiншiсi
кеми отырып, нөлге ұмтылатын екi тiзбектiң нөмiрлес мүшелерiнiң көбейтiндiсi түрiнде
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берiлген сандық қатар жинақталуын Абель түрлендiруi бойынша Коши критерийiмен
бекiту және бiрiншi көбейткiш кезекпен кезек екi таңбаның ауысуын бергендегi оның
салдары

5. Сандық қатар жинақталуының Абель белгiсi - бiрiншiсiнен құрылған қатар
жинақталып, екiншiсi монотонды, шенелген екi тiзбектiң нөмiрлес мүшелерiнiң көбейтiндiсi
түрiнде берiлген сандық қатар жинақталуын Абель түрлендiруi бойынша Коши
критерийiмен бекiту

6. Лейбниц теоремасының тағы бiр дәлелдеуi – теорема шартын тiкелей қолданып,
тақ және жұп нөмiрлерiнен құралған тiзбекшелер монотонды және шенелген тiзбек
ретiнде жинақталғандықтан дербес шектер қасиеттерi негiзiнде олардың бар және ортақ
шектерiнiң дербес қосынды шегiн беруi.
§4. Абсолюттi және шартты жинақталатын сандық қатарлар мен олардың

алмастырулары
1. Сандық қатардың абсолюттi және шартты атты жинақталу түрлерi – қатар

мүшелерiнiң абсолют шамасынан құрылған жаңа қатардың жинақталуы бастапқы
қатардың абсолюттi деп аталатын жинақталуын анықтауы және абсалюттi жинақталу
мiндеттi түрде бастапқы қатар мүшелерiнiң «кiшкене» болуымен қатардың өзiнiң
де жинақталуын қамтамасыз етуi, абсолюттi жинақталмайтын бастапқы қатар
жинақталғанда оның шартты жинақтылық деп аталуы және осы жинақталу қатар
мүшелерiнiң абсолют шамасына таңба әсер етуiмен тербеле қамтылуы

2. Мүшелерi бастапқы қатар нөмiрлерiмен мiндеттi түрде бiр және тек бiр рет қана
нөмiрленетiн жаңа алмастырылған қатар – берiлген қатарды анықтайтын тiзбектiң оң бүтiн
сандар жиынынан тұратын анықталу жиынын өзара бiрмәндi сәйкестiкте пайда болған
тiзбекпен жасалған қатар алмастыруы деп аталатын жаңа қатардың құрылуы

3. Абсолюттi жинақталатын қатардың барлық мүмкiн алмастыруларының жинақталуы
мен олардың қосындыларының бiрмәндiлiгi – абсолюттi жинақталатын қатар
қосындысының ақырлы қосындыдағыдай қосынды мәнiн сақтап, қосылғыштардың
орындарын қалауымызша алмастыруға болатындығы

4. Шартты жинақталатын қатардың алдын ала берiлген кез келген санға жинақталатын
алмастыруының бар болуы туралы Риман теоремасы – берiлген айнымалы таңбалы
қатар абсолюттi жинақталмағандықтан ретiмен тек терiс емес таңбалы мүшелерi +∞ -
ке ұмтылатын, терiс таңбалы мүшелерi −∞ -ке ұмтылатын қатарлар болады да, нөлге
ұмтылатын бiр мүшеге бiресе асып, бiресе кеми отырып, екi қатардың мүшелерiн кезекпен
қоса алдын ала берiлген нақты санға ұмтылатын, сол сияқты +∞ пен −∞ ұмтылатын
қатарды құру
§5. Сандық қатарлардың көбейтiндiсi мен еселi қатарлар
1. Екi сандық қатардың Коши көбейтiндi атты жаңа қатар мен Мертенс теоремасы

– әрбiр мүшесi көбейткiш қатарлардың тиiстi мүшелерiмен алгебралық көпмүшелiктiң
көбейтiндiсi жолымен айнымалы дәрежесi алдындағы корффициенттер түрiнде анықтатын
Коши көбейтiндiсi және екi жәй жинақталатын қатардың Коши көбейтiндiсiнiң әрқашан
жинақтала бермеуi, ал ең болмағанда бiреуi абсолюттi жинақталғанда оның жинақталып,
осы көбейтiндiнiң екi қатар қосындысының көбейтiндiсiне тең болатындығын беретiн
Мертенс теоремасы

2. Екi сандық қатардың өзi де сандық қатар болатын көбейтiндiсiнiң жалпы анықтамасы
– оң бүтiн саннан құрылған барлық мүмкiн жұптар жиынын өзара қиылыспайтын және
әрбiр жұп мiндеттi түрде бiреуiнде және тек қана бiреуiнде жататын ақырлы жиыншаларға
бөлу арқылы сол жиында жататын жұптарға сәйкес сандық қатарлар мүшелерiнiң қос-
қостан көбейтiндiлерiнiң қосындыларын жаңа қатар мүшесi болатындай нөмiрлей отырып,
екi қатар көбейтiндiсiн анықтаудың жалпы шексiз әдiстерi

3. Еселi сандық қатарлар және олардың жинақталуы – терiс емес бүтiн саннан
құрылған барлық мүмкiн жұптар жиынында анықталған функция түрiндегi {am,n}∞m,n=1

екi еселi тiзбек, осы тiзбектiң барлық мүшелерiнiң қосу таңбасымен жазылған∑∞
n=0

∑∞
m=0 an,m = a0,0 + a0,1 + a1,0 + ... символы түрiндегi екi еселi қатары және оның
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жинақталуының бiрiнiң iшiнде бiрi орналасқан жұптардың ақырлы жиындары бойынша
құрылған сандық қатар жинақталуымен анықталуы
§6. Нақты сандардың ақырсыз көбейтiндiсiнiң ақырлы көбейтiндiмен

ұқсастығы және айырмашылығы
1. Ақырсыз көбейтiндi және де сол саны ақырсыз көбейткiштердiң көбейтiндiсiн

тағайындау – берiлген сандық тiзбек мүшелерiнiң бiрiншi мүшесiмен, екiншi мүшесiмен
сол сияқты нөмiрленген әр мүшесiмен анықталатын ақырсыз көбейтiндi атты көбейтiндi
түрiнде жазылуы, көбейткiштер саны қанша көп болса да, ақырлы көбейтiндi мағыналы
да, ақырсыз көбейтiндiнiң өзiндiк мағынасыздығы, ақырсыз көбейтiндi ұғымын дербес
көбейтiндi деп аталатын тiзбектiң алғашқы мүшелерi көбейтiндiлерiнен құрылған сандық
тiзбек шегi нақты мәндi болғанда ол жинақталады және көбейтiндi мәнi осы тiзбек шегiне
тең, ал тiзбек шегi ақырсыз не шегi жоқ болғанда көбейтiндi жинақталмайды деген тұрғыда
мағыналы етiлуi

2. Оң мәндi көбейткiштi ақырсыз көбейтiндi жинақталуы мен оның сәйкес мүшелерiнiң
логарифмiнен құралған сандық қатар жинақталуының пара-парлығы - дербес көбейтiндi
логарифмiнiң мүшелерi логарифмiнiң қосындысы арқылы жазылуы

3. Валлис формуласы - π
2 санының оған жинақталатын, жалпы мүшесi 2n

2n−1
2n

2n+1
ақырсыз көбейтiндi арқылы бейнеленуi
IX ТАРАУ. ФУНКЦИЯЛЫҚ ТIЗБЕКТЕР МЕН ҚАТАРЛАР ШЕККЕ

КӨШУ АРҚЫЛЫ ФУНКЦИЯ БЕРIЛУIНIҢ ӘДIСI РЕТIНДЕ
§1. Функциялық тiзбек пен қатар, олардың нүkтeлi жинақталуы және

олармен функцияны анықтау әдiстемесi
1. Функциялық тiзбек пен функция анықтауын қамтамасыз ететiн нүктелi жинақталуы

деп аталатын ең аз үнемдi шарты және солар арқылы нүктелi шек атты функция берiлуiнiң
тағы бiр әдiстемесi – табиғаты кез келген жиын алдын ала берiлiп, әр оң бүтiн санға сол
жиында анықталған функцияны сәйкес қоятын функциялық тiзбек атты ереже және сол
жиынның әрбiр нүктесiнде функциялық тiзбек айналатын сандық тiзбектiң нақты мәндi
шегi бар болғанда функциялық тiзбектiң нүктелi шек атты функцияға нүктелi жинақталуы
және әр нүктеге сол шектi сәйкес қою арқылы функцияны анықтаудың тағы бiр тәсiлi

2. Функциялық қатар мен функция анықтауын қамтамасыз ететiн нүктелi
жинақталуы деп аталатын ең аз үнемдi шарты және солар арқылы нүктелi шек атты
функция анықтауының тағы бiр әдiстемесi – берiлген функциялық тiзбектiң мүшелерiн
қосу таңбасымен жалғайтын сол жиында берiлген функциялық қатар атты символ,
оның нүктелi жинақталуының алғашқы мүшелерiнiң қосындысынан құрылған дербес
қосындылар деп аталатын функциялық тiзбек тiлiнде анықталуы және сондағы нүктелi
шек функциялық қатардың да сондай атаулы функциясы болуы, осылайша функцияны
анықтаудың тағы бiр тәсiлi

3. Нүктелi жинақталу кезiнде шектiк функция функциялық тiзбек пен қатар
мүшелерiнiң үзiлiссiздiк, дифференциалдану, интегралдану қасиеттерiн әрқашан
сақтай бермейтiндiгiн, сақтаған жағдайдың өзiнде теңдiк орындала бермейтiндiгiн
көрсететiн мысалдар мен содан туындайтын зерттеу мәселелерi – ақырлы қосындыда
қосылғыштардың барлық қасиеттерi қосындыға өткенiмен, ақырсыз қосындыда шекке
көшу кезiнде қасиеттердiң жоғалуы
§2. Функциялық тiзбек пен қатардың бiрқалыпты жинақталуы
1. Функциялық тiзбек пен қатардың бiрқалыпты жинақталуы – функциялық тiзбек не

қатар тек функцияны ғана анықтап қоймай мүшелерiнiң қасиеттерiн шектiк функцияда
сақтауды көздегенде нүктелi жинақталу атты ең аз талапты күшейтетiн жинақталу түрi

2. Функциялық тiзбек пен қатардың жиында бiрқалыпты жинақталуының Коши
критерийлерi – бiрқалыпты жинақталудың шектiк функцияның қатысуынсыз тек
функциялық тiзбек не қатар мүшелерiнiң өзара қатынасымен ғана анықталуы

3. Нүктелi және бiрқалыпты жинақталу ұғымдарының арақатынасы – бiрқалыпты
жинақталатын функциялық тiзбектiң де, қатардың да әрқашанда нүктелi және нүктелi
шектiк функцияға жинақталуы, бiрақ та бұның керi бағытта әрқашан орындала бермеуi
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4. Нүктелi жинақтылығы алдын-ала белгiлi функциялық тiзбектiң бiрқалыпты
жинақталу критерийi – нүктелi жинақталатын функциялық тiзбек мүшелерiнiң жиында
шектiк функциясынан ауытқуының супремумдарынан құрылған сандық тiзбектiң нөлге
ұмтылуымен пара-парлығы және оның функциялық қатар жағдайына көшiрмесi

5. Функциялық қатарлардың бiрқалыпты жинақталуының Вейерштрасс белгiсi –
функциялық қатардың әрбiр мүшесiн сол жиында шенейтiн сандардан құрылған сандық
қатар жинақталуынан

6. Функциялық қатардың бiрқалыпты жинақталуының Дирихле және Абель белгiлерi –
сандық қатар жолына сәйкес Коши критерийi және Абель түрлендiруiнiң тiкелей салдары
ретiнде
§3. Бiрқалыпты жинақталу мен үзiлiссiздiк
1. Бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатардың мүшелерiнiң үзiлiссiздiк

қасиетiнiң шектiк функциясында сақталуы – кесiндiде әр мүшесi үзiлiссiз болатын
функциялық қатардың нүктелi шегi болатын функция үзiлiстi болуы мүмкiн болса да,
жинақталу түрiн бiрқалыптыға дейiн күшейткенде қатар мүшiлерiнiң үзiлiссiздiк қасиетiн
сақтап, шектiк функцияның да үзiлiссiз болуы

2. Дини теоремасы – cегментте үзiлiссiз шектiк функциясына монотонды, сол себептi
нүктелi ұмтылатын мүшелерi де үзiлiссiз функциялық тiзбектiң бiрқалыпты жинақталуы

3. Бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатарда шек пен қатар таңбасының
ауыстырымдылығы – аралықта бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатар мен сол
жиынның шектiк нүктесi болатын нүктеде функциялық қатардың анықталмауы да мүмкiн
әрбiр мүшесiнiң нақты мәндi шегi бар болып, сол шектерден құралған сандық қатардың
жинақталуынан шектiк функцияның да сол шектiк нүктедегi шегi бар болуы және оның
мәнiнiң сандық қатар қосындысына тең болуы
§4. Бiрқалыпты жинақталу және интегралдану
1. Үзiлiссiз функциялардан құрылған функциялық қатарды мүшелеп интегралдау

– сегментте үзiлiссiз, сол себептi Риман бойынша интегралданатын функциялардан
құрылған бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатардың әрбiр мүшесiнiң интеграл
мәндерiнен құрылған сандық қатар жинақталуы және оның қосындысының шектiк
функция интегралына тең болуы

2. Интегралданатын функциялардан құрылған функциялық қатарды мүшелеп
интегралдау – сегментте Риман бойынша интегралданатын функциялардан құрылған
бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатардың әрбiр мүшесiнiң интеграл мәндерiнен
құрылған сандық қатар жинақталуы және оның қосындысының шектiк функция
интегралына тең болуы
§5. Бiрқалыпты жинақталу және дифференциалдану
1.Нүктелi жинақталатын функциялық қатарды мүшелеп дифференциалдау – мүшелерi

үзiлiссiз дифференциалданып, өзi нүктелi және туындыларынан құрылған жаңа
функциялық қатар бiрқалыпты жинақталатын қатардың шектiк функциясының да
дифференциалдануы және әр нүктеде туындыларынан құрылған қатар қосындысының
шектiк функция туындысына тең болуы

2.Кемiнде бiр нүктеде жинақталатын функциялық қатарды мүшелеп дифференциалдау
– мүшелерi дифференциалданып, өзi кемiнде бiр нүктеде және туындыларынан құрылған
қатар бiрқалыпты жинақталатын функциялық қатардың бiрқалыпты жинақталуы мен
сол шектiк функцияның дифференциалдануы және әр нүктеде туындыларынан құрылған
қатар қосындысының шектiк функция туындысына тең болуы
§ 6 Дәрежелiк қатарлар
1. Дәрежелiк қатар – мүшелерi коэффициент деп аталатын нақты санға

көбейтiлген терiс емес бүтiн көрсеткiштi дәрежелiк функция ретiнде жазылған, сол
коэффициенттерiмен толық анықталатын ерекше функциялық қатар. Дәрежелiк
қатардың Коши-Адамар формуласы арқылы анықталатын жинақталу интервалы және де
одан айырмашылығы ең көп дегенде шеткi нүктелерi болатын жинақталу аралығы

2. Дәрежелiк қатардың жинақталу интервалында iштей жатқан кез келген сегментте
бiрқалыпты жинақталуы мен жинақталу интервалының өзiнде қосындысының үзiлiссiздiгi
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3. Абель теоремасы – дәрежелiк қатардың қосындысының жинақталу аралығының әр
нүктесiндегi үзiлiссiздiгi

4. Дәрежелiк қатар қосындысының жинақталу аралығында iштей жатқан кез келген
сегментте интегралдануы мен жинақталу интервалында дифференциалдануы

5. Бiр нүктеде шенелген туындылары бар функция үшiн сол туындылар арқылы
коэффициенттерi анықталатын Тейлор қатары атты дәрежелiк қатар - нүктеде ақырсыз
дифференциалданатын функция үшiн дербес қосындылары функцияның сол нүктедегi
туындылары арқылы берiлген Тейлор формуласымен анықталатын дәрежелiк қатар құру
және оның жинақталу радиусының Коши-Адамар формуласымен анықталуы

6. ex, cosx, sinx, ln(1 + x), (1 + x)µ функциялардың анықталу жиынның әр нүктесiнде
Тейлор қатарына жiктелуi
§ 7. Анализдiң кейбiр маңызды теоремалары
1. Бiрде-бiр нүктеде ақырлы туындысы жоқ үзiлiссiз функцияның Вейерштрасс берген

тригонометриялық қатар түрiндегi f(x) =
∞∑
n=1

an cos(bnx) −∞ < x < +∞ мысалы –

үзiлiссiз f(x) = |x| функциясы жалғыз ғана x = 0 нүктесiнде дифференциялданбаса,
Вейерштрасс берген мысалдың сандық жиынның әр нүктесiнде ақырлы туындысының
болмауы

2. Әрбiр үзiлiссiз функцияны кез келген дәлдiкпен алгебралық көпмүшелiкпен жуықтау
туралы Вейерштрасс теоремасы - құрылысы шексiз еркiндiктегi үзiлiссiз функция мен
құрылысы ең үлкен дәрежеге тең кез келген нүктелердегi мәндерiмен толық анықталатын
қайсыбiр алгебралық көпмүшелiк айырмасының алдын ала алынған дәлдiк атты оң саннан
аспауы

3. Стирлинг формуласы – күрделiлiгi бiрден бастап алдын ала берiлген оң бүтiн
санға дейiнгi барлық оң бүтiн сандардың көбейтiндiсiнен тұратын кез келген оң бүтiн сан
факториалын жинақы түрде көрсеткiштiк және дәрежелiк функциялардың көбейтiндiсiмен
дәл өрнектеутiн бар болу түрiндегi теңдiк

4.Тригонометриялық функциялардың аналитикалық анықтамасы – мектептен бастап
геометриялық сызба арқылы алынған функция анықтамасына сай емес тригонометриялық
функциялар үшiн оның бар қасиетi мен сызбасын сақтайтын тригонометриялық қатарды
ереже ретiнде сәйкес қою арқылы аналитикалық түрде анықтау
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Mathematical substantiation of diagnostics of the technical condition of the oil
pipeline

Abstract: The paper is proposed a mathematical model of source recovery for the partial
differential equation of parabolic type on a tree graph. The developed model makes it possible
to apply the results in the diagnostics of the operation of large-scale pipelines through which
liquids are pumped, in particular, the detection of a blockage in a separate link of the main oil
pipeline.
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1. Introduction

Operation of a main oil pipeline presupposes the activities necessary for the continuous,
proper and efficient functioning of the oil pipeline, including diagnostics and operational dispatch
control.

The mathematical model is reduced to the inverse problem for the heat equation on a tree-
graph. According to the model, diagnostics of the linear part of the main oil pipeline is carried
out by installing a sensor at any point (vertex of the graph) of the main oil pipeline of one region
this makes it possible to find out the state on any fragment of the linear part (edge of the graph)
in another region where the dispatch center is located.

Diagnostics of the linear part of main oil pipelines is carried out to ensure safety, detect and
classify defects (failures) and their precise localization, determine the possibility of their further
operation at design technological modes, and calculate the permissible operating pressure [1].

Based on the results of technical diagnostics, a conclusion is drawn up on the technical con-
dition of the equipment, taking into account the identification of incidents, which will prevent
the risks of failure and monitor the technical condition of the main oil pipeline.

An incident implies a failure or damage to a production facility, as well as a deviation from the
mode of the technological process. It is usually presented in the form of damage and congestion
of the linear part.

Damage to the linear part is characterized by a violation of integrity, leading to loss of oil in
the pipeline. Congestion is characterized by the accumulation of impurities and impurities on
the inner side of the pipeline walls, leading to a decrease in oil flow.

Practical application of the developed model will make it possible to identify these types of
incidents along the entire length of the main oil pipeline for their further elimination.

Controllability and inverse problems for parabolic equations on a tree-graph are related to
the cable equation. From a practical point of view, such models find application in studying
the influence of a continuous medium of a fluid flow through a main network. We consider the
theoretical description from the point of view of source recovery in the cable equation.
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2. Mathematical formulation of the problem

Denote by Ω = {E, V } a finite connected compact metric tree graph, where E =
{e1, e2, . . . , eN} is the set of edges and V = {ν1, ν1, . . . νN+1} a set of vertices. For a met-
ric graph, each edge ej ∈ E is identified with the interval (a2j−1, a2j) of a real line of positive
length lj = ba2j−1 − a2jc . A tree graph has no cycles. The edges of the graph converge at
the vertices νj , which create the endpoint equivalence class {aj} . The star graph consists of
all edges included in one internal vertex ν . A pencil-graph is a star graph, all of whose edges,
except one, are boundary edges of the graph Ω .

We consider a connected finite compact metric tree graph. For such a graph {γ1, γ2, . . . , γm} =
∂Ω ⊂ V boundary vertices, that is, if d(ν) is the vertex index denotes the number of edges
included in this vertex, then ∂Ω = {ν ∈ V |d(ν) = 1} .

We assume that no vertex has index 2, or we can consider an equivalent graph with two
coincident edges. Therefore, V \∂Ω = {ν ∈ V |d(ν) > 2} .

The problem of identifying the source is reduced to the study of the parabolic equation:

ut − uxx + q(x)u = p(t)h(x) on E × (0, T ) (1){ ∑
ej∼ν ∂uj(ν, t) = 0 at each vertex ν ∈ V \∂Ω, t ∈ [0, T ]

u(·, t) are continuous at each vertex for all t ∈ [0, T ]
(2)

∂u = f on ∂Ω× [0, T ], u|t=0 = 0 on Ω (3)
The matching conditions are expressed in (2), where ∂uj(ν, ·) means the derivative of the

function u towards the vertex ν , taken along the edge e in the direction from the vertex. In
this case, ej ∼ ν means the edge ej , entering the vertex ν , and the sum is taken over all edges
entering ν . From the point of view of our practical model, this is the law of conservation of the
current state.

Let H = L2(Ω) and FT = L2([0, T ] ;Rm) .
For the direct problem, the result is known [2]:

Theorem 1. If f, p ∈ FT , q, h ∈ H then for each t ∈ [0, T ] , u = uf (·, t) ∈ H and
uf ∈ C ([0, T ] ;H) , where uf− is a generalized solution (1)-(3).

Here p∈H1(0, T ) . Application of the boundary control method is reduced to specifying the
response operator R̃T : FT → FT as(

R̃T f
)

(t) = uf (·, t) , t ∈ [0, T ] (4)

The inverse problem is to restore the source – the vector h(·) , sought by R̃T f for all f ∈ FT .
This also means that we know R̃T f for f ≡ 0 .

Solution (1) - (3) can be written in the form u = y + z , taking into account that y and z
are solutions to the problems:{

yt − yxx + q(x)y = 0 on E × (0, T )

∂y = f on ∂Ω× [0, T ]
(5)

{
zt − zxx + q(x)z = p(t)h(x) on E × (0, T )

∂z = f on ∂Ω× [0, T ]
(6)

with y and z, satisfying the Kirchhoff-Neumann matching conditions on V \∂Ω and zero initial
conditions. Let us represent the solution of equation (5) in the form yf . Hence, for (5) the
response operator R̃T : FT → FT is given by the formula(

RT f
)

(t) = yf|∂Ω = uf|∂Ω = y0
|∂Ω = R̃T f − R̃T 0. (7)

The first inverse problem of recovering the vector q(·) from RT f for all f ∈ FT was solved
in [3].
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Theorem 2. The operator RT : FT → FT , known for any T>0, uniquely determines the
topology, edge lengths and edge potentials qj , j = 1, 2, . . . , N, of a graph.

Our main goal is to solve inverse problem (6), with Kirchhoff-Neumann matching conditions
on V \∂Ω , and zero initial conditions. On the basis of Theorem 2, the potential q is assumed
to be known. We denote the solution z as u0 . Thus, based on our observations

χ(t) = z|∂Ω = u0
|∂Ω

and the well-known solution for reconstructing the potentials of the edges q(·) of the graph, our
inverse problem is to use observations χ(t), t ∈ [0, T ] to find the vector h(·) on E .

Let the operator L , be given by the expression

(Lφ) (x) := −d
2φ

dx2
(x) + q (x)φ (x) (8)

defined on E with domain D (L) = H2 . Here H2 is the space of continuous functions ν on Ω
such that ν|e ∈ H2(e) for each e ∈ E , satisfying the Kirchhoff-Neumann matching conditions
at each interior vertex, and the boundary condition ∂φ|∂Ω = 0 . The spectrum of L s strictly
discrete, the eigenvalues {λn} are of finite multiplicity, and the corresponding eigenfunctions
{φn} form an orthonormal basis in H . It is known that the eigenfunctions are bounded and
the estimate |λn|+ 1�n2 is valid for the eigenvalues.

Under zero boundary conditions for the heat flux, there is no nontrivial solution to the eigen-
value problem associated with (8) for (λ/∈ R) . Therefore, let φf (x, λ) be the only solution to
the initial-boundary value problem Lφ = λφ on E satisfying the Kirchhoff-Neumann matching
conditions on the inner vertices, and the boundary conditions

φ
′
(γj , λ) = f j , j = 1, 2, . . . ,m, f = col

(
f1, f2, . . . , fm

)
(9)

The Titchmarsh-Weyl matrix function (TW ) ,M(λ) , is uniquely determined by the relation

φf |∂Ω = M(λ)f (γj , λ) = f j , j = 1, 2, . . . ,m, f = col
(
f1, f2, . . . , fm

)
(10)

The TW -function M (λ) = {Mij}mi,j=1, known for Jλ > 0 , is constructed from our data and
is used to solve the inverse problem on the graph.

Using the Kirchhoff-Neumann matching condition and integrating by parts, we give the solu-
tion of the initial-boundary value problem with boundary condition (9) in the form

φf (x, λ) =
∞∑
n=1

〈f, φn|∂Ω〉
λn − λ

φn (x) (11)

Here 〈f, φn|∂Ω〉 stands for the scalar product in Rm . Therefore, the TW-matrix function
{Mij}mi,j=1 is defined as follows

M (λ) f =

∞∑
n=1

〈f, φn|∂Ω〉
λn − λ

φn|∂Ω , i. e. Mij (λ) =

∞∑
n=1

φn (γi)φn (γj)

λn − λ
(12)

All series in these expressions converge due to the boundedness of the eigenfunctions and the
above growth of the eigenvalues.

For the complete construction, we now have to reconstruct the spectral data (SD) =
{λn, φn|∂Ω}n∈N from dynamic inverse data (operator RT ), using the coupling operator CT

and spectral controllability of the system (5).

Theorem 3. For any T > 0 and for each n ∈ N , there is a control fn ∈ FT0 := H1
0 (0, T ;Rm)

such that νfn(·, T ) = φn in Ω . Controllability can be achieved without using control at any one
boundary vertex, that is, we can put, say, fm(t) = 0, t ∈ [0, T ] .

Control data f, g ∈ FT , with yf and yg , will be the corresponding solutions (7), and
without loss of generality, we will assume that fm = gm = 0 . The communication operator
CT : FT → FT in its bilinear form(

CT f, g
)
FT :=

(
yf (· , T ) , yg (· , T )

)
H
. (13)
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With the help of (13) we can find the spectral data. Now suppose that in problem (6) we know
q (·) on E and we want to restore h (x) on E . Recall that χ (t) = z|∂Ω are our observations,
p ∈ H1 (0, T ) , p (0) 6= 0 , and H = L2 (Ω) . Then the solution to problem (8):

z (x, t) =
∞∑
n=1

hnφn (x)

∫ t

0
p (t− τ) e−λntdτ (14)

where hn = (h, φn)H . Hence,

χ (t) :=

∫ t

0
p (t− s)W (s) ds, (15)

where

W (t) =
∞∑
n=1

hnφn (0) e−λnt (16)

Differentiating (15), we arrive at the Volterra integral equation of the second kind with respect
to W (·) :

χ
′
(t) = p (0)W (t) +

∫ t

0
p
′
(t− s)W (s) ds (17)

Theorem 4. The family
{
φn (0) e−λnt

}
t∈[0,T ]

is minimal on FT = L2 ([0, T ] ;Rm) , for all
T > 0 with biorthogonal sequence {Θn} . Hence,

hn = (W,Θn)FT h (x) =

∞∑
n=1

hnφn (x).

The development of a numerical method for determining Θn is quite difficult even in the one-
dimensional case. Nevertheless, for a single edge, say ei , which we identify with the interval
(0, li) , we propose a direct approach to finding hn , and hence h (x) . For hn =

(
h|ei , φn

)
L2(ei)

the solution to problem (8) on ei takes the form

z (x, t) =

∫ t

0
p (τ)

( ∞∑
n=1

hnφn (x)e−λn(t−τ)

)
dτ (18)

Thence we obtain

χ (t) := z (0, t) =

∫ t

0
p (s)

( ∞∑
n=1

hnφn (0) e−λn(t−s)

)
ds (19)

If we put Z (x, t) :=
∑∞

n=1 hnφn (x) e−λnt , then Z satisfies the following equation
Zt − Zxx + q (x)Z = 0 0 < x < l, 0 < t < T

Zx (0, t) = 0 = Zx (l, t) 0 < t < T

Z (x, 0) =
∑

n≥1 hnφn (x) = h (x) 0 < x < li.

(20)

Thus, z (x, t) =
∫ t

0 p (τ)Z (x, t− τ)dτ , so if we put r (t) := Z (0, t) , then

χ (t) =

∫ t

0
p (t− τ) r (τ) dτ (21)

Differentiating the expression in (44), we arrive at the Volterra integral equation of the second
kind with respect to r (·) :

χ
′
(t) = p (0) r (t) +

∫ t

0
p
′
(t− τ) r (τ)dτ (22)

Thus, there is a unique solution r (t) for 0 < t < T . Having r (t) =
∑∞

n=1 rne
−λnt , where

rn = hnφn (0) , and knowing the spectral data {λn, φn (0)} , defined values r′ns and determined
by the values h′ns , and hence the function h (x) on ei .
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Now suppose we got r (t) from solution (22). For a solution for any number r′ns , say, N ∈ N ,
we put: rN (t) =

∑N
n=1 rne

−λnt . One way to calculate:

V ~r =


1 1 1 . . . 1

λ1λ2λ3 . . . λN
λ2

1λ
2
2λ

2
3 . . . λ2

N
. . .

λN−1
1 λN−1

2 λN−1
3 . . . λN−1

N



r1

r2

r3

. . .
rN

 =


rN (0)

−r′N (0)

r
(2)
N (0)
. . .

(−1)N−1r
(N−1)
N−1 (0)

 .

Since V is the Vandermonde determinant and the eigenvalues are prime, V is non-degenerate,
so the vector r′ns can be uniquely found. Another calculation option is to select small t1 from
the interval (0, T ) , and the assumption that tj = jt1, j = 1, . . . , N . Then one can
define an N × N matrix MN =

(
e−λjti

)
and solve the matrix equation MN~r = ~d , where

~dT = (r (t1) , r (t2) , . . . , r (tN )) .
The matrix MN is non-degenerate, as can be shown, it will be degenerate if and only if some

of the λ
′
ns are equal. In one of two cases, we have q (x) and h (x) .

The problem will theoretically be completed when we restore k original gj parameters of
conductivity.

In the initial scaling of the cable equation, we chose arbitrary i, 1 ≤ i ≤ k and defined
u = v − Ei . So the N -vectors u and h defined on E× (0, T ) , must be indexed by i ; say
u = u[i] and h = h[i] , where each component h[i] is given as h

[i]
l =

∑
1≤j≤k gljEji . Then,

to solve Inverse Problem 1, you must first obtain q (·) , and then solve the Inverse Problem 2
k -fold, to find h[i], i = 1, 2, . . . , k . The matrix of conductivity parameters takes the form
G = (gjl) ∈ RN×k . We define E = (eij) ∈ Rk×k+1 , and ei1 = R̂ and eij = Ei j−1 for
2 ≤ j ≤ k + 1, 1 ≤ i ≤ k . If K ∈ Rk+1×k is such that EK = Ik , where Ik is a k × k
identification matrix, then G = [h]K , where [h] is an N × k matrix with the i-th column h[i] .

The presented mathematical model is a theoretical substantiation of an inverse problem with
a finite number of distributed parameters for a partial differential equation on a tree graph.

The leaf peeling method [4] allows solving the problem sequentially on a segment, on a tree-
graph, on a sheaf-graph, over the entire tree-graph.

3. Conclusion

This paper continues the research of famous scientists in the field of control theory and
inverse problems on graphs. The most constructive procedures for solving a whole class of
inverse problems are reflected in the scientific results of SA Avdonin, his co-authors and his
scientific school. They have created a mathematically rigorous approach to control problems
and inverse problems for partial differential equations on graphs. A boundary control method
(BCM) has been developed based on the relationship between inverse problems (identification)
and controllability of dynamic systems: if the system is controllable, then it is identifiable. This
method has been successfully applied to almost all linear equations of mathematical physics: the
wave equation; heat conduction equations, Maxwell, Schrödinger. BCM advantages: it remains
linear at all stages; applicable to a wide range of linear systems; it is essentially independent of
the dimension of the system and, finally, allows one to construct simple algorithms and provide
stable numerical implementations. A characteristic feature of BCM is its locality. For inverse
problems on graphs, this means that only data related to this subgraph is required to restore the
topology and other parameters of a subgraph. This property provides the advantage of BCM
over other methods and allows us to extend the proposed approach from interval to graphs
when solving inverse problems of mathematical physics. Another distinctive feature of BCM
lies in a variety of interdisciplinary connections: in addition to partial differential equations,
controllability theory of systems, asymptotic methods, complex analysis, functional analysis,
operator theory, Banach algebras, etc. are used.
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Another important method is the leaf peeling method, developed by S. Avdonin and P.
Kurasov in [2]. This method assumes a sequential procedure for restoring tree parameters
from vertices to the root.

In [5], the leaf peeling method was successfully applied to inverse boundary value problems
with non-standard equations at the vertices, and in [6-9] - to two-speed wave equations on
tree-type graphs. The leaf peeling method allows one to reduce the control problem and the
inverse problem to the integral equations of Volterra or Fredholm with subsequent numerical
implementation.

Spectral and dynamic inverse problems for parabolic, wave and Schrödinger equations were
solved [4] on graphs without cycles.

Source identification problems for the wave equation on graphs were solved in [10].
In [11, 3], inverse problems were considered for parabolic equations of the form: ut − uxx+

q(x)u = p(t)h(x) . At the inner vertices of the tree graph, Kirchhoff-Neumann matching condi-
tions are specified. From the point of view of the neural model, this is the law of conservation
of currents. The problem of recovering the topology of the graph, the lengths of the edges, as
well as the potential q and the source h on the edges of the graph is solved from the dynamic
inverse data.

In this paper, we continued to develop the ideas of these [2]-[11] papers from the point of view
of practical application in the diagnosis of congestion in oil pipelines.
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Мұнай құбырының техникалық жағдайын диагностикалаудың математикалық негiздемесi

Аннотация. Мақалада граф-ағаштағы параболалық типтегi дербес туындылардағы дифференциалдық теңдеу
үшiн көздi сәйкестиндiрудiң математикалық моделi ұсынылған. Әзiрленген модель сұйықтықтарды айдау жүзеге
асырылатын ауқымды құбыржолдардың пайдаланылуын диагностикалауда, атап айтқанда, магистральдық мұнай
құбырының жеке буынында кептелiстi анықтауда нәтижелердi қолдануға мүмкiндiк бередi.

Түйiн сөздер: магистральдық мұнай құбыры, мұнай құбыры буынындағы кептелiс, жылу теңдеүi, граф-ағаш,
көздi сәйкестендiру, шекаралық басқару әдiсi, leaf peeling әдiсi.
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Математическое обоснование диагностики технического состояния нефтепровода

Аннотация. В статье предлагается математическая модель восстановления источника для дифференциального
уравнения в частных производных параболического типа на графе-дереве. Разработанная модель позволяет
применить результаты в диагностике эксплуатации масштабных трубопроводов, по которым осуществляется
перекачка жидкостей, в частности, обнаружения затора в отдельном звене магистрального нефтепровода.

Ключевые слова: магистральный нефтепровод, затор в звене нефтепровода, тепловое уравнение, граф-дерево,

идентификация источника, метод граничного управления, leaf peeling method.
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