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Явные решения двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с
граничной особой и сильно-особой линиями, когда корни характеристических

уравнений вещественные, разные и равные

Аннотация: В работе изучается двумерное интегральное уравнение типа Вольтерра
с особой и сильно-особой граничными линиями. Решение двумерного интегрального
уравнения типа Вольтерра с особыми ядрами ищется в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль на граничных линиях.

В случаях, когда корни характеристических уравнений вещественные, разные и равные,
параметры уравнений связаны между собой определенным образом, в зависимости от
корней характеристических уравнений и знака параметров интегрального уравнения,
находятся явные решения интегрального уравнения.

Доказано, что решения двумерного интегрального уравнения в зависимости от знака
параметров могут содержать от одного до четырех произвольных непрерывных функций.
Определены случаи, когда решение интегрального уравнения единственно.
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Введение. Пусть дан открытый прямоугольник D =

{
(x, y) : a < x < a1, b < y < b1

}
с

границами Γ1 = {y = b, a < x < a1} , Γ2 = {x = a, b < y < b1} .
Рассмотрим в прямоугольнике D двумерное интегральное уравнение:

u(x, y) +

∫ x

a

[
p+ q ln

(
x− a
t− a

)]
u(t, y)

t− a
dt+

+

∫ y

b

[
λ+ µ

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] u(x, s)

(s− b)β
ds+

∫ x

a

[
p1 + q1 ln

(
x− a
t− a

)]
dt

t− a
×

×
∫ y

b

[
λ1 + µ1

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] u(t, s)

(s− b)β
ds = f(x, y), (1)

В уравнении (1) p , q , λ , µ , p1 , q1 , λ1 , µ1 — заданные постоянные числа, f(x, y) —
заданная функция, u(x, y) — искомая функция, ωβb (s) =

[
(β − 1)(y − b)β−1

]−1 , β > 1 .
Ранее в работах [1-2] Н.Раджабова были исследованы модельные одномерные

интегральные уравнения типа Вольтерра со сверхсингулярной точкой, также были
получены многообразия решений одномерного интегрального уравнения с сингулярной
и логарифмической особенностью в ядре. В работах Л.Н.Раджабовой [3-5] изучены
двухмерные интегральные уравнения типа Вольтерра с особыми, сильно-особыми линиями,
также с особенностью и логарифмической особенностью. В работах Л.Н.Раджабовой,
А.Ф.Ахмадова [6-9] изучено двумерное интегральное уравнение типа Вольтерра (1) в
случаях, когда корни характеристических уравнений являлись вещественными и разными,
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а также вещественными и равными. В данной работе исследуется случай, когда корни
характеристических уравнений являются вещественными, разными и равными.

Решение интегрального уравнения (1) будем искать в классе функций u(x, y) ∈ C(D) ,
обращающихся в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениеми:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o[(y − b)ν ], ν > 2(β − 1) при y → b.

Рассмотрим случай, когда параметры уравнения (1) связаны между собой равенствами:

p = p1, q = q1, λ = λ1, µ = µ1. (2)

При выполнении условий (2) уравнение (1) представим в виде:

Πy
λ,µ(T xp,q(u)) = f(x, y), (3)

где

T xp,q(u) = u(x, y) +

x∫
a

[
p+ q ln

(
x− a
t− a

)]
u(t, y)

t− a
dt = ψ(x, y), (4)

Πy
λ,µ(ψ) = ψ(x, y) +

y∫
b

[
λ+ µ

(
ωβb (s)− ωβb (y)

)] ψ(x, s)

(s− b)β
ds = f(x, y). (5)

Для интегральных уравнений (4) и (5), согласно [1-2], характеристические уравнения
имеют вид:

(Dx)2u(x, y) + p(Dx)u(x, y) + qu(x, y) = (Dx)2ψ(x, y),

(Dy)
2ψ(x, y) + λ(Dy)ψ(x, y) + µψ(x, y) = (Dy)

2f(x, y),

где Dx = (x− a) d
dx , Dy = (y − b)β d

dy .

В случае, когда λ < 0, µ > 0, λ2 − 4µ > 0 , если решение интегрального уравнения (5)
существует, оно представимо в виде [1]:

ψ(x, y) = ϕ1(x)eη1ω
β
b (y) + ϕ2(x)eη2ω

β
b (y) + f(x, y)+

+
1√

λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] f(x, s)

(s− b)β
ds. (6)

Соответственно, если решение интегрального уравнения (4) при p < 0, p2 − 4q = 0
существует, тогда оно имеет вид [2]:

u(x, y) = (x− a)−
p
2

[
θ1(y) + ln(x− a)θ2(y)

]
+ ψ(x, y)+

+
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ψ(t, y)

t− a
dt. (7)

На основе равенств (6),(7) решение интегрального уравнения (1) представим в виде:

u(x, y) = (x− a)−
p
2 Θ(y) + eη1ω

β
b (y)Φ1(x) + eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+

+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
ϕ1(x), ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
, (8)

где
Θ(y) = θ1(y) + ln(x− a)θ2(y),

Φ1(x) = ϕ1(x) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ϕ1(t)

t− a
dt,

Φ2(x) = ϕ2(x) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]ϕ2(t)

t− a
dt,
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Kp,λ,µ[f(x, y)] = f(x, y) +
λ

2

∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]f(t, y)

t− a
dt+

+
1√

λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] f(x, s)

(s− b)β
ds+

+
λ

2
√
λ2 − 4µ

∫ y

b

[
(η2)2eη2(ωβb (y)−ωβb (s)) − (η1)2eη1(ωβb (y)−ωβb (s))

] ds

(s− b)β
×

×
∫ x

a

(
x− a
t− a

)− p
2 [

2 +
p

2
ln

(
x− a
t− a

)]f(t, s)

t− a
dt.

Основные результаты. На основе вышеизложенного имеют место следующие
утверждения.

Теорема 1. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), а также

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ1

]
, δ1 >

|p|
2 при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν1

]
, ν1 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде (8), где ϕ1(x), ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –
произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся в нуль при x → a ,
y → b с асимптотическими поведениями:
ϕi(x) = o

[
(x− a)δ2

]
, δ2 >

|p|
2 , при x→ a, i = (1, 2)

θj(y) = o
[
(y − b)ν2

]
, ν2 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2).

η1 = λ+
√

∆2
2 < 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν3

]
, ν3 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 2. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν4

]
, ν4 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη1ω
β
b (y)Φ1(x) + eη2ω

β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
ϕ1(x), ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
,

(9)
где ϕ1(x), ϕ2(x) –произвольные непрерывные функции точек Г1, обращающиеся в нуль при
x→ a , с асимптотическими поведениями:
ϕi(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a, i = (1, 2)

η1 = λ+
√

∆2
2 < 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
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Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 любое решение уравнения (1) из
класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν5

]
, ν5 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 3. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ3

]
, δ3 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν6

]
, ν6 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x−a)−
p
2 Θ(y)+eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
,

(10)
где ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся
в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениями:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)δ4

]
, δ4 >

|p|
2 , при x→ a,

θj(y) = o
[
(y − b)ν7

]
, ν7 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν8

]
, ν8 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 4. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν9

]
, ν9 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη2ω
β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
, (11)

где ϕ2(x) –произвольная непрерывная функция точек Г1, обращающаяся в нуль при x→ a
с асимптотическим поведением:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,
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u(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)
]
, при y → b.

Теорема 5. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ5

]
, δ5 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν10

]
, ν10 > β − 1, при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x−a)−
p
2 Θ(y)+eη2ω

β
b (y)Φ2(x)+Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
,

(12)
где ϕ2(x), θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г1 и Г2, обращающиеся
в нуль при x→ a , y → b с асимптотическими поведениями:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)δ6

]
, δ6 >

|p|
2 , при x→ a,

θj(y) = o
[
(y − b)ν11

]
, ν11 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν12

]
, ν12 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 6. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ < 0, µ < 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)(y − b)ν13

]
, ν13 > β − 1 при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = eη2ω
β
b (y)Φ2(x) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, ϕ2(x), 0, 0, f(x, y)

]
, (13)

где ϕ2(x) –произвольная непрерывная функция точек Г1, обращающаяся в нуль при x→ a
с асимптотическим поведением:
ϕ2(x) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 < 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
eη2ω

β
b (y)
]
, при y → b.

Теорема 7. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p < 0 ,
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2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)δ7

]
, δ7 >

|p|
2 , при x→ a,

f(x, y) = o
[
(y − b)ν14

]
, ν14 > 2(β − 1), при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Явное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = (x− a)−
p
2 Θ(y) +Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, 0, θ1(y), θ2(y), f(x, y)

]
, (14)

где θ1(y), θ2(y) –произвольные непрерывные функции точек Г2, обращающиеся в нуль при
y → b с асимптотическими поведениями:
θj(y) = o

[
(y − b)ν15

]
, ν15 > 2(β − 1), при y → b, j = (1, 2),

η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 > 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)

|p|
2

]
при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν16

]
, ν16 > 2(β − 1) при y → b.

Теорема 8. Пусть в интегральном уравнении (1) параметры и правая часть
удовлетворяют условиям (2), также условиям

1.∆1 = p2 − 4q = 0 , p > 0 ,
2.∆2 = λ2 − 4µ > 0, λ > 0, µ > 0,
3. f(x, y) ∈ C(D) , f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением на Γ1 и Γ2 :
f(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0, при x→ a,

f(x, y) = o
[
eη1ω

β
b (y)(y − b)ν17

]
, ν17 > 2(β − 1), при y → b.

Тогда двумерное интегральное уравнение (1) в классе непрерывных функций,
обращающихся в нуль при x → a , y → b всегда разрешимо. Единственное решение
интегрального уравнения (1) представимо в виде:

u(x, y) = Kp,λ,µ[f(x, y)] = Mp,λ,µ

[
0, 0, 0, 0, f(x, y)

]
, (15)

где η1 = λ+
√

∆2
2 > 0 , η2 = λ−

√
∆2

2 > 0 , (η1 − η2 > 0).
Следствие 8. При выполнении условий теоремы 8 любое решение уравнения (1) из

класса u(x, y) ∈ C(D) обращается в нуль при x → a , y → b с асимптотическим
поведением:
u(x, y) = o

[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a,

u(x, y) = o
[
(y − b)ν18

]
, ν18 > 2(β − 1) при y → b.

Заключение. Для двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с особой
и сильно-особой граничными линиями получены явные представления многообразия
решений, которые в зависимости от знака параметров уравнения могут содержать от
одного до четырёх произвольных функций одной переменной. Выделен случай, когда
решение двумерного интегрального уравнения типа Вольтерра с особой и сильно-особой
линиями единственно, который совпадает с классической теорий интегральных уравнений
типа Вольтерра с регулярным ядром или ядром со слабой особенностью.
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Сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерi нақты, әртүрi және тең болғанда, шекаралық сингулярлы
және күштi дара сызықтары бар Вольтерра типтi екi өлшемдi интегралдық теңдеудiң айқын

шешiмдерi

Аннотация: Мақалада ерекше және күштi-ерекше шекаралық сызықтарымен берiлген екi өлшемдi Вольтерра
типтi интегралдық теңдеуi қарастырылады. Ерекше ядролы екi өлшемдi Вольтерра типтi интегралдық теңдеуiнiң
шешiмi шекаралық сызықтарда нөлге айналатын үзiлiссiз функциялар классында iздестiрiледi.

Сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерi нақты, әртүрлi және тең болған жағдайларда, теңдеу параметрлерi
сипаттамалық теңдеулердiң түбiрлерiне және интегралдық теңдеудiң параметрлерiнiң белгiсiне қарай байланысып,
интегралдық теңдеудiң айқын шешiмдерi табылады.

Екi өлшемдi интегралдық теңдеудiң шешiмдерi параметрлердiң таңбасына байланысты бiрден төртке дейiн
үзiлiссiз функцияларды қамтуы мүмкiн екендiгi дәлелдендi. Интегралдық теңдеудiң шешiмi жалғыз болатын
жағдайлар анықталды.

Түйiн сөздер: екi өлшемдi интегралдық теңдеу, ерекше сызық, күштi дара сызық, сипаттамалық теңдеу,
үзiлiссiз функциялар.

1 L.N. Rajabova, 1,2 F.M.Ahmadov
1 Tajik National University, Dushanbe, Tajikistan

2 Institute of Tourism, Entrepreneurship and Service, Dushanbe, Tajikistan

Explicit solutions of a two-dimensional integral equation of Volterr type with boundary singularity and
strongly singular line when the roots of the characteristic equations are real, different and equal

Abstract: The paper studies a two-dimensional integral equation of Volterra type with singular and strongly singular
boundary lines. The solution of a two-dimensional integral equation of the Volterra type with singular kernels is sought in
the class of continuous functions that vanish on the boundary lines.

In the case when the roots of the characteristic equations are real, different and equal, the parameters of the equations
are related to each other in a certain way, depending on the roots of the characteristic equations and the sign of the
parameters of the integral equation, explicit solutions of the integral equation are found.

It is proved that the solutions of a two-dimensional integral equation, depending on the sign of the parameters, can
contain from one to four arbitrary continuous functions. The cases are determined when the solution to the integral
equation is unique.

Keywords: two-dimensional integral equations, singular line, strongly singular line, characteristic equation, arbitrary

continuous functions.
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