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Аннотация: В последные годы неуклонно растет интерес к исследованию
экстремальных задач, параметры которых не удовлетворяют стандартным
предположениям гладкости. Это обьясняется как теоретическими потребностями,
так и важными практическими приложениями в экономоке, технике, физике и других
науках. Негладкие обьекты естественно возникают в ряде разделов системного анализа,
нелийнейной механики и процессов управления.

В теории экстремальных задач основной интерес представляет поведение функций в
окрестности точек, где достигается локальный экстремум. Локальные поведения негладких
функций описывается субградиентами, которые являются аналогами производной
дифференцируемых функций.

Используя понятия субдифференциала и субградиента Ф. Кларком доказано правило
множителей Лагража в задачах математического программирования с ограничениями
типа равенств и неравенств, задаваемых локально липшицевыми функциями. Однако
существуют подклассы локально липшицевых функций, простейшие примеры которых
показывают, что полученные Ф. Кларком необходимые условия экстремума довольно
грубы и не позволяют отбросит заведомо неоптималные точки. Такой подкласс негладких
функций является подпространство квазидифференцируемых функций. В настоящей
статье используя вариационный принцип Экланда получено правило множителей
Лагранжа в терминах квазидифференциалов. На примерах показано, что это условие более
сильнее, чем необходимое условие Ф. Кларка.
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Введение. Исследования по необходимым условиям экстремума в последние годы
были связаны в основном с более детальным изучением задач, в которых участвуют
негладкие функции. При этом на первый план выдвигается учет негладких ограничений
типа равенства. Ф. Кларком в [1] доказано правило множителей Лагранжа в задачах
математического программирования с ограничениями типа равенств, задаваемых локально
липшицевыми функциями.

Однако существуют подклассы локально липшицевых функций, простейшие примеры
которых показывают, что полученные Ф. Кларком необходимые условия экстремума
довольно грубы и не позволяют отбросить заведомо неоптимальные точки.

Такие негладкие функции рассматриваются и в настоящей статье. Они составляют некий
подкласс в пространстве квазидифференцируемых функций.

Необходимые определения и обозначения. Везде в дальнейшем (x, y)− скалярное
произведение векторов x и y , принадлежащих Rn , Bδ(x)− шар радиуса δ с центром в
точке x.

Напомним определение квазидифференцируемой функции из [2]. Будем говорить, что
функция f(x) квазидифференцируема в точке x, если она дифференцируема в точке x
по любому направлению h ∈ Rn и если существуют выпуклые компакты Df(x) ⊆ Rn и
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Df(x) ⊆ Rn такие, что

f ′(x, h) ≡ lim
λ>0,λ→0

f(x+ λh)− f(x)

λ
= max

v∈Df(x)
(v, h) + min

w∈Df(x)
(w, h).

В дальнейшем, для доказательства основной теоремы настояшей статьи, нам
потребуются следующие известные результаты и определения.

Верно следующее утверждение (см. [3], стр. 214, теорема 5.1): для того чтобы
квазидифференцируемая на Rn функция f(x) достигла в точке x∗ своего наименьшего
на Rn значения, необходимо, чтобы

−Df(x∗) ⊆ Df(x∗), (1)

где −Df(x∗) ≡ {−a : a ∈ Df(x∗)}.
Пару множеств

Df(x) = [Df(x), Df(x), ]

называют квaзидифференциалом функции f в точке x.
Напомним, что умножение на вещенственное число λ квазидифференциала Df(x)

определяется следующим образом:

λDf(x) =

{
[λDf(x), λDf(x)], λ ≥ 0,

[λDf(x), λDf(x)], λ ≤ 0.

Следующий результат непосредственно следует из леммы 2.6 (лемма о
квазидифференцируемости суперпозиции) [3](стр. 197).

Пусть P (y) = P (y1, y2, ..., ym) дифференцируемая функция в точке y0 = (y01, y
0
2, ..., y

0
m) ,

а yi = fi(x), i ∈ [1 : m]− квазидифференцируемые функции в x0, причем y0i = fi(x
0), i ∈

[1 : m] . Тогда сложная функция Q(x) = P (f1(x), f2(x), ..., fm(x)) квазидифференцируема
в точке x0 и ee квазидифференциал в этой точке вычисляется следующей формулой:

DQ(x0) =
m∑
i=1

∂P (y0)

∂yi
Dfi(x

0). (2)

Множество
∂f(x) ≡ {v ∈ Rn : f(y)− f(x) ≥ (v, y − x) ∀y ∈ Rn}

называется субдифференциалом функции f в точке x .
Приведем простейшие примеры квазидифференцируемых функций.
Пусть f(x)− выпуклая функция, определенная на Rn. По теореме 5.2 [3](гл. 5, стр.

55) она дифференцируема в точке x по любому направлению h, причем

f ′(x, h) = max
v∈∂f(x)

(v, h).

Значит, выпуклая функция f квазидифференцируема в любой точке x ∈ Rn и ее
квазидифференциал имеет следующий вид:

Df(x) = [∂f(x), {0}].

Пусть теперь функция f представима в виде разности двух выпуклых функций, т.е.

f(x) = f1(x)− f2(x). (3)

Тогда
f ′(x, h) = f ′1(x, h)− f ′2(x, h) = max

v∈∂f1(x)
(v, h)− max

u∈∂f2(x)
(u, h) =

= max
v∈∂f1(x)

(v, h) + min
w∈−∂f2(x)

(w, h),

т. е. f квазидифференцируема и

Df(x) = ∂f1(x), Df(x) = −∂f2(x).

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2020, Том 132, №3

Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева. Математика. Компьютерные науки. Механика, 2020, Том 132, №3
18



Р. А. Хачатрян

Многозначное отображение a называется непрерывным по множеству E в точке x0 ∈
E , если ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что

a(x) ⊆ a(x0) + εB1(0), a(x0) ⊆ a(x) + εB1(0), ∀x ∈ E
⋂
Bδ(x0).

Множество E называется регулярным в точке x∗ ∈ E , если функция расстояния
dE(x) ≡ infy∈E ‖ x − y ‖ квазидифференцируема в некоторой окрестности V этой точки,
причем DdE(x) = {0}, x ∈ V , а квазидифференциал DdE(x) полунепрерывeн сверху в
x∗.

Рассмотрим задачу
min
x
{f0(x) : fi(x) = 0, i ∈ I}, (4)

где I− конечное множество индексов, а fi(x), i ∈ {0}
⋃
I представимы в виде (3).

Используя вариационный принцип Экланда, в следующей теореме устанавливается
правило множителей Лагранжа в задаче (4) в терминах квазидифференциалов. Это
условие принципиально отличается от необходимых условий Ф. Кларка и А. Иоффе (см.
[1, 4]).

Основной результат статьи. Верна следующая теорема.
Теорема(основная). Пусть x∗ является решением задачи (4). Допустим также,

что отображения
Dfi(x), Dfi(x), i ∈ {0}

⋃
I

являются непрерывными в точке x∗ по некоторому замкнутому множеству E, которое
регулярно в x∗.

Тогда существуют числа λ0 ≥ 0, λi, i ∈
⋃
I , не все равные одновременно нулю, такие,

что
−DL(x∗, λ) ⊆ DL(x∗, λ) +NE(x∗), (5)

где
L(x, λ) =

∑
i∈{0}

⋃
I

λifi(x), NE(x∗) =
⋃
λ≥0

λDdE(x∗).

Доказательство. Для произвольного ε ∈ (0, 1) рассмотрим функцию

F (x) =

√
max[(f0(x)− f0(x∗) + ε, 0)]2 +

∑
i∈I

f2i (x)

на множестве M = Br(x
∗)
⋂
E , где Br(x∗)− такая окрестность точки x∗ , где функция F

липшицева с некоторой константой K > 0 .
Имеем F (x∗) = ε, и F (x) ≥ 0 для всякого x ∈M. Следовательно,

F (x) ≤ F (x∗) + ε, ∀x ∈M.

Поэтому по теореме 7.5.1 [5](вариационный принцип Экланда) найдется точка u ∈
M
⋂

(
√
εB1(x

∗)) такая, что

F (x) +
√
ε ‖ x− u ‖≥ F (x) ∀x ∈M.

Отсюда следует, что u доставляет минимум на M функции

G(x) = F (x) +
√
ε ‖ x− u ‖ .

Поскольку G является липшицевой на множестве M с константой K + 1 , то, согласно
предложению 2.4.3 [5](стр. 211), точка u доставляет минимум функции Q(x) = G(x) +
(K + 1)dE(x) на Br(x

∗). Поэтому, в соответсвии с необходимым условием экстремума (1)

−DG(u) ⊆ DG(u). (6)

Теперь, используя формулу (2), вычислим квазидифференциал функции Q в точке u.
В нашем случае имеем

P (y1, y2, ..., ym) =
√
y21 + ...,+y2m,
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стало быть
DF (u) =

∑
i∈{0}

⋃
I

viDfi(u),

где v0 =
max(f0(u)− f0(x∗) + ε, 0)

F (u)
, vi =

fi(u)

F (u)
, i ∈ I, (7)

Теперь включение (6) имеет следующий вид:

dF (u) ⊆ dF (u) +
√
εB1(0) + (K + 1)DdE(u), (8)

Выберем некоторую последовательность чисел εk ↓ 0. Тогда соответствующая
последовательность uk сходится к x∗. Не нарушая общности, мы можем прдположить,
что последовательности {vi(uk)}∞k=1, i ∈ {0}

⋃
I сходятся, поскольку∑

i∈{0}
⋃
I

v2i (uk) = 1.

Пусть vi(uk)→ λi, i ∈ {0}
⋃
I. Положим

I+ = {i : λi > 0}, I− = {i : λi < 0}.

Подставим последовательности uk и εk в (8). Для достаточно больших k оно принимает
следующий вид:

−(
∑
i∈I+

vi(uk)Dfi(uk) +
∑
i∈I−

vi(uk)Dfi(uk)) ⊆
∑
i∈I+

vi(hk)Dfi(uk)+

+
∑
i∈I−

vi(uk)Dfi(uk) +
√
εkB1(0) + (K + 1)DdE(uk).

Теперь переходя здесь к пределу при k →∞, с учетом непрерывности по множеству E
многозначных отображений Dfi(x) , Dfi(x) и полунепрерывности сверху отображения
DdE(x) в x∗ , получим утверждение теоремы.

Пример 1. Рассмотрим задачу

f0(x1, x2) = (x1 − 1)2 + x22 → min,

f1(x1, x2) = max{| x1 |, | x2 |} −max{0, x1 +
1

2
x2}+

1

2
= 0.

Покажем, что в точке x∗ = (1; 1) выполняется необходимое условие (5). Заметим, что если
x ∈ E ≡ {x = (x1;x2)/x1 − x2 = 0}, то

Df1(x) = conv{(1; 0), (0; 1)}, Df1(x) = {(−1;−1

2
)},

где conv{(1; 0), (0; 1)− выпуклая оболочка точек (0; 1) и (1; 0). Следовательно,
многозначные отображения Df1(x) и Df1(x) непрерывны по множеству E в точке x∗ .
Очевидно также, что NE(x∗) = {u∗/u∗ = (α;−α), α ∈ R}.

Проверим выполнение необходимого условия минимума (5):

−D(λ0f0(x
∗) + λ1f1(x

∗)) ⊆ D(λ0f0(x
∗) + λ1f1(x

∗)) +NE(x∗). (9)

Рассмотрим случаи:
1) Если λ0 = 0, то из (9) следует, что λ1 = 0, что невозможно.
2) Пусть λ0 > 0, λ1 > 0. Тогда из (9) следует, что

0 ∈ λ0f ′0(x∗) + λ1Df1(x
∗) + λ1Df1(x

∗) +NE(x∗).

Это означает, что уравнение

⇒ λ0(0; 2) + λ1(−1;−1

2
) + λ1(β, ; 1− β) + (α;−α) = 0

имеет решение при некоторых β ∈ [0, 1], α ∈ R. Это имеет место, если выберем λ1 = 4λ0.
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Теперь покажем, что точка x∗ = (1; 1) является решением задачи. Для этого сначало
найдем пересечение множества M ≡ {(x1, x2) ∈ R2/f1(x1, x2) = 0} с первой четвертью.
Чтобы найти это пересечение, заметим, что если x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 > x2, то

f1(x1, x2) = 0⇔ x1 − x1 −
1

2
x2 +

1

2
= 0⇔ x2 = 1.

Если x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 ≤ x2, то

f1(x1, x2) = 0⇔ x2 − x1 −
1

2
x2 +

1

2
= 0⇔ x2 = 2x1 − 1.

Легко увидеть также, что персечение множества M с остальными четвертями пусто.
Теперь геомерически можно представить множество M . На рисунке 1 изображено
множество M : это угол DBC.

Следовательно, проекция точки A(1; 0) на множествo M - это точка B(1; 1), которая
является решением нашей задачи.

Для доказательства регулярности некоторых множеств нам потребуется следующий
результат.

Теорема [6]. Пусть E− некоторое подмножество из Rn а H− аппроксимирующий
конус к множеству E в точке x∗ ∈ E , т. е

lim
x→x∗
x∈E

dH(x− x∗)
‖ x− x∗ ‖

= 0, (10)

lim
h→0
h∈H

dE(x∗ + h)

‖ h ‖
= 0. (11)

Тогда функция расстояния δ(·) = dE(·) имеет производную по любому направлению и
справедливо равенство

δ′(x∗, ·) = dH(·).
Приведем некоторые примеры регулярных множеств.
Пример 2. Выпуклое множество E является регулярным в любой точке x∗ ∈ E. Этот

факт непосредственно следует из того, что функция расстояния dE(·) является выпуклой
функцией. Следовательно, она имеет производную по направлению и ее субдифферениал
полунепрерывен сверху.

Пример 3. Пусть
E = {x ∈ Rn/fi(x) = 0, i = 1, 2, ...,m}.

Предположим, что функции явлаются fi, i = 1, 2, ...,m гладкими и в точке x∗ ∈ E
их градиенты линейно независимы. Покажем, что множество E регулярно в точке x∗ .
Положим

H = {h ∈ Rn/(f ′i(x∗), h) = 0, i = 1, 2, ...,m}.
Докажем, что это подпространство H является аппроксимирующим конусом к множеству
E.
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Сначало докажем равенство (10). Пусть xk → x∗, xk ∈ E. Положим hk = xk−x∗. Тогда

0 = fi(xk) = fi(x
∗ + hk) = fi(x

∗) + (f ′i(x
∗), hk) + oi(‖ hk ‖), i = 1, 2, ...,m⇒

⇒ (f ′i(x
∗), hk) + oi(‖ hk ‖) = 0, i = 1, 2, ...,m.

Пусть ΠH(hk)− проекция точки hk на H. Ясно, что

hk −ΠH(hk) ∈ H⊥ = {h ∈ Rn/h =
m∑
j=1

αjf
′
j(x
∗), αj ∈ R, j = 1, 2, ...,m}. (12)

Так как ΠH(hk) ∈ H, то (f ′j(x
∗),ΠH(hk)) = 0, i = 1, 2, ...,m. Поэтому

(f ′i(x0), hk −ΠH(hk)) + oi(‖ hk ‖) = 0, i = 1, 2, ...,m.

Отсюда, учитывая (12), получаем следующую систему линейных уравнений относительно
неизвестных переменных α1, α2, ..., αm :

(f ′1(x
∗), f ′1(x

∗))α1 + ...+ (f ′1(x
∗), f ′m(x∗))αm = −o1(‖ hk ‖)

(f ′2(x
∗), f ′1(x

∗))α1 + ...+ (f ′2(x
∗), f ′m(x∗))αm = −o2(‖ hk ‖)

....................................

(f ′m(x∗), f ′1(x
∗))α1 + ...+ (f ′m(x∗), f ′m(x∗))αm = −om(‖ hk ‖)

Поскольку, по предположению, система векторов {f ′i(x∗), i = 1, 2, ...,m} линейно
независима, то по правиле Крамера неизветненые переменные α1, α2, ..., αm определяются
однозначно, и нетрудно заметить, что αi = o(‖ hk ‖ при всех i = 1, 2, ...,m . Отсюда и из
(12) следует, что

hk −ΠH(hk) = o(hk),

что и доказывает равенство (10).
Проверим теперь равенство (11). Согласно примеру 1.3 [7],(стр. 197) H является

шатром к множеству E в точке x∗. Это означает, что существует отображение r(h) = o(h),
определенное в некоторой окрестности нуля U, такое, что

x∗ + h+ r(h) ∈ E ∀h ∈ H
⋂
U.

Отсюда

lim
h→0
h∈H

dE(x∗ + h)

‖ h ‖
= lim

h→0
h∈H

dE(x∗ + h)− dE(x∗ + h+ r(h))

‖ h ‖
≤

≤ ‖ r(h) ‖
‖ h ‖

= 0.

Теперь, согласно теореме 2 [6] функция δ(·) = dE(·) имеет производную по направлению
h и справедливо равенство

δ′(x∗, ·) = dH(·).
С другой стороны, известно [7] (теорема 2.9, стр.220), что

dH(h) = max
x∗∈H⊥∩B1(0)

(x∗, h).

Отсюда следует

DdE(x) = B1(0)
⋂
{y∗ ∈ Rn/ y∗ =

m∑
i=1

αif
′
i(x), αi ∈ R, i = 1, 2, ...,m}.

Значит, отображение DdE(·) полунепрерывно сверху в x∗, т.е. множество E регулярнo в
точке x∗.

Заключение. Таким образом, в статье рассмотрена задача математического
программирования с негладкими ограничениями типа равенства, задаваемыe квази-
дифференцируемыми функциями. Полученo необходимое условие экстремума в терминах
квазидифференциалов. Приведены несколько примеров, показывающие, что полученное
условие более сильнее, чем необходимое условие Ф. Кларка.
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Квазидифференциалданатын функциялармен берiлген теңдiк типтi шектеулерi бар есептердегi
Лагранж көбейткiштерi ережесi туралы

Аннотация: Параметрлерi стандартты тегiстiк болжамдарына сәйкес келмейтiн экстремалды мәселелердi
зерттеуге соңғы жылдары қызығушылық тұрақты түрде артып келедi. Бұл теориялық қажеттiлiктермен қоса
экономика, технология, физика және басқа да ғылымдардағы маңызды практикалық қолданыстармен түсiндiрiледi.
Тегiс емес объектiлер жүйелiк талдау, сызықтық емес механика және басқару процестерiнiң бiрқатар тарауларында
табиғи түрде пайда болады.

Экстремалды мәселелер теориясында локалды экстремум нүктесi маңайындағы функцияның құбылысы
қызығушылық тудырады. Тегiс емес функциялардың локалды қасиеттерi дифференциалданатын функциялардың
туындысының аналогы болып табылатын субградиенттермен сипатталады.

Ф.Кларк субдифференциал мен субградиент ұғымдарын қолдана отырып, локалды Липщиц функцияларымен
берiлген теңдiк және теңсiздiк типтi шектеулерi бар математикалық бағдарламалау есептерiнде Лагранж
көбейткiштер ережесiн дәлелдедi. Алайда, локалды Липшиц функциялары үшiн Ф.Кларк алған экстремумға
қажеттi шарттар айтарлықтай "алыстау" екендiгiн сипаттайтын және оптималды емес нүктелердi алып тастауға
мүмкiндiк бермейтiндiгiн көрсететiн iшкi класстарының барлығы қарапайым мысалдардан алынады. Тегiс емес
функциялардың осындай iшкi класы квазифференциалданатын функциялардың iшкi кеңiстiгi болып табылады.
Мақалада Эклэндтiң вариациялық принципiн қолдана отырып, квазидифференциал терминдерiнде Лагранж
көбейткiшiнiң ережесi алынды. Алынған ереженiң Ф.Кларктың қажеттi шартына қарағанда күштi екендiгi
мысалдармен көрсетiлдi.

Түйiн сөздер: Квазидиффернциалданатын функция, квзидифференциал, субдифференциал, үзiлiссiз көпмәндi
бейнелеу.
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Yerevan State University, Yerevan, Armenia
One the Lagrange multipliers rule in problems with the equality type constraints, given by

quasi-differentiable functions

Abstract: In recent years, there has been a steadily growing interest in the study of extremal problems with parameters
that do not satisfy the standard smoothness assumptions. This is due to both theoretical needs and important practical
applications in economics, technology, physics, and other sciences. Rough objects naturally arise in a several areas of
systems analysis, nonlinear mechanics, and control processes.

In the theory of extremal problems, the main interest is the behavior of functions in the vicinity of points where a local
extremum is attained. The local behavior of nonsmooth functions is described by subgradients, which are analogs of the
derivative of differentiable functions.

Using the concepts of subdifferential and subgradient F. Clarke proved the Lagrange multiplier rule in mathematical
programming problems with constraints of the type of equalities and inequalities defined by locally Lipschitz functions.
However, there are subclasses of locally Lipschitz functions, the simplest examples of which show that the necessary
conditions for an extremum obtained by F. Clarke are rather crude and do not allow one to discard obviously non-optimal
points. Such a subclass of nonsmooth functions is the subspace of quasi-differentiable functions. In this article, using the
Eckland variational principle, we obtain the Lagrange multiplier rule in terms of quasi-differentials. It is shown by examples
that this condition is stronger than the necessary condition of F. Clarke.

Keywords: quasi-differentiable function, kuasi-differential, subdifferential, continuos multi-valued mapping.
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