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Большинство результатов о всплесках на группах Виленкина относится к группе Gp ,

определяемой по фиксированному целому p ≥ 2 (см. монографию [1] и библиографию в [2,
3]). Элементами группы Gp являются последовательности x = (xj) , где xj ∈ {0, 1, . . . , p−
1} для j ∈ Z и только конечное число членов xj с отрицательными индексами могут
быть отличными от нуля. Обозначим через θ нулевую последовательность. Если x 6= θ ,
то существует единственное число k = k(x) такое, что xk 6= 0 и xj = 0 для всех j < k .
Групповая операция u на Gp определяется как покоординатное сложение по модулю p :

(zj) = (xj) u (yj) ⇐⇒ zj = xj + yj (mod p) для всех j ∈ Z,
а топология вводится с помощью системы окрестностей нуля:

Ul = {(xj) ∈ Gp : xj = 0 для всех j ≤ l}, l ∈ Z.

При p = 2 группа Gp изоморфна локально компактной канторовой группе C , а
подгруппа U0 изоморфна компактной канторовой группе C0 , т.е. топологическому
декартовому произведению счетного множества циклических групп второго порядка с
дискретной топологией. Хорошо известно, что классические функции Уолша можно
интерпретировать как характеры группы C0 .

Пусть R+ = [0,+∞) . Отображение λ : Gp → R+ , заданное равенством

λ(x) =
∑
j∈Z

xjp
−j , x = (xj) ∈ Gp,

позволяет записывать многие результаты о всплесках на группе Gp наглядно. При этом
мере Хаара на группе Gp соответствует мера Лебега на полупрямой R+ , преобразованию
Фурье функций из L2(Gp) соответствует обобщенное преобразование Фурье-Уолша
функций из L2(R+) , а обобщенным функциям Уолша, образующим ортонормированный
базис в L2(U0) , соответствуют определенные ниже функции Крестенсона-Леви.

Обозначим через 〈s〉p остаток при делении целого числа s на p , а через [x] и {x}
целую и дробную части числа x соответственно. Для каждого x ∈ R+ положим

xj = 〈 [pjx] 〉p , x−j = 〈 [p1−jx] 〉p , j ∈ N.
Эти числа являются цифрами разложения числа x по основанию p :

x = [x] + {x} =
∑

j<0 xjp
−j−1 +

∑
j>0 xjp

−j .
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Видно, что существует номер k = k(x) такой, что x−j = 0 для всех j > k. Равенство
z = x⊕ y означает, что

z =
∑

j<0〈xj + yj〉pp−j−1 +
∑

j>0〈xj + yj〉pp−j

и, соответственно, z = x	 y , если z ⊕ y = x .
Пусть εp = exp(2πi/p) . Для любых x, y ∈ R+ положим

χ(x, y) = ε t(x,y)
p , где t(x, y) =

∞∑
j=1

(xj y−j + x−j yj).

Обобщенное преобразование Фурье-Уолша функции f ∈ L1(R+) определяется по формуле

f̂(ω) =

∫
R+

f(x)χ(x, ω) dx,

и стандартным образом переносится на L2(R+) .
Определим на интервале [0, 1) функцию

w1(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/p),
ε lp, x ∈ [lp−1, (l + 1)p−1), l ∈ {1, . . . , p− 1},

и продолжим ее на полупрямую R+ с периодом 1. Cистема Крестенсона-Леви {wl : l ∈
Z+} , совпадающая [5, § 1.5] при p = 2 с классической системой Уолша, определяется по
формуле

w0(x) ≡ 1, wl(x) =
k∏
j=1

(w1(pj−1x))νj , l ∈ N, x ∈ R+,

где νj – цифры p -ичного разложения числа l :

l =
k∑
j=1

νjp
j−1, νj ∈ {0, 1 . . . , p− 1}, νk 6= 0, k = k(l).

Хорошо известно, что система {wl : l ∈ Z+} является ортонормированным базисом в
L2[0, 1] . Исторические сведения о функциях Крестенсона-Леви можно найти в книгах
[4, 5] (см. также [6] и недавние статьи [7, 8]). В настоящей статье c помощью системы
Крестенсона-Леви излагаются основные методы построения ступенчатых масштабирующих
функций с компактными носителями на полупрямой R+ , аналогичные соответствующим
методам для группы Виленкина Gp . Основное внимание уделяется масштабирующим
функциям, порождающим кратномасштабные анализы в L2(R+) .

При построении ортогональных всплесков с компактными носителями на R+ ,
определяемых с помощью функций Крестенсона-Леви, центральную роль играют
масштабирующие уравнения вида

ϕ(x) = p

pn−1∑
k=0

akϕ(px	 k), x ∈ R+. (1)

Функции ϕ , удовлетворяющие уравнениям вида (1), называют масштабирующими (или
уточняющими) функциями. Маской масштабирующего уравнения (1) (или его решения
ϕ ) называют полином

m0(ω) =

pn−1∑
k=0

akwk(ω). (2)

Применяя преобразование Фурье-Уолша, можем записать уравнение (1) в виде

ϕ̂(ω) = m0(ω/p)ϕ̂(ω/p), ω ∈ R+. (3)

Коэффициенты уравнения (1) восстанавливаются по значениям маски

bl := m0(l/pn), l ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}, (4)
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с помощью дискретного преобразования Виленкина-Крестенсона по формуле

ak =
1

pn

pn−1∑
l=0

blwl(k/p
n), k ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}. (5)

Числовые промежутки

I
(n)
l = [lp−n, (l + 1)p−n), l ∈ Z+,

называются p -ичными интервалами ранга n . Топология на R+ , определяемая этими
интервалами, называется W -топологией (при p = 2 – диадической топологией; см.,
например, [4, с.11]). Класс функций из L2(R+) , имеющих в W -топологии компактные
носители на R+ , обозначается через L2

c(R+) . Для произвольной функции ϕ ∈ L2
c(R+)

через suppϕ обозначается носитель функции ϕ в W -топологии. Следующие два
предложения доказаны в [9] (см. также [10] для случая p = 2 ).

Предложение 1. Если функция ϕ ∈ L2
c(R+) удовлетворяет уравнению (1) и ϕ̂(0) = 1 ,

то

suppϕ ⊂ [0, pn−1) и ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p−jω) для всех ω ∈ R+.

Предложение 2. Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) удовлетворяет уравнению (1) и ϕ̂(0) =

1 . Если система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+} ортонормирована в L2(R+) , то

m0(0) = 1 и
p−1∑
k=0

|m0(ω + k/p)|2 = 1 для всех ω ∈ R+. (6)

Поскольку маска m0(ω) является 1-периодической функцией и принимает постоянные
значения на p -ичных интервалах ранга n , условие (6) с использованием обозначения (4)
записывается в виде

b0 = 1,

p−1∑
k=0

|bs+kpn−1 |2 = 1 для всех s ∈ {0, 1, . . . , pn−1 − 1}. (7)

Отметим, что при построении фреймов Парсеваля вместо (7) применяется [2,13,14] условие

b0 = 1,

p−1∑
k=0

|bs+kpn−1 |2 ≤ 1 для всех s ∈ {0, 1, . . . , pn−1 − 1}. (8)

Для любой функции ϕ ∈ L2(R+) положим

ϕj,k(x) = pj/2ϕ(pjx	 k), j ∈ Z, k ∈ Z+.

Напомним, что функция ϕ порождает кратномасштабшый анализ (КМА) в L2(R+) , если,
во-первых, система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+} ортонормирована в L2(R+) и, во-вторых,
подпространства

Vj := spanL2(R+){ϕj,k : k ∈ Z+}, j ∈ Z,
обладают свойствами

Vj ⊂ Vj+1,
⋂
Vj = {0},

⋃
Vj = L2(R+).

Отметим, что каждая функция ϕ ∈ L2(R+) , имеющая носитель на интервале [0, pn−1)
и порождающая КМА в L2(R+) , удовлетворяет уравнению вида (1). Действительно, из
условий V0 ⊂ V1 и ϕ ∈ V0 следует, что функция ϕ разлагается в ряд Фурье по системе
{ϕ1,k : k ∈ Z+} . Поэтому имеет место разложение

ϕ(x) = p
∑
k∈Z+

akϕ(px	 k)
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с коэффициентами, удовлетворяющими условию
∑
k∈Z+

|ak|2 < ∞ . Предположим, что

suppϕ ⊂ [0, pn−1) и разобъем правую часть предыдущего разложения на две суммы:

ϕ(x) = S1(x) + S2(x) = p

pn−1∑
k=0

akϕ(px	 k) + p

∞∑
k=pn

akϕ(px	 k).

Если x ≥ pn−1 и k < pn , то px	 k ≥ pn и, значит, ϕ(x) = S1(x) = 0 . Если же x < pn−1 ,
то S2(x) = 0 (так как px	k ≥ pn для всех k ≥ pn ). Таким образом, для данной функции
ϕ верно равенство (1).

Множество E ⊂ R+ называется конгруэнтным [0, 1) по модулю Z+ , если мера Лебега
множества E равна 1 и для каждого x ∈ [0, 1) существует k ∈ Z+ такое, что x⊕ k ∈ E .

Теорема 1 [9]. Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) является решением уравнения (1) и

маска m0 этого уравнения удовлетворяет условию (7). Предположим, что существует
множество E ⊂ R+ , конгруэнтное [0, 1) по модулю Z+ , состоящее из конечного числа
p -ичных интервалов, содержащее интервал [0, p−n) и такое, что выполнено условие

inf
j∈N

inf
ω∈E
|m0(p−jω)| > 0. (9)

Тогда функция ϕ порождает КМА в L2(R+) .

Неравенство (9) выражает модифицированное условие Коэна, которое при построении
всплесков и масштабирующих функций на группах Кантора и Виленкина использовалось
в [11] и [12] соответственно. При условиях теоремы 1 по функции ϕ и указанным в формуле
(4) значениям маски m0 можно построить ортогональные всплески ψ1, . . . , ψp−1 в L2(R+)
(о численных методах реализации соответствующего алгоритма см. в [13] - [16]).

Предложение 3. Если коэффициенты уравнения (1) выбраны так, чтобы выполнялись
условия (6) и m0(ω) 6= 0 для всех ω ∈ [0, 1/p) , то система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+}
ортонормирована в L2(R+) .

Действительно, легко видеть, что при условиях предложения 3 условие (9) выполняется
для E = [0, 1) .

Обозначим через =(m)
n (R+) множество всех функций f : R+ → C , принимающих

постоянные значения на p -ичных интервалах ранга m и равных нулю на промежутке
[pn,+∞) . Согласно [5, § 6.2] для любых m,n ∈ Z+ имеем

f ∈ =(m)
n (R+) ⇐⇒ f̂ ∈ =(n)

m (R+). (10)

Для построения ступенчатых масштабирующих функций, удовлетворяющих уравнению
(1), полезны следующие два предложения.

Предложение 4. Если функция ϕ ∈ L2
c(R+) удовлетворяет уравнению (1), ϕ̂(0) = 1 и

ϕ̂(ω) = 0 для всех ω ≥ pm , то функция ϕ принадлежит классу =(m)
n−1(R+) и для любого

ω ∈ R+ верно равенство

ϕ̂(ω) =

∞∏
j=1

m0(p−jω). (11)

Предложение 5. Если функция ϕ ∈ =(m)
n−1(R+) удовлетворяет уравнению (1) и ϕ̂(0) =

1 , то для маски m0 уравнения (1) выполнены равенства
m+n∏
j=1

m0(p−jω) = 0 для всех ω ∈ [pm, pm+1). (12)

Обратно, если для маски m0 уравнения (1) выполнены условия (6) и (12), то формула
(11) задаёт функцию ϕ ∈ =(m)

n−1(R+), удовлетворяющую уравнению (1).
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Предложения 4 и 5 выводятся из свойства (10), предложения 1 и формулы

ϕ̂(ω) = ϕ̂(p−m−nω)

m+n∏
j=1

m0(p−jω), ω ∈ R+. (13)

Для того чтобы система целых сдвигов функции ϕ ∈ =(m)
n−1(R+) была

ортонормированной, достаточно (см. теорему 1) выбрать значения соответствующей
маски m0 так, чтобы выполнялись условия (6) и (9), причем множество E в условии
(9) должно быть конгруэнтно интервалу [0, 1) по модулю Z+ . Отсюда с учетом
предложения 5 замечаем, что при построении масштабирующей функции ϕ ∈ =(m)

n−1(R+)
с помощью формулы (11) в качестве маски m0 может быть выбран произвольный
полином вида (2), для которого выполнены условия (7) , (9) и (12) (сравните с рис.
6.1 в [17, с.254], иллюстрирующим результат работы типа "разрежь и склей" при
построении ортогональных всплесков на прямой R ). При этом вместо проверки условия
(12) достаточно убедиться, что ϕ̂(ω) = 0 для всех ω ≥ pm .

Пример 1. Для p = 2 , n = 3 значения маски m0 в условии (7) выберем такими, что

b0 = 1, |b1| = |b3| = 1, b2 = 0, b4 = b5 = 0, |b6| = 1, b7 = 0.

В этом случае модуль маски m0 на интервале [0, 1) совпадает с характеристической
функцией множества

Ẽ =
3⋃

k=0

Ik, I0 = [0, 1/8), I1 = [1/8, 1/4), I2 = [3/8, 1/2), I3 = [3/4, 7/8),

а условие (9) выполнено на множестве E = 2Ẽ . Учитывая предложение 3, расширим
множество значений маски m0 , заменив равенства b2 = 0 и |b6| = 1 условием |b2|2+|b6|2 =
1 . Тогда из формулы (11) получим

ϕ̂(ω) = 1[0,1/4)(ω) + b11[1/4,1/2)(ω) + b1b21[1/2,3/4)(ω) + b1b31[3/4,1)(ω) + b1b3b61[3/2,7/4)(ω)

и, следовательно,

ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4)(1 + b1w1(x/4) + b1b2w2(x/4) + b1b3w3(x/4) + b1b3b6w6(x/4)).

Видно, что suppϕ ⊂ [0, 4) и ϕ̂(ω) = 0 для всех ω ≥ 2 . Отсюда с учетом (10) получаем,
что ϕ ∈ =(1)

2 (R+) . Отметим также, что функция Хаара ϕ = 1[0,1) отвечает значениям
b0 = b1 = b2 = b3 = 1 (в силу (6) тогда m0(ω) = 1 для ω ∈ [0, 1/2) и m0(ω) = 0 для
ω ∈ [1/2, 0) ).

Пример 2. Для p = 3 , n = 2 выберем в (7) значения

b0 = 1, |b1| = 1, b2 = b3 = b4 = 0, |b5| = 1, b6 = b7 = b8 = 0

и, соответственно, возьмем

Ẽ =

2⋃
k=0

Ik, I0 = [0, 1/9), I1 = [1/9, 2/9), I2 = [5/9, 2/3).

Как в примере 1 заменим равенства b2 = 0 и |b5| = 1 условием |b2|2 + |b5|2 = 1 . Тогда
условие (9) выполнено на множестве E = 3Ẽ и с помощью формулы (11) получается
ступенчатая масштабирующая функция

ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b1w1(x/3) + b2w2(x/3) + b1b5w5(x/3)),

порождающая КМА в L2(R+) . Аналогично, если в (7) выбрать значения

b0 = 1, |b1|2 + |b7|2 = 1, |b2| = 1, b3 = b4 = b5 = b6 = b8 = 0,

то получится масштабирующая функция

ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b1w1(x/3) + b2w2(x/3) + b2b7w7(x/3)).
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В случае b1 = 0 условие (9) для соответствующей маски m0 выполняется с множеством
E = [0, 1/3)∪[2/3, 1)∪[7/3, 8/3). Обе полученные в этом примере масштабирующие функции
принадлежат классу =(1)

1 (R+) .

Пример 3. Пусть n = 2 , p ≥ 3 и модуль маски

m0(ω) =

p2−1∑
k=0

akwk(ω), ω ∈ R+, (14)

принимает всего два значения: 0 и 1 , причем выполнено условие (6). Покажем, как
выбрать значения

bs = m0(s/p2), s = 0, 1, . . . , p2 − 1, (15)
так, чтобы функция ϕ , заданная равенством (11), имела ортонормированную систему
целых сдвигов {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+} . Записывая индекс s в p -ичной системе, из (6) и
(15) имеем

b0 = 1,

p−1∑
s0=0

|bs0+s1p|2 = 1, s1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}. (16)

Выберем множество E
(0)
l ⊂ {1, 2, . . . , p − 1} , состоящее из l чисел, и положим E

(1)
l =

{0, 1, . . . , p− 1} \ E(0)
l (так что 0 ∈ E(1)

l ). Для s ∈ {1, . . . , p− 1} положим

|bs| =

{
1, s ∈ E(1)

l ,

0, s ∈ E(0)
l .

(17)

Применяя (16) и (17), получим

bs0+s1p = 0 для всех s0 ∈ E(1)
l , s1 ∈ {1, . . . , p− 1}. (18)

Для фиксированного j0 ∈ E(1)
l , j0 6= 0 , возьмем j1 ∈ E(0)

l и положим

|bj1+j0p| = 1, bj1+jp = 0 для j 6= j0, j ∈ {1, . . . , p− 1}.

Далее, выберем j2 ∈ E(0)
l , j2 6= j1 , и положим

|bj2+j1p| = 1, bj2+jp = 0 для j 6= j1, j ∈ {1, . . . , p− 1}.

Продолжая этот процесс, на l -м шаге возьмем jl ∈ E
(0)
l \ {j1, . . . , jl−1} , и положим

|bjl+jl−1p| = 1, bjl+jp = 0 для j 6= jl, j ∈ {1, . . . , p− 1}.
Тем самым с учетом (17) и (18) определены все значения маски m0 из формулы (15). А
именно, для значений маски m0 имеем

1) b0 = 1 ,

2) |bs| = 1 для всех s ∈ E(1)
l \ {0} ,

3) |bj1+j0p| = |bj2+j1p| = · · · = |bjl+jl−1p| = 1 ,
4) bs = 0 в остальных случаях.

Видно, что модуль построенной маски m0 равен 1 на p попарно непересекающихся p -
ичных интервалах ранга 1 (поэтому для m0 выполнено условие (9)). Таким образом,
заданное по формуле (11) решение ϕ уравнения (1) принадлежит классу =(l)

1 (R+) и имеет
ортонормированную систему целых сдвигов в L2(R+) . Отметим, что в терминах группы
Виленкина Gp пример 3 получается из [18, Теорема 4.6] (см. также [13, замечание 3.11]).

Обозначим через =(m)(R+) класс функций f : R+ → C , принимающих постоянные
значения на p -ичных интервалах ранга m . Положим =(R+) := ∪m=(m)(R+) . Следующее
предложение для случая p = 2 доказано в [10].

Предложение 6. Пусть ϕ ∈ L2
c(R+) – решение масштабирующего уравнения (1)

такое, что ϕ̂(0) = 1 . Функция ϕ не принадлежит классу =(R+) в том и только в
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том случае, когда существует набор чисел {dk}lk=1 , l ≤ pn−1 +n−1 , dk ∈ {0, 1, . . . , p−1}
такой, что

(i) d1 = · · · = dn−1 = 0, dn 6= 0 ;
(ii) существует целое число j такое, что n − 1 ≤ j ≤ l − 1 и dj−s = dl−s для s =

0, . . . , n− 2 ;
(iii) m0(ω(0))m0(ω(1)) . . .m0(ω(l−n)) 6= 0 , где m0 – маска масштабирующего уравнения

(1), а значения ω(k) вычисляются по формуле

ω(k) =

n∑
ν=1

dν+kp
−ν , k = 0, 1, . . . , l − n.

В этом предложении условие (ii) означает, что для данного j в последовательности
{dk}lk=1 последние n− 1 чисел совпадают с числами dj−n+2 , dj−n+3 , . . . , dj−1 , dj , т.е.

dl−n+2 = dj−n+2, dl−n+3 = dj−n+3, . . . , dl−1 = dj−1, dl = dj .

В частности, при j = n− 1 последовательность {dk}lk=1 будет начинаться и оканчиваться
n−1 нулями, а при j = l−1 последние n−1 чисел последовательности {dk}lk=1 совпадают
с dl−n+1 . Для небольших p и n с помощью предложения 6 могут быть получены
ступенчатые масштабирующие функции, указанные в [10, § 6] и [19, Приложение Б].
Известно [2, теорема 2.2], что при условии (8) эти масштабирующие функции порождают
фреймы Парсеваля для L2(R+) .

Пример 4. В случае p = 2 , n = 3 при условии m0(0) = 1 уравнению (1)
удовлетворяют следующие ступенчатые функции:

1) ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4), если b1 = 0,

2) ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4) (1 + b1w1(x/4)) , если b1 6= 0, b2 = b3 = 0,

3) ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4) (1 + b1w1(x/4) + b1b2w2(x/4)) , если b1b2 6= 0,
b3 = b4 = b5 = 0,

4) ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4) (1 + b1w1(x/4) + b1b3w3(x/4)) , если b1b3 6= 0,
b2 = b6 = b7 = 0,

5) ϕ(x) = (1/4)1[0,1)(x/4)(1 + b1w1(x/4) + b1b2w2(x/4) + b1b3w3(x/4) + b1b3b6w6(x/4)),
если b1b2b3b6 6= 0, b4 = b5 = b7 = 0 (сравните с примером 1).

Наряду с условием Коэна при построении ортогональных всплесков на вещественной
прямой R применяются блокирующие множества и соответствующие им бинарные деревья
(см. [20, § 3.2], [21]). Для маски вида (2) при p = 2 понятие блокирующего множества было
введено в [10], а для масок на группе Gp это понятие использовалось, например, в [9, 15].

Для маски m0 масштабирующего уравнения (1) блокирующее множество определяется
следующим образом. Для произвольного M ⊂ [0, 1) положим

TpM =

p−1⋃
l=0

{
l/p+ ω/p | ω ∈M

}
.

Множество M называется блокирующим для маски m0 , если оно представимо в виде
объединения p -ичных интервалов ранга n − 1 , не содержит интервала [0, p−n+1) и
удовлетворяет условию

TpM \M ⊂ Z(m0),

где Z(m0) := {ω ∈ [0, 1) | m0(ω) = 0 } . Видно, что каждая маска может иметь только
конечное число блокирующих множеств. Блокирующие множества для масок из примеров
1 и 2 указаны в [10, пример 3] и [13, пример 3.8] (некоторые другие примеры имеются
в [19,22]).

Теорема 2 [9]. Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) является решением уравнения (1) и маска

m0 этого уравнения удовлетворяет условию (6). Тогда функция ϕ порождает КМА в
том и только в том случае, когда маска m0 не имеет блокирующих множеств.
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В работах [23]- [25] для построения масштабирующих функций на группе Gp
примененялись (N,m) -элементарные множества и N -валидные деревья. Сформулируем
определения этих понятий для полупрямой R+ и проиллюстрируем на примерах
выполнимость для соответствующих масок модифицированного условия Коэна.

Определение 1. Пусть N,m ∈ N . Множество E называется (N,m) -элементарным
множеством, если существуют числа ζj , j = 0, 1, . . . , pN − 1 , такие, что

E =

pN−1⋃
j=0

∆(N)(ζj), ∆(N)(ζj) ∩∆(N)(ζj′) = ∅ для j 6= j′,

где ∆(N)(ζj) := [ζj/p
N , (ζj+1)/pN ) , ζ0 = 0 , и для ηj = [ζj ] , ξj = {ζj} выполнены условия:

1) ηj ∈ {0, 1, . . . , pm − 1};
2) ξj ∈ {0, 1/pN , . . . , (pN − 1)/pN} , ξj 6= ξj′ для j 6= j′;

3) E ∩ [p−N+l, p−N+l+1) 6= ∅ для l = 0, 1, . . . ,m+N − 1 .

Заметим, что из условия 2) следует равенство
pN−1⋃
j=0

[ξj , ξj + p−N ) = [0, 1).

Кроме того, очевидно, всякое (N,m) -элементарное множество E имеет единичную меру
Лебега и содержится в интервале [0, pm) .

Определение 2. Периодическим продолжением (N, 1) -элементарного множества Ẽ
называется множество

P (Ẽ) :=
∞⋃
s=1

ps−1⋃
l=0

(Ẽ + l · p). (19)

Отметим, что P (Ẽ) ⊃ Ẽ ⊃ [0, p−N ) .

Пример 5. В случае N = 1 , p = 3 множество Ẽ в определении 2 имеет вид

Ẽ = [0, 1/3) ∪ [ζ1/3, (ζ1 + 1)/3) ∪ [ζ2/3, (ζ2 + 1)/3),

где числа ζ1 и ζ2 представимы в виде

ζj = ηj + ξj , ηj ∈ {0, 1, 2}, ξj ∈ {1/3, 2/3}, j ∈ {1, 2}, ξ1 6= ξ2.

Числа ζ1 и ζ2 выбираются так, чтобы пересечение множества Ẽ с каждым из интервалов
[1/3, 1) и [1, 3) было не пустым. В частности, при η1 = 0 , ξ1 = 1/3 , η2 = 2 , ξ2 = 2/3 ,
получаем (1, 1) -элементарное множество

Ẽ = [0, 1/3) ∪ [1/3, 2/3) ∪ [8/3, 3).

Периодическое продолжение этого множества:

P (Ẽ) =
∞⋃
s=1

Fs(Ẽ),

где
F1(Ẽ) = Ẽ ∪ (Ẽ + 3) ∪ (Ẽ + 6),

F2(Ẽ) = F1(Ẽ) ∪ (Ẽ + 9) ∪ (Ẽ + 12) ∪ (Ẽ + 15) ∪ (Ẽ + 18) ∪ (Ẽ + 21) ∪ (Ẽ + 24),

и, вообще,

Fs(Ẽ) = Fs−1(Ẽ) ∪

 3s−1⋃
k=3s−1−1

(Ẽ + 3k)

 для s ≥ 2.

Определение 3. Будем говорить, что задано N -валидное дерево T , если T
ориентировано от листьев к корню и удовлетворяет условиям:
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1) каждая вершина дерева T имеет значение из множества {0, 1, . . . , p− 1};
2) корень и все вершины дерева T до (N − 1) -го уровня включительно имеют значение

0;
3) любой путь длины N − 1 встречается в T и притом только один раз.

Отметим, что N -валидные деревья в случае p = 2 аналогичны бинарным деревьям,
применявшимся в [21]. Каждому N -валидному дереву T сопоставим множество индексов
I(T ) по правилу:

s ∈ I(T ) ⇐⇒ s = 0 или s =

N∑
k=0

skp
k, sk ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

при условии, что путь s0 → s1 → · · · → sN встречается хотя бы один раз в каком-нибудь
из путей дерева T .

Предложение 7 [23]. Для любого N -валидного дерева T множество

ẼT :=
⋃

s∈I(T )

[sp−N , (s+ 1)p−N ) (20)

является (N + 1, 1) -элементарным.

Пример 6. Пусть N = 2 , p = 3 , а дерево T выбрано как на рис. 1 в [23], но
с противоположной ориентацией. Дерево T имеет следующие пути, начинающиеся в
листьях и оканчивающиеся в корне:

P1 : 0→ 1→ 2→ 0→ 0, P2 : 1→ 1→ 0→ 2→ 0→ 0,

P3 : 2→ 1→ 0→ 2→ 0→ 0, P4 : 2→ 2→ 0→ 0.

Множество индексов
I(T ) = {0, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 21}

находится из условия
s ∈ I(T ) \ {0} ⇐⇒ s = s0 + 3s1 + 9s2,

где s0 → s1 → s2 встречается хотя бы один раз в каком-нибудь из путей P1, P2, P3, P4 . Из
формулы (20) для данного дерева T получается множество

ẼT = [0, 1/9) ∪ [2/9, 1/3) ∪ [4/9, 1) ∪ [19/9, 20/9) ∪ [7/3, 22/9).

Отличные от нуля значения маски

m0(ω) =
26∑
k=0

akwk(ω)

в условии (7) выберем такими, что b0 = 1 , |b2| = |b4| = |b5| = |b6| = |b7| = |b8| = |b19| =
|b21| = 1 . Отметим, что если все эти значения равны 1, то маска m0 на интервале [0, 1)

совпадет с характеристической функциией множества ẼT /3 . Кроме того, m0(ω) = 1 для
всех ω ∈ [0, 1/27) и в силу предложения 4 формула

ϕ̂(ω) =

3∏
j=1

m0(3−jω), ω ∈ [0, 3),

задаёт масштабирующую функцию ϕ ∈ =(1)
2 (R+) . Для этой функции с помощью [15,

формула (16)] получается разложение

ϕ(x) =
1

9
1[0,1)(y)(1 + b2w2(y) + b2b6w6(y) + b2b7w7(y) + b2b8w8(y)

+ b2b6b19w19(y) + b2b7b21w21(y) + b2b4b6b19w58(y) + b2b5b6b19w59(y)),
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где y = x/9 , x ∈ [0, 9) . По построению, функция ϕ отлична от нуля на множестве ẼT и
обращается в нуль на R+ \ ẼT . Более того, модифицированное условие Коэна

inf
j∈N

inf
ω∈E
|m0(3−jω)| > 0

выполнено для E = ẼT . Значит, по теореме 1 система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+}
ортонормирована в L2(R+) .

Определение 4. Говорят, что множество E порождено N -валидным деревом T , если

E =

∞⋂
k=1

pkP (ẼT /p),

где множество ẼT задано по формуле (20).

Предложение 8 [23]. Пусть множество E порождено N -валидным деревом T с
высотой H . Тогда множество E представимо в виде

E =

H−N+1⋂
k=1

pkP (ẼT /p)

и является (N,m) -элементарным множеством с m = H − 2N + 1 .

Следующая теорема представляет собой переформулировку теоремы 4.1 статьи [23].

Теорема 3. Пусть модуль маски m0 масштабирующего уравнения (1) принимает
только два значения: 0 или 1, причем m0(0) = 1 . Предположим, что решение ϕ
уравнения (1), заданное по формуле

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p−jω), ω ∈ R+,

таково, что ϕ̂ ∈ =(N)
m (R+) и |ϕ̂| = 1E , где N = n − 1 и E является (N,m) -

элементарным множеством. Тогда существует N -валидное дерево T с высотой H =
m+ 2N − 1, порождающее множество E .

При условиях предложения 8 имеем E ⊂ [0, pm) и

1E(ω) =
m+N∏
k=1

1
P (ẼT /p)

(p−kω), ω ∈ R+. (21)

С другой стороны, согласно (13) верно равенство

ϕ̂(ω) = ϕ̂(p−m−Nω)

m+N∏
j=1

m0(p−jω), ω ∈ R+. (22)

Отметим, что формула (22) совпадает с (21), если ϕ̂ = 1E и m0(ω) = 1
P (ẼT /p)

(ω) для

ω ∈ ẼT /p (отметим, что p−m−NE ⊂ [0, p−N ) ⊂ E ).

Пример 7. Пусть N = 2 , p = 3 , а дерево T и множество ẼT как в примере 6. Тогда
H = 5 и по предложению 8 множество

E =

4⋂
k=1

3kP (ẼT /3), E ⊂ [0, 9),

является (2, 2) -элементарным. Полагая Ẽ0 = ẼT /3 , как в примере 5 определим множества

F1(Ẽ0) = Ẽ0 ∪ (Ẽ0 + 3) ∪ (Ẽ0 + 6)
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и

Fs(Ẽ0) = Fs−1(Ẽ0) ∪

 3s−1⋃
k=3s−1−1

(Ẽ0 + 3k)

 для s ≥ 2.

Тогда

P (ẼT /3) =
∞⋃
s=1

Fs(Ẽ0).

Таким образом, если функция ϕ определена условием ϕ̂ = 1E , то согласно (21) и (22)
имеем

ϕ̂(ω) =
4∏

k=1

1
P (ẼT /3)

(3−kω), ω ∈ R+,

и с помощью теоремы 1 проверяется, что система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+} ортонормирована
в L2(R+) .

Произвольное N -валидное дерево T может быть записано в векторной форме T̃ таким
образом, что выполнены условия:

1) вершинами дерева T̃ являются N -мерные векторы s = (sN , sN−1, . . . , s1) с
компонентами si ∈ {0, 1, . . . , p− 1} , i ∈ 1, 2. . . . , N ;

2) дерево T̃ ориентировано от листьев к корню, причем корнем дерева T̃ является
N -мерный нулевой вектор;

3) для любой дуги s→ t дерева T̃ выполнено условие суффикс – префикс: первые N−1
компонент вектора t совпадают с последними N − 1 компонентами вектора s .

Высоты деревьев T̃ и T связаны равенством H̃ = H − N + 1 . Векторная форма
применяется при N ≥ 2 ; в случае N = 1 эти формы отождествляются: T̃ = T .

Вектору t = (tN , tN−1, . . . , t1) сопоставим число t = t1 + t2p + · · · + tNp
N−1 , t ∈

{0, 1, . . . , pN − 1} . Всем исходящим из вершины s = (sN , sN−1, . . . , s1) дерева T̃ дугам
s → t приписываются положительные веса λt , сумма которых равна 1. Аналогом
сформулированной в [?] теоремы является следующее предложение.

Предложение 9. Пусть числа λt определены для N -валидного дерева T̃ как указано
выше, причем N = n − 1 . Предположим, что ненулевые значения маски m0 выбраны
так, что b0 = 1 и |bt+kpN |2 = λt для k ∈ {0, 1, . . . , p − 1} , t ∈ {0, 1, . . . , pN − 1} . Тогда
решение ϕ уравнения (1), заданное по формуле

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p−jω), ω ∈ R+,

принадлежит классу =(m)
N (R+), где m = H̃ −N .

Отметим в заключение, что аналоги приведенных выше конструкций относятся
к масштабирующим функциям, порождающим кратномасштабные анализы
и соответствующие им ортогональные всплески c компактными носителями,
ассоциированные с обобщенными функциями Уолша на группе Виленкина Gp . Для
группы Gp необходимые и достаточные условия ортонормированности системы целых
сдвигов масштабирующей функции, определяемой аналогично функции ϕ из предложения
9, доказаны в [25]. Ступенчатые ортогональные всплески в пространстве L2(Gp) (и
аналогичные всплески в L2(R+) ) могут быть получены также итерационным методом
построения всплесковых множеств (wavelet sets) (см. [26, Пример 5.4], [27]).
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Крестенсон-Леви жүйесi және баспалдақты масштабтаушы функциялар

Аннотация: L2(R+)− дегi еселi масштабты анализдердi туындатушы Крестенсон-Леви жүйесi мен
модификацияланған Коэн шарты арқылы баспалдақты масштабтаушы функциялар құрылды. Виленкин
топтарындағы ортогоналды вэйвлеттер және Парсеваль фреймдерiне ұқсас құрылымдар талқыланады.

Түйiн сөздер: Уолш функциялары, ортогоналды вэйвлеттер, масштабтаушы баспалдақты функциялар, еселi
масштабты анализ, Парсеваль фреймдерi, Виленкин топтары, Крестенсон-Леви жүйесi.

Yu.A. Farkov

Russian Presidential Academy of National Economy and Public Administration (RANEPA), Moscow, Russian
Federation

Chrestenson-Levy system and step scaling functions

Abstract: Using the Chrestenson-Levy system and the modified Cohen condition, step scaling functions are constructed
that generate multiresolution analyzes in L2(R+) . Analogies with orthogonal wavelet constructions and Parseval frames
for Vilenkin groups are discussed.

Keywords: Walsh functions, orthogonal wavelets, step scaling functions, multiresolution analysis, Parseval frames,
Vilenkin groups, Chrestenson-Levy system.
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