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О сравнении коэффициентов некоторых классов однолистных функций

Аннотация: В работе доказываются теоремы сравнения для коэффициентов из
различных классов ограниченных однолистных функций, голоморфных в единичном
круге. В частности, нами улучшен один из результатов Л. Карлесона и П. Джонса.

Keywords: коэффициенты однолистных функций, коэффициенты ограниченных
однолистных функций, логарифмические коэффициенты, интегральные средние.
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Оценки интегральных средних конформных отображений занимают ведущее положение
в геометрической теории функций комплексного переменного. В качестве примера укажем
теорему площадей, доказанную Гронуоллом [1], позволившую получить ряд точных оценок
различных функционалов в классе однолистных функций (см., например [2]). Отметим
также, что в силу интегральной формулы Коши проблемы коэффициентов однолистных
функций являются по-существу проблемами интегральных средних. Начало бурного
развития этого направления связано с работами Кебе, Бибербаха и Левнера.

Одной из центральных проблем геометрической теории функций в XX веке становится
гипотеза Бибербаха о том, что |an| ≤ n , где an – коэффициенты функций из класса S .
Напомним, что класс S состоит из однолистных и голоморфных в круге D = {z : |z| < 1}
функций f , удовлетворяющих соотношениям f ′(0)− 1 = f(0) = 0 . Литтлвуд [3] получил
точный порядок роста интегральных средних в классе S

π∫
−π

|f(reiθ)|dθ, r → 1−,

с помощью которого он доказал оценку |an| < en , что явилось первым нетривиальным
результатом в этом направлении после хорошо известных результатов Бибербаха |a2| ≤ 2
и Левнера |a3| ≤ 3 . Впоследствии оценка Литтлвуда неоднократно улучшалась. Здесь
следует отметить работы советских математиков И.Е. Базилевича, И.М. Милина и Н.А.
Лебедева. В 1985 году де Бранж, доказав гипотезу Лебедева-Милина (из которой следует
гипотеза Бибербаха), завершил большой цикл исследований в этом направлении. Однако,
точные оценки коэффициентов ограниченных однолистных функций остались нерешенной
проблемой. Более того, не удалось даже установить точное асимптотическое поведение.

Перейдем теперь к сравнению тейлоровских коэффициентов в различных классах
однолистных функций.

Пусть S1 – класс функций, однолистных и аналитических в круге D , нормированных
следующим образом: f(z) = a1(f)z + a2(f)z2 + · · · , |f(z)| < 1, z ∈ D . Рассмотрим
наряду с классом S1 класс Σ – аналитических и однолистных в D− = {|z| > 1} функций,
нормированных следующим образом: f(z) = z + b0(f) + b1(f)z−1 + b2(f)z−2 + · · · .

Введем еще разложение log(f(z)/z) = γ1(f)z + γ2(f)z2 + · · · , z ∈ D.
Рассмотрим следующие величины:

An = sup
f∈S1

|an(f)|,
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Bn = sup
f∈Σ
|bn(f)|,

Γn = sup
f∈S1

|γn(f)|.

Как показали Л. Карлесон и П. Джонс [4] величины An и Bn связаны следующими
неравенствами:

Bn/C ≤ An ≤ C log2 nBn,

в этой формуле C — абсолютная положительная константа. В нашей статье мы покажем,
что на самом деле верно более сильное соотношение:

An ≤ C log nBn logn. (1)

Преимущество этого неравенства заключается в том, что во-первых, показатель степени
логарифма уменьшается на порядок, во-вторых, вместо Bn берутся Bn logn . Строго
говоря, нужно взять целую часть числа n log n . Однако это необязательно, так как в [4]
коэффициенты An и Bn определяются асимптотическими формулами для интегральных
средних, и входящий в эти формулы параметр n может принимать и дробные значения.

Аналогично мы докажем новое соотношение:

Γn ≤ C log nBn logn. (2)

Рассмотрим следующую величину α = − limn→∞ logAn/ log n . Известно [4], что этот
предел существует и 0.54 ≤ α ≤ 0.76 . В этих неравенствах нижняя оценка принадлежит
Х. Хеденмальму и С. Шиморину [6], а верхняя Л. Карлесону и П. Джонсу [4], а также С.
Смирнову и Д. Беляеву [5].

Кроме того, Карлесон и Джонс [4] установили качественную связь между проблемами
коэффициентов и средними значениями модуля производной:

1

Cn
sup
f∈S1

∫
|z|=1−1/n

|f ′(z)||dz| ≤ An ≤
C

n
sup
f∈S1

∫
|z|=1−1/n

|f ′(z)||dz|,

1

Cn
sup
f∈Σ

∫
|z|=1−1/n

|f ′(z)||dz| ≤ Bn ≤
C

n
sup
f∈Σ

∫
|z|=1−1/n

|f ′(z)||dz|. (3)

Мы докажем аналогичное соотношение для логарифмических коэффициентов.
Предварительно сформулируем лемму из [4].
Лемма 1. ( [4], с.177) Пусть C0 — произвольное положительное число, f0 ∈ S1 , ϕ(z)

— аналитическая в круге Dn = {|z| ≤ 1− C0/n} функция, |ϕ(z)| ≤ 1 .
Тогда существует δ0 > 0 такое, что функция f(z) = f0(z) + δ

nϕ(z)f ′0(z) однолистна в
Dn , и f(Dn) ⊂ f0(D) , как только |δ| ≤ δ0 . Здесь δ0 не зависит от n .

Функция f почти однолистна, т.е. она однолистна в круге Dn . Однако, этот факт нам
и нужен, поскольку n –ные коэффициенты функций f(z) и f((1−C0/n)z) эквивалентны
в качественном смысле.
Лемма 2. Пусть C0 — произвольное положительное число, f0 ∈ S1 , ϕ(z) —

аналитическая в круге Dn = {|z| ≤ 1− C0/n} функция, |ϕ(z)| ≤ 1 .
Тогда найдется положительное δ0 = δ0(C0) , такое что функция

f(z) = f0(z) exp

[
δ

n
ϕ(z)z

f ′0(z)

f0(z)

]
однолистна в Dn , и f(Dn) ⊂ f0(D) , как только |δ| ≤ δ0 . Здесь δ0 не зависит от n .

Доказательство. Определим функцию ψ из тождества:

f0(z) exp

[
δ

n
ϕ(z)

zf ′0(z)

f0(z)

]
= f0(z) + δ

ψ(z)

n
f ′0(z).
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Тогда ∣∣∣∣ψ(z)

n
f ′0(z)

∣∣∣∣ ≤ |f0(z)|
(

exp

∣∣∣∣ δnϕ(z)
zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣− 1

)
.

Поскольку в круге Dn имеем ∣∣∣∣ δnϕ(z)
zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ ≤ C3δ,

то ∣∣∣∣δψ(z)

n
f ′0(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ δnϕ(z)zf ′0(z)

∣∣∣∣ ,
т.е.

|ψ(z)| ≤ (eC3δ − 1)|ϕ(z)|, z ∈ Dn.

Теперь, применяя лемму 1, доказываем требуемое.
Лемма 3. Если f ∈ S1 , то∣∣∣∣ f(z)

zf ′(z)

d
dz

(
zf ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣ ≤ 6

1− |z|2

Доказательство. В данном неравенстве, как легко видеть, класс S1 можно заменить на
класс S . Запишем известные неравенства ( [8], стр. 52)∣∣∣∣(1− |z|2)z

f ′′(z)

f ′(z)
− 2|z|2

∣∣∣∣ ≤ 4|z|, (4)

∣∣∣∣(1− |z|2)z
f ′′(z)

f ′(z)
− 2(1− |z|2)

(
z
f ′(z)

f(z)
− 1

)
+ 2|z|2 −A(|z|)

∣∣∣∣ ≤ A(|z|), (5)

где

A(|z|) = 4

1 +

1∫
0

√
1− |z|2x2

1− x2
dx

/ 1∫
0

√
1

(1− |z|2x2)(1− x2)
dx

 .

Из (4) и (5) сразу следует, что

2

∣∣∣∣f ′′(z)f ′(z)
− f ′(z)

f(z)
+

1

z

∣∣∣∣ (1− |z|2) ≤ 4|z|+ 8A(|z|).

Для A(|z|) известна следующая оценка [9] : A(z) ≤ |z|2 . Поэтому можем записать
окончательную оценку ∣∣∣∣f ′′(z)f ′(z)

− f ′(z)

f(z)
+

1

z

∣∣∣∣ ≤ 6

1− |z|2
,

что и требовалось доказать. Отметим что эта оценка не является точной. Однако она
асимптотически точна при |z| → 1 .

Введем следующую величину:

Γ∗n =
1

n
sup
f∈S1

∫
|z|=1−1/n

∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

∣∣∣∣ |dz|.
Теорема 1. Пусть f ∈ S1 и log(f(z)/z) =

∑∞
k=0 γk(f)zk , Γk = supf∈S1

|γk(f)|. Тогда
существует C > 0 , такое что

1

C
≤ Γn

Γ∗n
≤ C.

Доказательство. Доказательство проведем по схеме, предложенной в [4].
Пусть f0(z) ∈ S1 – такая функция, что∫

|z|=1−1/n

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ |dz| ≥ 1

2
sup
f∈S1

∫
|z|=1−1/n

∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

∣∣∣∣ |dz|.
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Рассмотрим голоморфную в единичном круге функцию g(z) = log[zf ′0(z)/f0(z)] . В силу
леммы 3 получаем:

|g′(z)| ≤ 6

1− |z|2
.

Это значит, что для любого ε0 > 0 справедливо неравенство

|g′(z)| ≤ ε0n, z ∈ Dn =

{
|z| ≤ 1− 6

ε0n

}
.

Положим V (θ) = exp(−i={g((1− 6/(ε0n))eiθ)}) .
Для V ′(θ) имеем: |V ′(θ)| ≤ ε0n . Если ω — модуль непрерывности V (θ) , то, как

легко видеть, ω(V, 1/n) ≤ ε0 . Из неравенства Джексона (см. [7]) следует, что существует
тригонометрический полином Vn(θ) =

∑n
k=−nCke

ikθ такой, что

sup
θ∈[0,2π]

|V (θ)− Vn(θ)| ≤ ε0M,

где M — абсолютная константа Джексона. Теперь ε0 полагаем равным 1/(2M) . Далее
находим (из Леммы 2) δ0 = δ0(C0) = δ0(12M) .

Так как |V (θ)− Vn(θ)| ≤ 1/2 , то

<
[
zf ′0(z)

f0(z)
Vn(θ)

]
≥ 1

2

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ , z ∈ ∂Dn.

Положим

ψ(z) = zn+1
n∑

k=−n
Ck

[
z

1− 12M/n

]k
.

Легко видеть, что ψ — аналитична в Dn , ψ(0) = 0 , |ψ| ≤ 3/2 в Dn . Теперь к функции
ψ применяем лемму 2. Т.е. функция f , определенная в Dn , будет однолистной. Запишем
логарифмическое представление этой функции:

log
f(z)

z
= log

f0(z)

z
+
δ0

n
ψ(z)

zf ′0(z)

f0(z)
.

(n+ 1) -й логарифмический коэффициент будет иметь следующий вид:

γn+1(f) = γn+1(f0) +
δ0

2πn

2π∫
0

ψ(reiθ)

rn+1e(n+1)iθ

reiθf ′0(reiθ)

f0(reiθ)
dθ =

γn+1(f0) +
δ0

2πn

2π∫
0

zf ′0(z)

f0(z)
Vn(θ)dθ.

Следовательно

<[γn+1(f)] ≥ <[γn+1(f0)] +
δ0

4πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ dθ.
Если

<[γn+1(f0)] ≥ δ0

8πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ dθ,
то f полагаем равным f0 . Если

<[γn+1(f0)] ≤ δ0

8πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ dθ,
то, как легко видеть,

<[γn+1(f)] ≥ δ0

8πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ dθ.
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Во всех выше написанных неравенствах интегралы берутся по окружности |z| = r =
1− 12M/n . Функция

1

T
f

((
1− 12M

n

)
z

)
∈ S1, T = sup

z∈Dn
|f(z)|.

Для нее

|γn+1(f)| ≥
(

1− 12M

n

)n δ0

8πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′0(z)

f0(z)

∣∣∣∣ dθ ≥
≥
(

1− 12M

n

)n δ0

16πn

2π∫
0

∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

∣∣∣∣ dθ.
Этим и завершается доказательство теоремы.

В формулировке данной теоремы при n ≥ 1 класс S1 можно, также, заменить на S .
Теорема 2. Верны следующие соотношения

An ≤ C log nBn logn,

Γn ≤ C log nBn logn.

Доказательство. Зафиксируем n ≥ 1 . Пусть f(z) – такая функция, что γn(f) =
Γn/2 , где

log(f(z)/z) =

∞∑
k=1

γk(f)zk.

Рассмотрим функцию
g(z) = f(zlogn)

1
logn ∈ S.

Всюду в дальнейшем под log n будем понимать целую часть log n . Запишем
логарифмическое представление функции g(z) :

log
g(z)

z
=

1

log n

∞∑
k=1

γk(f)zk logn, γn logn(g) =
Γn

2 log n
.

Введем функцию

h(ζ) =
1

g(1
ζ )
∈ Σ, ζ ∈ D−.

В силу (3) и определения Bn можем записать следующую цепочку неравенств:

Bn logn ≥ bn logn(h) ≥ C

n log n

∫
|z|=1−1/(n logn)

∣∣∣∣ g′(z)g2(z)

∣∣∣∣ |dz| ≥
C

n log n sup|z|=1−1/(n logn) |g(z)|

∫
|z|=1−1/(n logn)

∣∣∣∣g′(z)g(z)

∣∣∣∣ |dz| ≥
Cγn logn(g)

sup|z|=1−1/(n logn) |g(z)|
≥ C

sup|z|=1−1/(n logn) |g(z)|
Γn

log n
.

Осталось доказать, что
sup

|z|=1−1/(n logn)
|g(z)| ≤ Q,

где Q — абсолютная положительная константа. В самом деле, пусть |z| = 1− 1/(n log n) .
Тогда

|g(z)| = |f
1

logn (zlogn)| ≤

[
(1− 1

n logn)logn

(1− (1− 1
n logn)logn)2

] 1
logn

.
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Здесь мы воспользовались известным неравенством для функций из класса S . Простые
выкладки показывают, что предел выражения, стоящего справа, при n → ∞ меньше
бесконечности.

Этим и завершается доказательство того, что Γn ≤ C log nBn logn . Для доказательства
первого неравенства заметим, что из (31) и теоремы 3 легко следует, что существует
абсолютная константа P такая, что An ≤ PΓn .

Справедливо
Следствие. Имеют место соотношения

An
Bn

= O(log n), n→∞,

Γn
Bn

= O(log n), n→∞.

Доказательство. Очевидно достаточно показать, что существует положительная
константа C , такая что Bm ≤ CBn для любых натуральных чисел m,n ,
удовлетворяющих неравенству m ≥ n . Последний результат фактически является
следствием конструкции, построенной Карлесоном и Джонсом [4].

Список литературы
1 Gronwall T.H. Some remarks on conformal representation // Ann. of Math. - 1914 - 1915. – V. 2. - № 16. – P.

72–76
2 Лебедев Н.А. Принцип площадей в теории однолистных функций. - М.: Наука, 1975. – 336 с.
3 Littlewood J. On inequalities in the theory of functions // Proc. London Math. Soc. (2). – 1925. – V. 23. – P.

481–519.
4 Carleson L. and Jones P. On coefficient problems for univalent functions // Duke math. J. – 1992. – V. 66. №

2. – P. 169–206.
5 Beliaev D., Smirnov S. Random conformal snowflakes // Ann. Math. – 2010. – V. 172. – P. 597-615
6 Hedenmalm H, Shimorin S., Weighted Bergman spaces and the integral means spectrum of conformal mappings

// Duke Math. J. – 2005. – V. 127. – P. 341–393.
7 Корнейчук Н.П. Точные константы в теории приближения. - M.: Наука, 1987. – 425 с.
8 Голузин Г.М. Геометрическая теория функций комплексного переменного. - М.: Наука, 1966. – 628 с.
9 Авхадиев Ф.Г. Об условиях однолистности аналитических функций // Известия Вузов. Математика. –

1970. – N 11. – C. 3 – 13.

И.Р. Каюмов

Қазан федералды университетiнiң математика және механика институты, Қазан, Ресей

Кейбiр бiржапырақты функциялар кластарының коэффициенттерi салыстыру туралы

Аннотация: Бiрлiк шарда голоморфты, бiржапырақты шенелген функциялар класстарындағы
коэффициенттердi салыстыру теоремалары дәлелденген. Соның iшiнде, Л. Карлесон және П. Джонның бiр
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