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Пример не триангулируемого дифференцирования алгебры
дифференциальных многочленов ранга 2

Аннотация: Построен пример не триангулируемого дифференцирования алгебры
дифференциальных многочленов k{x, y} от двух переменных x, y с множеством
коммутирующих дифференцирований ∆ = {δ1, . . . , δm} над полем k нулевой
характеристики в случае m ≥ 2 .

Ключевые слова: Алгебра дифференциальных многочленов, локально-нильпотентное
дифференцирование, триангулируемость, автоморфизм.
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1. Введение

В 1968 году Р. Ренчлер [1] доказал, что локально-нильпотентные дифференцирования
алгебры многочленов от двух переменных над полем нулевой характеристики являются
триангулируемыми. Аналог этого результата для свободных алгебр Пуассона был доказан
в работе [2]. Рассмотрим дифференцирование ∂ алгебры многочленов k[x, y, z] от трех
переменных x, y, z над полем k нулевой характеристики, определенное правилом

∂ : x 7−→ 2y, y 7−→ z, z 7−→ 0.

Тогда w = y2 − xz принадлежит ядру дифференцирования ∂ и дифференцирование

D = w∂

является локально-нильпотентным. Х. Басс [3] показал не триангулируемость
дифференцирования D = w∂ .

Рассмотрим дифференциальные алгебры с множеством коммутирующих
дифференцирований ∆ = {δ1, . . . , δm} . Основные понятия дифференциальных алгебр
можно найти в [4–6]. Дифференциальные алгебры называются обыкновенными, если
m = 1 , и частными, если m ≥ 2 . Дифференцирование D непосредственно дает пример
не триангулируемого дифференцирования алгебры дифференциальных многочленов
k{x, y, z} над полем k нулевой характеристики.

В работе [7], используя связь между алгебрами многочленов, дифференциальными
алгебрами и алгебрами Новикова, построен пример не триангулируемого
дифференцирования свободной алгебры Новикова от трех переменных над полем
нулевой характеристики. Этот пример является аналогом дифференцирования D для
алгебр Новикова.

Данная работа посвящена исследованию дифференцирований алгебры
дифференциальных многочленов от двух переменных с двумя и более коммутирующими
дифференцированиями. В частности, построен пример не триангулируемого локально-
нильпотентного дифференцирования этой алгебры.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 приведены определения и
некоторые понятия алгебры дифференциальных многочленов. В разделе 3 показано, что
дифференцирование D1 = wδ2∂x+wδ1∂y , где w = xδ1−yδ2 , является не триангулируемым
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дифференцированием алгебры дифференциальных многочленов от двух переменных над
полем нулевой характеристики в случае m ≥ 2 .

2. Алгебра дифференциальных многочленов

Пусть R – произвольное коммутативное кольцо с единицей. Отображение d : R → R
называется дифференцированием кольца R , если для всех s, t ∈ R выполняются условия

d(s+ t) = d(s) + d(t),

d(st) = d(s)t+ sd(t).

Пусть ∆ = {δ1, . . . , δm} – основное множество дифференциальных операторов.
Кольцо R называется дифференциальным кольцом или ∆ -кольцом, если δ1, . . . , δm

являются коммутирующими дифференцированиями кольца R , т.е. δi : R → R –
дифференцирования и δiδj = δjδi для всех i, j .

Пусть Θ – свободный коммутативный моноид на множестве дифференциальных
операторов ∆ = {δ1, . . . , δm} . Элементы

θ = δi11 . . . δimm

моноида Θ называются производными операторами. Порядком θ называется число
|θ| = i1 + . . . + im . Положим также γ(θ) = (i1, . . . , im) ∈ Zm+ , где Z+ – множество всех
неотрицательных целых чисел.

Пусть R – произвольное дифференциальное кольцо и пусть X = {x1, . . . , xn} –
множество символов. Рассмотрим множество символов XΘ = {xθi |1 ≤ i ≤ n, θ ∈ Θ} и
алгебру многочленов R[XΘ] на множестве символов XΘ . Полагая

δi(x
θ
j) = xθδij

для всех 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, θ ∈ Θ , превратим алгебру R[XΘ] в дифференциальную
алгебру. Дифференциальная алгебра R[XΘ] обозначается через R{X} и называется
алгеброй дифференциальных многочленов над R от множества переменных X [4].

Пусть M – свободный коммутативный моноид от множества переменных xθi , где 1 ≤ i ≤
n и θ ∈ Θ . Элементы M назовем также дифференциальными мономами в алфавите X .
Дифференциальные мономы образуют базис алгебры R{x1, . . . , xn} , т.е. любой элемент
a ∈ R{x1, . . . , xn} однозначно записывается в виде

a =
∑
u∈M

ruu

с конечным числом ненулевых ru ∈ R .
Для любого xθi ∈ XΘ положим

deg(xθi ) = 1, d(xθi ) = |θ| ,

где 1 ≤ i ≤ n . Если u = a1 . . . as ∈M , где a1, . . . , as ∈ XΘ , то положим

deg(u) = deg(a1) + . . .+ deg(as), d(u) = d(a1) + . . .+ d(as),

т.е. через deg(u) обозначим стандартную функцию степени монома u по переменным
x1, . . . , xn , а через d(u) обозначим дифференциальную степень монома u по
дифференцированиям δ1, . . . , δm .

Также для любого монома u ∈M определим общую степень

tdeg(u) = deg(u) + d(u).

Каждый ненулевой элемент c ∈ R{x1, . . . , xn} однозначно представляется в виде

c = ci1 + ci2 + . . .+ cis , i1 < i2 < . . . < is, 0 6= cij ∈ Cij ,
Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика сериясы, 2019, Том 128, №3
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где Cij является R -оболочкой мономов uij таких, что tdeg(uij ) = ij . Элемент cis назовем
старшей однородной частью элемента c по отношению к общей степени tdeg и будем
обозначать его через c . Таким образом, общая степень tdeg определяет градуировку

R{x1, . . . , xn} =
⊕
i∈ Z+

Ci

алгебры R{x1, . . . , xn} . Для любого элемента f ∈ R{x1, . . . , xn} положим tdeg(f) =
tdeg(f) .

Не сложно заметить, что для любых f, g ∈ R{x1, . . . , xn}
tdeg(fg) = tdeg(f) + tdeg(g), (1)

tdeg(fθ) = tdeg(f) + |θ| . (2)

Следствие 1. Пусть f, g – однородные элементы алгебры R{x1, . . . , xn} относительно
общей степени tdeg . Тогда fg и fθ также являются однородными относительно tdeg .

3. Пример не триангулируемого дифференцирования

Пусть k – произвольное дифференциальное поле характеристики 0 и A = k{x, y}
– алгебра дифференциальных многочленов от двух переменных x, y с множеством
коммутирующих дифференцирований ∆ = {δ1, . . . , δm} над полем k .

Для элементов g1, g2 алгебры A обозначим через

D = g1∂x + g2∂y

дифференцирование алгебры A такое, что D(x) = g1 и D(y) = g2 .

Лемма 1. Пусть D = g1∂x + g2∂y – дифференцирование алгебры A такое, что g1, g2 –
однородные элементы относительно tdeg и tdeg(g1) = tdeg(g2) = s > 0 , и пусть u –
моном алгебры A с tdeg(u) = t > 0 . Тогда D(u) является однородным относительно
tdeg и

tdeg(D(u)) = s+ t− 1.

Proof. Докажем справедливость утверждения леммы индукцией по tdeg(u) . Пусть u =
u1u2 , где tdeg(u1) = t1 > 0 , tdeg(u2) = t2 > 0 и t1 + t2 = t . По предположению индукции
D(u1) и D(u2) являются однородными относительно tdeg и tdeg(D(u1)) = s + t1 − 1 ,
tdeg(D(u2)) = s+ t2 − 1 . Далее, по определению дифференцирования, имеем

D(u) = D(u1u2) = D(u1)u2 + u1D(u2).

Согласно (1)

tdeg(D(u1)u2) = tdeg(D(u1)) + tdeg(u2) = (s+ t1 − 1) + t2 = s+ t− 1,

tdeg(u1D(u2)) = tdeg(u1) + tdeg(D(u2)) = t1 + (s+ t2 − 1) = s+ t− 1.

Следовательно, tdeg(D(u)) = s + t − 1 . Из однородности D(u1) , D(u2) следует
однородность D(u) .

Следствие 2. Пусть D = g1∂x + g2∂y – дифференцирование алгебры A такое, что g1, g2

– однородные элементы относительно tdeg и tdeg(g1) = tdeg(g2) = s > 0 , и пусть f –
однородный элемент алгебры A с tdeg(f) = t > 0 . Тогда если D(f) 6= 0 , то

tdeg(D(f)) = s+ t− 1.

Автоморфизм ϕ : A→ A называется автоморфизмом дифференциальной алгебры, если
для всех δi ∈ ∆ и f ∈ A выполняется ϕ(f δi) = ϕ(f)δi . Через ϕ = (f1, f2) обозначим
автоморфизм алгебры A такой, что ϕ(x) = f1 , ϕ(y) = f2 .

Дифференцирование D алгебры A вида

D = a1(y)∂x + a2∂y,

где a1(y) ∈ k{y} и a2 ∈ k , называется треугольным.
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Пример не триангулируемого дифференцирования алгебры дифференциальных многочленов ранга 2

Дифференцирование D алгебры A называется триангулируемым, если существует
автоморфизм ϕ алгебры A такой, что ϕ−1Dϕ является треугольным.

Теорема 1. Пусть A = k{x, y} – алгебра дифференциальных многочленов от двух
переменных x, y с множеством коммутирующих дифференцирований ∆ = {δ1, . . . , δm}
над полем k нулевой характеристики, и пусть m ≥ 2 . Тогда дифференцирование

D1 = wδ2∂x + wδ1∂y,

где w = xδ1 − yδ2 , алгебры A = k{x, y} не является триангулируемым.

Proof. Докажем утверждение теоремы от противного. Пусть дифференцирование D1

является триангулируемым. Тогда найдется автоморфизм ϕ алгебры A такой, что
ϕ−1D1ϕ является треугольным, т.е.

ϕ−1D1ϕ = D = a1(y)∂x + a2∂y,

где a1(y) ∈ k{y} и a2 ∈ k . Тогда

D(yδ1) = (a1(y)∂x + a2∂y)(y
δ1) = aδ12 = 0.

Отсюда следует, что

(ϕ−1D1ϕ)(yδ1) = ϕ−1(D1(ϕ(yδ1))) = 0.

Так как ϕ – автоморфизм, то

D1(ϕ(yδ1)) = 0. (3)

Пусть

ϕ(y) = ax+ by + c+ hi1 + . . .+ his ,

где a, b, c ∈ k и hij – однородный элемент общей степени ij , 1 < i1 < . . . < is . Так
как ϕ – автоморфизм, то a и b одновременно не равны нулю, т.е. (a, b) 6= (0, 0) . По
определению автоморфизма дифференциальной алгебры имеем

ϕ(yδ1) = (ax+ by + c+ hi1 + . . .+ his)
δ1 = axδ1 + byδ1 + hδ1i1 + . . .+ hδ1is .

По следствию 1 hδ1ij является однородным относительно tdeg и согласно (2)

tdeg(hδ1ij ) = tdeg(hij ) + 1 = ij + 1.

Применив дифференцирование D1 к элементу ϕ(yδ1) , получим

D1(ϕ(yδ1)) = D1(axδ1 + byδ1 + hδ1i1 + . . .+ hδ1is ) = awδ1δ2 + bwδ
2
1 +D1(hδ1i1 ) + . . .+D1(hδ1is ).

Учитывая, что (a, b) 6= (0, 0) , вычислим общую степень элемента awδ1δ2 + bwδ
2
1 :

tdeg(awδ1δ2 + bwδ
2
1 ) = tdeg(axδ

2
1δ2 − ayδ1δ22 + bxδ

3
1 − byδ21δ2) = 4.

По следствию 2 имеем

tdeg(D1(hδ1ij )) = 3 + tdeg(hδ1ij )− 1 = 3 + tdeg(hij ) + 1− 1 = tdeg(hij ) + 3 = ij + 3.

Так как ij > 1 , то tdeg(D1(hδ1ij )) > tdeg(awδ1δ2 +bwδ
2
1 ) для всех 1 < j < s . Отсюда следует,

что

D1(ϕ(yδ1)) = awδ1δ2 + bwδ
2
1 +D1(hδ1i1 ) + . . .+D1(hδ1is ) 6= 0.

Тем самым полученное противоречие к (3) доказывает теорему.
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Рангi 2 тең дифференциалды көпмүшелiктер алгебрасының триангулярлы емес
дифференциалдауының мысалы

Аннотация: Сипаттамасы нөлге тең k өрiсiндегi ∆ = {δ1, . . . , δm} коммутативтi дифференциалдаулар
жиынымен анықталған x, y екi айнымалысынан тәуелдi k{x, y} дифференциалды көпмүшелiктер алгебрасының
m ≥ 2 жағдайында триангулярлы емес дифференциалдауының мысалы тұрғызылған.

Түйiн сөздер: Дифференциалды көпмүшелiктер алгебрасы, локальдi-нильпотенттi дифференциалдау,
триангулярлық, автоморфизм.

B.A. Duisengaliyeva, A.S. Naurazbekova

L. N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan

An example of a non-triangulable derivation of a differential polynomial algebra of rank 2

Abstract: We constructed an example of a non-triangulable derivation of the differential polynomial algebra k{x, y}
in two variables x, y with a set of commuting derivations ∆ = {δ1, . . . , δm} over a field k of characteristic zero in the
case of m ≥ 2 .

Keywords: Differential polynomial algebra, locally nilpotent derivation, triangulability, automorphism.
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