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Уравнения поступательно-вращательного движения задачи трех
осесимметричных тел с переменными массами, размерами и формами

Аннотация: Исследуется поступательно - вращательное движение трех свободных
осесимметричных небесных тел с переменными массами, размерами и переменного сжатия,
взаимодействующих по закону Ньютона.

Получены дифференциальные уравнения поступательно-вращательного движения
осесимметричных трех тел в абсолютной системе координат. Оси собственной системы
координат нестационарных осесимметричных трех тел направлены по главным осям
инерции тел, и предполагается, что в ходе эволюции их относительная ориентация остаются
неизменными.

Исходя из уравнений движения в абсолютной системе координат получены уравнения
поступательно-вращательного движения нестационарных осесимметричных трех тел в
относительной системе координат,с началом в центре более массивного тела.

Приведено аналитическое выражение силовой функции ньютоновского взаимодействия
трех нестационарных осесимметричных тел с переменными массами, размерами и
переменным сжатием.

Ключевые слова: поступательно - вращательное движение, переменная масса, задача
трех тел, осесимметричные небесные тела.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182/2019-127-58-65

1. Введение

В классической небесной механике реальные небесные тела моделируется материальной
точкой (сферически симметричное тело). В случаях, когда такое описание физических
явлений неадекватно отражает суть реальной небесно-механической проблемы, небесные
тела моделируются твердыми телами постоянного размера, массы и неизменной структуры
[1, 321стр., 2, 398стр.]. Наблюдательная астрономия свидетельствует, что реальные
небесные тела неточечные и нетвердые. Небесные тела нестационарны, в процессе
эволюции меняются их массы, размеры, формы и структуры [3, стр.10; 4].

В связи с этим становится актуальным создание математических моделей движения не-
бесных тел с переменными массами, размерами и формами.

Целью настоящей работы является получение дифференциальных уравнений
поступательно-вращательного движения нестационарных трех осесимметричных тел
с переменными массами, размерами и переменного сжатия – математической модели
исследуемой проблемы.

58



М.Дж. Минглибаев, А.Қ. Кушекбай

2. Постановка задачи и уравнения движения в абсолютной системе координат

2.1 Физическая постановка задачи и допущения
Рассмотрим движение трех нестационарных свободных небесных тел T0, T1, и T2 с

переменными массами, размерами и переменного сжатия, взаимодействующих по закону
Ньютона.

Пусть mi = mi(t0)νi – масса, li = li(t0)χi – характерный линейный размер, и Ai, Bi,
Ci – главные моменты инерции 2-го порядка тела Ti, t0 – начальное время, νi, χi –
безразмерные заданные функции времени.

Пусть эллипсоид инерции различных, осесимметричных тел T0, T1, T2 и имеет эк-
ваториальную плоскость симметрии и в процессе эволюции эти свойства сохраняются.
Так же допустим, что сжатия тел относительно экваториальной плоскости переменны.
Исходные расположения главных осей инерции и центр инерции осесимметричных тел
в ходе эволюции остаются неизменными и направлены вдоль линии пересечения трех
взаимоперпендикулярных плоскостей.

Примем следующие допущения:
1. Тела с переменными массами mi = mi(t), i = 0, 1, 2, обладают экваториальными

плоскостями симметрии и характерными линейными размерами li = li(t). Моменты
инерции второго порядка рассматриваемых тел суть переменные

Ai = Ai(t), Bi = Bi(t), Ci = Ci(t). (1)

2. Тела осесимметричные, динамическая форма тел остаются неизменными в ходе э-
волюции

Ai(t) = Bi(t) 6= Ci(t). (2)
3. Оси собственной системы координат тел совпадают с главными осями инерции и

это положение все время движения сохраняется.
4. Массы и характерные размеры тел меняются с различными удельными темпами

ṁ0(t)

m0(t)
6= ṁ1(t)

m1(t)
6= ṁ2(t)

m2(t)
,
l̇0(t)

l0(t)
6= l̇1(t)

l1(t)
6= l̇2(t)

l2(t)
. (3)

5. Допустим, что суммарные реактивные силы равны нулю и дополнительные
моменты также равны нулю:

~F(реак) = 0, ~M (доп) = 0. (4)

Ограничимся приближенным выражением второй зональной гармоники

U = U01 + U12 + U20. (5)

2.2 Уравнения движения в абсолютной системе координат
Пусть Oξηζ – абсолютная система координат, ξi, ηi, ζi – абсолютные координаты центра

инерции Gi тела Ti (см. Рис. 1).
В принятых допущениях (1)-(5), уравнения поступательно - вращательного движения

трех нестационарных осесимметричных тел в абсолютной системе координат Oξηζ в
рассматриваемой постановке имеют вид [3, стр.87]

miξ̈i =
∂U

∂ξi
, miη̈i =

∂U

∂ηi
, miζ̈i =

∂U

∂ζi

d

dt
(Aipi)− (Ai − Ci)qiri =

[
∂U

∂ψi
− cosθi

∂U

∂ϕi

]
sinϕi
sinθi

+ cosϕi
∂U

∂θi
,

d

dt
(Aiqi)− (Ci −Ai)piri =

[
∂U

∂ψi
− cosθi

∂U

∂ϕi

]
cosϕi
sinθi

− sinϕi
∂U

∂θi
,

d

dt
(Ciri) =

∂U

∂ϕi
= 0.
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Рисунок 1 – Тела в абсолютной системе координат

Здесь pi, qi, ri, i = 0, 1, 2 проекции угловой скорости вращательного движения тела Ti
на оси собственной системы координат Gixiyizi, которые описываются кинематическими
уравнениями Эйлера

pi = ψ̇i sin θi sinϕi + θ̇i cosϕi, qi = ψ̇i sin θi cosϕi − θ̇i sinϕi, ri = ψ̇i cos θi + ϕi,

где ϕi, ψi, θi – углы Эйлера (см. Рис. 2).

Рисунок 2 – Углы Эйлера

3. Уравнения движения в относительной системе координат с началом в
центре тела T0

Переходим к относительной системе координат G0ξ0η0ζ0. При этом, начало
относительной системы координат совпадает с барицентром тела T0, а координатные оси
параллельны соответствующим координатным осям абсолютной системы координат (см.
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Рис. 3)
xj = ξj − ξ0, yj = ηj − η0, zj = ζj − ζ0, j = 1, 2.

Рисунок 3 – Тела в относительной системе координат

Уравнения вращательного движения тела T0 в относительной системе координат
записывается следующим образом

d

dt
(A0p0)− (A0 − C0)q0r0 =

[
∂U

∂ψ0
− cosθ0

∂U

∂ϕ0

]
sinϕ0

sinθ0
+ cosϕ0

∂U

∂θ0
,

d

dt
(A0q0)− (C0 −A0)p0r0 =

[
∂U

∂ψ0
− cosθ0

∂U

∂ϕ0

]
cosϕ0

sinθ0
− sinϕ0

∂U

∂θ0
,

d

dt
(C0r0) =

∂U

∂ϕ0
= 0.

(6)

Здесь p0, q0, r0 – проекции угловой скорости вращательного движения тела T0 на
оси собственной системы координат G0x0y0z0, которые описываются кинематическими
уравнениями Эйлера

p0 = ψ̇0 sin θ0 sinϕ0 + θ̇0 cosϕ0, q0 = ψ̇0 sin θ0 cosϕ0 − θ̇0 sinϕ0, r0 = ψ̇0 cos θ0 + ϕ0, (7)

где ϕ0, ψ0, θ0 – углы Эйлера.
Уравнения поступательно-вращательного движения тела T1 в относительной системе

координат записывается следующим образом

µ1(t)ẍ1 =
∂U

∂x1
, µ1(t)ÿ1 =

∂U

∂y1
, µ1(t)z̈1 =

∂U

∂z1
, (8)

где
µ1(t) = m1(t)m0(t)/(m1(t) +m0(t)) (9)

d

dt
(A1p1)− (A1 − C1)q1r1 =

[
∂U

∂ψ1
− cosθi

∂U

∂ϕ1

]
sinϕ1

sinθ1
+ cosϕ1

∂U

∂θ1
,

d

dt
(A1q1)− (C1 −A1)p1r1 =

[
∂U

∂ψ1
− cosθ1

∂U

∂ϕ1

]
cosϕ1

sinθ1
− sinϕ1

∂U

∂θ1
,

d

dt
(C1r1) =

∂U

∂ϕ1
= 0,

(10)
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а p1, q1, r1 – проекции угловой скорости вращательного движения второго тела на оси
собственной системы координат.

Соответственно кинематические уравнения Эйлера перепишем в виде

p1 = ψ̇1 sin θ1 sinϕ1 + θ̇1 cosϕ1, q1 = ψ̇1 sin θ1 cosϕ1 − θ̇1 sinϕ1, r1 = ψ̇1 cos θ1 + ϕ1 (11)

Аналогично уравнения поступательно-вращательного движения тела T2 в
относительной системе координат записывается следующим образом

µ2(t)ẍ2 =
∂U

∂x2
, µ2(t)ÿ2 =

∂U

∂y2
, µ2(t)z̈2 =

∂U

∂z2
, (12)

где
µ2(t) = m2(t)m0(t)/(m2(t) +m0(t)) (13)

d

dt
(A2p2)− (A2 − C2)q2r2 =

[
∂U

∂ψ2
− cosθ2

∂U

∂ϕ2

]
sinϕ2

sinθ2
+ cosϕ2

∂U

∂θ2
,

d

dt
(A2q2)− (C2 −A2)p2r2 =

[
∂U

∂ψ2
− cosθ2

∂U

∂ϕ2

]
cosϕ2

sinθ2
− sinϕ2

∂U

∂θ2
,

d

dt
(C2r2) =

∂U

∂ϕ2
= 0,

(14)

а p2, q2, r2 – проекции угловой скорости вращательного движения второго тела на оси
собственной системы координат.

Соответственно кинематические уравнения Эйлера перепишем в виде

p2 = ψ̇2 sin θ2 sinϕ2 + θ̇2 cosϕ2, q2 = ψ̇2 sin θ2 cosϕ2 − θ̇2 sinϕ2, r2 = ψ̇2 cos θ2 + ϕ2 (15)

Полученные уравнения (6) – (7), (8) – (11), (12) – (15) полностью характеризуют
вращательное движение тела T0 и поступательно-вращательное движение тел T1 и
T2 соответственно, в относительной системе координат G0ξ0η0ζ0 в рассматриваемой
постановке.

4. Силовая функция рассматриваемой задачи

Пусть Mi (i = 0, 1, 2) есть текущая точка тела Ti, в которой сосредоточена
элементарная притягивающая масса. В общем случае ньютоновская силовая функция
рассматриваемой задачи трех нестационарных тел имеет вид [1-3]

U = U01 + U12 + U20,

где

U01 = f

∫
(T0)

∫
(T1)

dm0dm1

δ01
, U02 = f

∫
(T0)

∫
(T2)

dm0dm2

δ02
, U12 = f

∫
(T1)

∫
(T2)

dm1dm2

δ12
, (16)

δij = δji =
√

(ξ∗j − ξ∗i )2 − (η∗j − η∗i )2 − (ζ∗j − ζ∗i )2

есть взаимное расстояние между точками Mi и Mj , а f – гравитационная постоянная.
В настоящей работе ограничимся приближенными выражениями соотношений (16) до

второй гармоники включительно

U01 = f
m0m1

R01
+ fm0

A1 +B1 + C1 − 3I10

2R3
01

+ fm1
A0 +B0 + C0 − 3I01

2R3
01

I01 = A0(t)(α2
01 + β2

01) + C0(t)γ2
01, I10 = A1(t)(α2

10 + β2
10) + C1(t)γ2

10 (17)

U12 = f
m1m2

R12
+ fm1

A2 +B2 + C2 − 3I21

2R3
12

+ fm2
A1 +B1 + C1 − 3I12

2R3
12

I12 = A1(t)(α2
12 + β2

12) + C1(t)γ2
12, I21 = A2(t)(α2

21 + β2
21) + C2(t)γ2

21 (18)
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U20 = f
m2m0

R20
+ fm2

A0 +B0 + C0 − 3I02

2R3
20

+ fm0
A2 +B2 + C2 − 3I20

2R3
20

I20 = A2(t)(α2
20 + β2

20) + C2(t)γ2
20, I02 = A0(t)(α2

02 + β2
02) + C0(t)γ2

02, (19)
где Iij – момент инерции трех осесимметричных тел относительно прямой Rij .
В формулах (17) α01, β01, γ01 есть косинусы углов, образуемых прямой G0G1 с

главными центральными осями инерции тела T0, а α10, β10, γ10 – аналогичные величины
для тела T1 :

α01 = a
(0)
11

x1

R01
+ a

(0)
21

y1

R01
+ a

(0)
31

z1

R01
= cos(

−−→
R01

∧−−→G0ξ0),

β01 = a
(0)
12

x1

R01
+ a

(0)
22

y1

R01
+ a

(0)
32

z1

R01
= cos(

−−→
R01

∧−−−→G0η0),

γ01 = a
(0)
13

x1

R01
+ a

(0)
23

y1

R01
+ a

(0)
33

z1

R01
= cos(

−−→
R01

∧−−→G0ζ0),

α10 = a
(1)
11

−x1

R10
+ a

(1)
21

−y1

R10
+ a

(1)
31

−z1

R10
= cos(

−−→
R10

∧−−→G1ξ1),

β10 = a
(1)
12

−x1

R10
+ a

(1)
22

−y1

R10
+ a

(1)
32

−z1

R10
= cos(

−−→
R10

∧−−−→G1η1),

γ10 = a
(1)
13

−x1

R10
+ a

(1)
23

−y1

R10
+ a

(1)
33

−z1

R10
= cos(

−−→
R10

∧−−→G1ζ1),

В формулах (19) α02, β02, γ02 есть косинусы углов образуемых прямой G0G2 с
главными центральными осями инерции тела T0, а α20, β20, γ20 – аналогичные величины
для тела T2 :

α02 = a
(0)
11

x2

R02
+ a

(0)
21

y2

R02
+ a

(0)
31

z2

R02
= cos(

−−→
R02

∧−−→G0ξ0),

β02 = a
(0)
12

x2

R02
+ a

(0)
22

y2

R02
+ a

(0)
32

z2

R02
= cos(

−−→
R02

∧−−−→G0η0),

γ02 = a
(0)
13

x2

R02
+ a

(0)
23

y2

R02
+ a

(0)
33

z2

R02
= cos(

−−→
R02

∧−−→G0ζ0),

α20 = a
(2)
11

−x2

R20
+ a

(2)
21

−y2

R20
+ a

(2)
31

−z2

R20
= cos(

−−→
R20

∧−−→G2ξ2),

β20 = a
(2)
12

−x2

R20
+ a

(2)
22

−y2

R20
+ a

(2)
32

−z2

R20
= cos(

−−→
R20

∧−−−→G2η2),

γ20 = a
(2)
13

−x2

R20
+ a

(2)
23

−y2

R20
+ a

(2)
33

−z2

R20
= cos(

−−→
R20

∧−−→G2ζ2),

В формулах (18) α12, β12, γ12 есть косинусы углов образуемых прямой G1G2 с
главными центральными осями инерции тела T1, а α21, β21, γ21 – аналогичные величины
для тела T2 :

α12 = a
(1)
11

x1 − x2

R12
+ a

(1)
21

y1 − y2

R12
+ a

(1)
31

z1 − z2

R12
= cos(

−−→
R12

∧−−→G1ξ1),

β12 = a
(1)
12

x1 − x2

R12
+ a

(1)
22

y1 − y2

R12
+ a

(1)
32

z1 − z2

R12
= cos(

−−→
R12

∧−−−→G1η1),

γ12 = a
(1)
13

x1 − x2

R12
+ a

(1)
23

y1 − y2

R12
+ a

(1)
33

z1 − z2

R12
= cos(

−−→
R12

∧−−→G1ζ1),

α21 = a
(2)
11

x2 − x1

R21
+ a

(2)
21

y2 − y1

R21
+ a

(2)
31

z2 − z1

R21
= cos(

−−→
R21

∧−−→G2ξ2),

β21 = a
(2)
12

x2 − x1

R21
+ a

(2)
22

y2 − y1

R21
+ a

(2)
32

z2 − z1

R21
= cos(

−−→
R21

∧−−−→G2η2),
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γ21 = a
(2)
13

x2 − x1

R21
+ a

(2)
23

y2 − y1

R21
+ a

(2)
33

z2 − z1

R21
= cos(

−−→
R21

∧−−→G2ζ2),

где (xi − xj)/Rij , (yi − yj)/Rij , (zi − zj)/Rij – направляющие косинусы вектора Rij

относительно неподвижных осей системы координат Giξiηiζi, a
(k)
ij – косинусы углов

между осями собственной подвижной системы координат жестко связанной с системой
и неподвижной системы координат. Величины a

(k)
ij , k = 0, 1, 2 связаны с углами Эйлера

известными формулами:

a
(k)
11 = cosψk cosϕk − sinψk sinϕk cos θk,

a
(k)
21 = sinψk cosϕk + cosψk sinϕk cos θk,

a
(k)
31 = sinϕk sin θk,

a
(k)
12 = − cosψk sinϕk − sinψk cosϕk cos θk,

a
(k)
22 = − sinψk sinϕk + cosψk cosϕk cos θk,

a
(k)
32 = cosϕk sin θk,

a
(k)
13 = sinψk sin θk,

a
(k)
23 = − cosψk sin θk,

a
(k)
33 = cos θk.

5. Заключение и обсуждение

Исследовано поступательно-вращательное движение трех свободных осесимметричныx
небесных тел с переменными массами, размерами и переменного сжатия
взаимодействующих по закону Ньютона.

Получены дифференциальные уравнения поступательно-вращательного движения
осесимметричных трех тел в абсолютной системе координат. Оси собственной системы
координат нестационарных осесимметричных трех тел направлены по главным осям
инерции тел, и предполагается, что в ходе эволюции их относительная ориентация остаются
неизменными.

Исходя из уравнений движения в абсолютной системе координат получены уравнения
поступательно-вращательного движения нестационарных осесимметричных трех тел в
относительной системе координат, с началом в центре более массивного тела.

Приведены аналитическое выражение силовой функций ньютоновского взаимодействия
трех нестационарных осесимметричных тел с переменными массами, размерами и
переменного сжатия.

В дальнейшим планируется исследование полученных дифференциальных уравнений
поступательно-вращательного движения трех нестационарных осесимметричных небесных
тел методами теории возмущения.
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әл-Фараби атындағы Қазақ Ұлттық университетi, Алматы, Казахстан

Массалары, өлшемдерi және пiшiндерi айнымалы үш дене есебiнiң iлгерiмелi-айналмалы қозғалыс
теңдеулерi

Аннотация: Өзара Ньютон заңымен әсерлесетiн массалары, өлшемдерi және пiшiндерi айнымалы үш еркiн,
өстiк симметриялы аспан денелерiнiң iлгерiмелi-айналмалы қозғалыс теңдеулерi зерттеледi.

Өстiк симметриялы үш дененiң абсолюттiк координатадағы iлгерiмелi-айналмалы қозғалыс теңдеулерi алынды.
Бейстационар, өстiк симметриялы үш дененiң өзiндiк координаталар жүйесiнiң өстерi денен инерциясының бас
өстерi бойымен бағытталады және эволюция барысында олардың салыстырмалы бағыттары өзгерiссiз қалады деп
болжанады.

Абсолюттiк координатадағы қозғалыс теңдеулерiне қарай отырып бейстационар, өстiк симметриялы үш дененiң
бас нүктесi ең салмақты дененiң центрiнен басталатын салыстырмалы координаталар жүйесiндегi iлгерiмелi-
айналмалы қозғалыс теңдеулер алынды.

Массалары, өлшемдерi және пiшiндерi айнымалы, бейстационар, өстiк симметриялы үш дененiң ньютондық
әсерлесулерiнiң күштiк функциясының аналитикалық өрнегi келтiрiлдi.

Түйiн сөздер: iлгерiмелi-айналмалы қозғалыс, айнымалы масса, үш дене есебi, өстiк симметриялы аспан
денелерi.

M.Zh. Minglibayev, A.K. Kushekbay

Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan

Equations of translational-rotational motion of the problem of three axisymmetric bodies with variable
masses, sizes and shapes

Abstract: It explores the translational and rotational movement of the three free axisymmetric celestial bodies with
variable mass, size and variable compression interacting according to Newton’s law.

Differential equations of translational-rotational motion of axisymmetric three bodies in the absolute coordinate system
are obtained. The axes of own coordinate system of unsteady axisymmetric three bodies are directed along the principal
axes of inertia of the bodies, and it is assumed that during the evolution their relative orientation remains unchanged.

Based on the equations of motion in the absolute coordinate system, the equations of translational-rotational motion of
non-stationary axisymmetric three bodies in a relative coordinate system are obtained, starting at the center of the more
massive body.

An analytical expression of the force functions of the Newtonian interaction of three non-stationary axisymmetric bodies
with variable masses, sizes and variable compression are given.

Keywords: translational-rotational motion, variable mass, three-body problem, axisymmetric celestial bodies.
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