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Жыртқыш-олжа жүйесiндегi бiрлесiп қорғану әсерi

Аннотация: Ұсынылған жұмыста жыртқыш-олжа жүйесiнiң «бiрлесiп қорғану» әсерi
жүзеге асатын Лотка-Вольтер моделiнiң түрленуi қарастырылады. Популяцияның саны
белгiлi бiр мөлшерге жеткен кезде жыртқыштық қарқындылығы және жыртқыштар
санының өсуi азаяды деп болжанады. Жұмыста параметрлердiң әр түрлi мәндерi кезiндегi
модельдiң динамикалық режимi көрсетiледi. Лотка-Вольтер қағидаларына негiзделiп
өзара әрекеттесу динамикасы сипатталады. Олжалар популяциясында бiрлесiп қорғану
әсерi пайда болған кездегi жағдайы үшiн Лотка-Вольтер моделiнiң түрлену қатарын
талдауы осы әсердiң әрекетi жыртқыштар санының азаюына және олжалардың көбеюiне
рас әкелетiнiн көрсетедi. Сонымен қатар, параметрлердiң белгiлi бiр қатынасы кезiнде
модельде динамикалық режимдердiң пайда болуы мүмкiндiгi қарастырылады. Бұл мақала
белгiлi бiр мөлшерге жету кезiнде популяциясында пайда болатын бiрлесiп қорғану әсерiнiң
әрекетi Лотка-Вольтер моделiн құруға және талдауға арналған.

Түйiн сөздер: Лотка-Вольтер моделi, мальтузиандық параметр, популяция, өзiн-өзi
реттегiштiк, дифференциалдық теңдеу, жыртқыш-олжа жүйесi.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182/2019-126-1-72-76

Жыртқыш-олжа жүйесiнiң әр түрлi матетаматикалық модельдерiн талдауға көптеген
жұмыстар арналған [1-4]. Көптеген модельдер автономды қарапайым дифференциалдық
теңдеулер жүйесi түрiнде құрылған, олар Лотка-Вольтер классикалық моделiнiң түрленуi
болып табылады [5-6]. Екi түрдiң өзара әрекеттiк үрдiсiн сипаттайтын бейсызықты
функциялар көмегiмен авторлар қандай да бiр үрдiстердiң немесе олардың жеке
қасиеттерiнiң әрекеттесу динамикасына әсерiн ескеруге тырысады (мысалға қанықтыру
әсерi, жыртқыштар бақылауынан олжалардың құтылып кету әсерi және т.б.), сонымен
қатар Вольтердiң «жұптық өзара әрекеттесу» қағидасынан өзгеше қағидалар негiзiнде
түрлердiң өзара әрекеттесу динамикасы сипатталады [7].

Осы жұмыс белгiлi бiр мөлшерге жету кезiнде популяциясында пайда болатын бiрлесiп
қорғану әсерiнiң әрекетi Лотка-Вольтер моделiн құруға және талдауға арналған. Мұндай
жағдай табиғи ортада кеңiнен таралған және екi трофикалық деңгейлердiң әр түрлерiнiң
әрекеттерiнде жүзеге асады.

Лотка-Вольтер моделi шеңберiнде жыртқыштармен олжаны қолдану жылдамдығы
(сәйкес, жыртқыштар санының өсу жылдамдығы) γ xz теңдеуiмен сипатталады, мұндағы
x=x(t) – t уақыт кезiндегi олжа популяцияларының саны, z=z(t) – жыртқыштар саны, γ
= const > 0 – кейбiр оң константа. Егер жыртқыштар саны тiркелген, ал олжалар саны
бiркелкi өссе, онда мұндай әрекеттi сипаттау кезiнде мүмкiн емес жағдай туындайды –
жыртқыш бiрлiк уақытында шексiз олжалар санын қолдана алады.

Бұл қажет емес әсердi жоғалту және қанықтыру әсерiнiң әрекетiн ескеру модельдi талдау
қажеттiгiне алып келдi, онда жыртқыш және олжа әрекетi келесiдей өрнекпен сипатталады

γxz

1 + πx
,

мұндағы π = const > 0. Олжалардың жеткiлiктi үлкен мөлшерi кезiнде олардың
тұтыну жылдамдығы жыртқыштардың тек санымен анықталады.
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Соңғы өрнек олжалар санының өсуiмен бiрлесiп қорғану әсерi жүзеге асатын жағдай
үшiн түрленуi мүмкiн:

γxz

1 + πx2
.

Шынында, бұл жағдайда олжалар санының жеткiлiктi аз мәнi кезiнде олардың санының
өсуi жыртқыштардың олжаларды қолдану жылдамдығының өсуiне әкеледi. Критикалық
мәнге жету кезiнде 1/

√
π қолдану жылдамдығы максимумға жетедi, одан кейiн азая

бастайды.
Соңғы өрнек жыртқыш-олжа жүйесiндегi қанығу әсерiн талдау кезiнде алынатынын

байқаймыз (жалпы параметрлiк модельдiң жеке жағдайы ретiнде). Осы түрлендiрудi
ескере отыра Лотка-Вольтерр моделi мынандай түрге келедi:

dx
dt = αx− βx2 − γ0xz

1+πx2 ,
dz
dt = −α1x− β1z

2 − γ0
1xz

1+πx2 ,
(1)

Мұндағы α – мальтузиандық параметр (олжалар популяциясындағы туу
қарқындылығы мен жойылу қарқындылығы арасындағы айырмашылық; ары қарай,
α > 0 деп болжаймыз, өйткенi керiсiнше жағдайда екi түрде мөлшердiң кез келген терiс
емес бастапқы мәндерi кезiнде құлдырайды болады), α1 – жыртқыштар жойылуының
қарқындылығы, β , β1 – популяциядағы өзiн-өзi реттеу коэффициентi, γ0 , γ0

1 – өзара
әрекеттiк коэффициентi. (1) моделiнде барлық параметрлер терiс емес деп болжанады.

Өзiн-өзi реттеудiң болмау кезiндегi жүйе динамикасы
Алғашында қарапайым жағдайды қарастырайық, яғни популяцияларда өзiн-өзi

реттеудiң болмағанында және β , β1 коэффициенттерi нөлге тең. (1) жүйесi бұл жағдайда
келесiдей болады:

dx
dt = αx− γ0xz

1+πx2 ,
dz
dt = −α1x−

γ0
1xz

1+πx2 ,
(2)

(2) жүйесi төмендегi айнымалыларды ауыстыру көмегiмен

x =
u√
π
, z =

αv

γ0
, τ = αt

келесiдей мөлшерсiз түрге әкелiнедi

du
dt = u

(
1− v

1+u2

)
,

dv
dt = pv

(
−a+ u

1+u2

)
,

(3)

мұндағы параметрлер p =
γ0

1

α
√
π
, a = α1

√
π

γ0
1
.

(3) моделiнiң қасиеттерi.
1. Тiк көлбеу изоклинасы u= 0 және ν= 1+u2 екi тармағынан тұрады. Көлденең

көлбеу изоклинасы үш тармақтан тұрады: ν= 0 және

u1,2 =
1±
√

1− 4a2

2a
егер параметр a < 0,5.
a < 0,5 кезiнде фазалық кеңiстiкте екi тривиальдi емес стационарлық нүктелер бар:

S1(u1, 1 + u2
1) және S2(u2, 1 + u2

2) . Бұл жағдайда S2 нүктесi – ер-тоқым, ал S1

нүктесi – орнықты емес түйiн (кез келген параметрлерде), немесе фокус. Алдыңғы
жағдайдағыдай, мұнда сонымен қатар олжалардың шексiз көбеюi кезiнде жыртқыштардың
асимптотикалық құлдырау режимi байқалады: u(t)→∞, v(t)→ 0 .

2. Координаталар басы ер-тоқым түрiндегi стационарлық нүкте болып табылады
(олжалардың болмауы кезiнде жыртқыштар құлдырайды, ал жыртқыштардың болмауы
кезiнде олжалар шексiз көбейедi). Егер параметр a > 0,5 болса, онда (3) жүйесiнiң
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фазалық кеңiстiгiнде басқа соңғы стационарлық нүктелер жоқ және олжалардың шексiз
көбеюi кезiнде жыртқыштардың асимптотикалық құлдырау режимi жүзеге асады.

(3) моделiндегi Лотка-Вольтерр ( π = 0 кезiнде) модельде тепе-теңдiктiң (орталық)
орнықты күйi орнықсызға айналатынын атап өту қажет. Берiлген жағдайда, бiрлесiп
қорғану факторы жыртқыш-олжа жүйесi динамикасына тұрақсыздандыру әсерiн тигiзедi
деген қорытынды жасауға болады.

Oлжалар популяциясындағы өзiн-өзi реттегiштiгi бар модель

(2) моделi олжалар популяциясына өзiн-өзi реттегiш механизмдерiнiң әрекетiн ескеру
кезiнде келесi түрге ие болады:

dx
dt = αx− γ0xz

1+πx2 − βx2,
dz
dt = −α1z + γ0xz

1+πx2 .
(4)

Айнымалыларды ауыстыру көмегiмен, (4) жүйесi мөлшерсiз түрге келедi:

du
dt = u− uv

1+u2 − bu2 = P (u, v),
dv
dt = pv(−a+ u

1+u2 ) = Q(u, v),
(5)

мұндағы параметр b = β
απ .

(5) моделiнiң қасиетi.
Терiс емес бастапқы мәндер кезiнде (5) жүйесiнiң шешiмi шектеулi және терiс емес.

Төмендегi теңсiздiк орындалғандықтан

du

dt

(
1

b
, v

)
≤ 0,

асимптотикадағы барлық траекториялар 0 ≤ u ≤ 1
b аралығына «тиiстi» және ешқандай

траектория бұл аралықтан шықпайды. Осылайша, екi популяцияның саны шектеулi
болады.

Параметрлердiң кез келген мәнi кезiндегi координаталар басы ер-тоқым болып
табылады. a > 0,5 кезiнде жазықтықтың соңғы бөлiгiнде басқа стационарлық нүктелер
болмайды. Бұл жағдайда жыртқыштар мөлшердiң кез келген бастапқы мәнi кезiнде
құлдырайды, ал олжалар мөлшерi бұл жағдайда нөлдiк емес деңгейде тұрақталады.

a < 0,5 болғандағы кездi қарастырайық. Мұнда келесi жағдайлар туындайды:
1) 1

b <
1−
√

1−4a2

2a . Бұл шарттың орындалуы кезiнде тривиальдi емес нүктелер болмайды.
P нүктесi – глобальдi орнықты, a > 0,5 теңсiздiгiнiң орындалуы кезiндегiдей режим жүзеге
асады.

2) 1−
√

1−4a2

2a < 1
b <

1+
√

1−4a2

2a . Бұл жағдайда тепе-теңдiктiң тривиальдi емес күйi бар
болады –S1(u1, (1 + u2

1)(1− bu1)) нүктесi.
3) 1+

√
1−4a2

2a < 1
b . Бұл жағдайда тыныштықтың екi тиривиальдi емес нүктелер болады:

S1 және S2(u2, (1 + u2
2)(1− bu2)).

Популяцияның екеуiндедегi өзiн-өзi реттегiштiгi бар жүйе
Популяциялардың екеуiнде де өзiн-өзi реттегiш механизм әрекет ететiн жағдайды

қарастырайық. Бұл жағдайда модель келесi түрге ие болады:

dx
dt = αx− γ0xz

1+πx2 − βx2,
dz
dt = −α1z +

γ0
1xz

1+πx2 − β1z
2

(6)

Айнымалыларды ауыстырғаннан кейiн (6) жүйесi келесi түрге ие болады:

du
dt = u− uv

1+u2 − bu2,
dv
dt = pv

(
−a− cv + u

1+u2

)
.

(7)

(7) моделiнiң қасиеттерi.
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1. Терiс емес бастапқы мәндер кезiнде (7) жүйесiнiң шешiмi шектеулi және терiс емес.
Егер бастапқы мәндер (u0, v0) ∈ D болса, мұндағы
D =

[
0, 1

b

]
×
[
0, 1−2a

2a

]
, онда (u(t), v(t)) ∈ D∀t > 0 .

2. Ары қарай α < 0,5 деп болжаймыз. Керi теңсiздiктiң орындалуы кезiнде
популяциялар санының бастапқы мәндердiң кез келгенiнде жыртқыштар құлдырайды.

3. Параметрлердiң кез келген мәнi кезiнде тепе-теңдiктiң екi тривиальдi күйлерi бар
болады: (0,0) координата басы және P

(
1
b , 0
)
. (0, 0) нүктесi әрқашанда ер-тоқым болып

табылады. Осылайша, екi популяцияларда өзiн-өзi реттегiштiң болуы кезiнде модельде
өзiнiң қасиетi бойынша жаңа режимдер пайда болады.

Қорытынды
Олжалар популяциясында бiрлесiп қорғану әсерi пайда болған кездегi жағдайы үшiн

Лотка-Вольтер моделiнiң түрлену қатарын талдауы осы әсердiң әрекетi жыртқыштар
санының азаюына және олжалардың көбеюiне әкелетiнiн көрсетедi. Сонымен қатар,
параметрлердiң белгiлi бiр қатынасы кезiнде модельде динамикалық режимдердiң пайда
болуы мүмкiн.

Атап айтқанда, модельде тiркелген режимiнiң әр түрлi түрленуi пайда болады. Алайда
фитофаг-энтомофаг жүйелерiн талдау кезiнде алынған түптiк режимдерге қарағанда,
алынған түрленулерде олжалар санының өсуi жыртқыштар санының төмендеуiмен
сүйемелденедi яғни бiрлесiп қорғану әсерiмен туындалған.
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Ж.Ж. Ермекбаева, Р.Е.Шакирова, Ж.М.Малекова

Евразийский национальный университет им. Л.Н.Гумилева, Астана Казахстан

Эффект коллективной защиты в системе хищник-жертва

Аннотация: В статье рассматривается преобразование модели Лотки-Вольтерра системы хищник-жертва, в
которой осуществляется эффект "коллективной защиты". Предполагается, что при достижении определенной
численности жертв уменьшается ясность хищничества и увеличение численности хищников. Исследуется
динамические режимы модели при разных значениях параметров и, а именно, показываются, что в рамках модели
осуществляется разные преобразования режима определенных вспышек и режим реверсивной вспышки. Излогается
динамика взаимодействия видов на основе принципа Лотки-Вольтерра. Анализ ряда преобразований модели
Лотки-Вольтерра для случая, когда в популяции жертв осуществляется эффект коллективной защиты, можно
увидеть, что действие этого эффекта способствует уменьшению численности хищников и возрастанию жертв. Более
того, при известных соотношениях параметров в модели могут возникнуть динамические режимы. В текущяя
работа посвящена построению и анализу модели системы хищник-жертва, также являющейся преобразованием
модели Лотки-Вольтерра, в рамках которой учитывается действие эффекта коллективной защиты, появляющаяся
в популяции жертв при достижении определенной численности.

Ключевые слова: модель Лотки-Вольтера, мальтузианский параметр, популяция, саморегуляция,
дифференциальное уравнение, система хищник-жертва.

J.J. Yermekbayeva, R.E. Shakirova, Zh.M. Malekova

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

The effect of collective protection in the predator-prey system

Abstract: The article discusses the transformation of the Lotka-Volter model of the predator-prey system, in which
the effect of "collective protection" is implemented. It is assumed that when a certain number of victims is reached, the
clarity of predation decreases and the number of predators increases. The dynamic modes of the model are investigated for
different values of the parameters and, namely, it is shown that within the model there are different transformations of the
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mode of certain flashes and the mode of the reverse flash. The dynamics of species interaction based on the Lotka-Volter
principle is described. An analysis of a series of transformations of the Lotka-Volter model for the case when the collective
protection effect is realized in the population of victims, it can be seen that the effect of this effect helps to reduce the
number of predators and increase the number of victims. Moreover, with known parameter ratios, dynamic modes may
arise in the model. The current work is devoted to the construction and analysis of the predator-prey model, which is also
a transformation of the Lotka-Volter model, which takes into account the effect of collective defense that appears in the
population of victims when a certain number is reached.

Keywords: Lotka-Volter model, Malthusian parameter, population, self-regulation, differential equation, predator-prey
system.
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мемлекетi, Е-mail-ы, мақаланың толық атауы, аннотациясы көрсетiледi. Аннотация 150-200 сөз
көлемiнде болуы тиiс, сонымен қатар мәтiнде күрделi есептiк формулалар болмауы, мақаланың толық
аты қайталанбауы, жұмыстың мәтiнi мен әдебиеттер тiзiмiнде көрсетiлетiн сiлтемелер болмауы керек.
Аннотация мақаланың ерекшелiктерiн көрсететiн және оның құрылымын (кiрiспе, есептiң қойылымы,
мақсаты, тарихы, зерттеу әдiстерi, нәтижелер және олардың талқылаулары, қорытынды) сақтайтын
мақаланың қысқаша мазмұны болуы тиiс.

5. Жұмыстың мәтiнiнде кездесетiн таблицалар мәтiннiң iшiнде жеке нөмiрленiп, мәтiн көлемiнде
сiлтемелер түрiнде көрсетiлуi керек. Суреттер мен графиктер PS, PDF, TIFF, GIF, JPEG, BMP, PCX
форматындағы стандарттарға сай болуы керек. Нүктелiк суреттер кеңейтiлiмi 600 dpi кем болмауы қажет.
Суреттердiң барлығы да айқын әрi нақты болуы керек.

6. Жұмыста қолданылған әдебиеттер тек жұмыста сiлтеме жасалған түпнұсқалық көрсеткiшке сай
(сiлтеме беру тәртiбiнде немесе ағылшын әлiпбиi тәртiбi негiзiнде толтырылады) болуы керек. Баспадан
шықпаған жұмыстарға сiлтеме жасауға тиым салынады.

Сiлтеменi беруде автор қолданған әдебиеттiң бетiнiң нөмiрiн көрсетпей, келесi нұсқаға сүйенiңiз дұрыс:
тараудың номерi, бөлiмнiң номерi, тармақтың номерi, теораманың номерi (лемма, ескерту, формуланың
және т.б.) номерi көрсетiледi. Мысалы: «... қараңыз . [3; § 7, лемма 6]», «...қараңыз [2; 5 теорамадағы
ескерту]». Бұл талап орындалмаған жағдайда мақаланы ағылшын тiлiне аударғанда сiлтемелерде
қателiктер туындауы мүмкiн.

Қолданылаған әдебиеттер тiзiмiн рәсiмдеу мысалдары
1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. –М: Физматлит, –1994, –376 стр. – кiтап
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций

многих переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики –2014. –Т.54. № 7.
–С. 1059-1077. - мақала

3Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного
набора линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные
пространства и теория приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции,
посвященной 110-летию со дня рождения академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. – Москва,
2015. –С.141-142. – конференция еңбектерi

4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. –Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. –С.7. –
газеттiк мақала

5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии //
Cибирские электронные математические известия –2017. –Т.14. –С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057.
– URL: http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронды журнал

7. Әдебиеттер тiзiмiнен соң автор өзiнiң библиографикалық мәлiметтерiн орыс және ағылшын тiлiнде
(егер мақала қазақ тiлiнде орындалса), қазақ және ағылшын тiлiнде (егер мақала орыс тiлiнде орындалса),
орыс және қазақ тiлiнде (егер мақала ағылшын тiлiнде орындалса) жазу қажет. Соңынан транслиттiк
аударма мен ағылшын тiлiнде берiлген әдебиеттер тiзiмiнен соң әр автордың жеке мәлiметтерi (қазақ,
орыс, ағылшын тiлдерiнде – ғылыми атағы, қызметтiк мекенжайы, телефоны, e-mail-ы) берiледi.

8. Редакцияның мекенжайы: 010008, Қазақстан, Астана қаласы, Қ.Сәтпаев көшесi, 2, Л.Н. Гумилев
атындағы Еуразия ұлттық университетi, Бас ғимарат, 408-кабинет. Телефоны: (7172) 709-500 (iшкi 31-
428). E-mail: vest_math@enu.kz. Сайт: bulmathmc.enu.kz.
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