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Дискретизация решений уравнений в частных производных в контексте
Компьютерного (вычислительного) поперечника

Аннотация: С 1996 года последовательно развивалась идея Компьютерного
(вычислительного) поперечника, цель которого заключается в оптимальной компьютерной
обработке математических моделей в реальных условиях искаженных данных.

К(В)П-схема, как нам представляется, определяет уточненную организацию
исследований в Теории приближений, Вычислительной математике и Численном анализе.

Данная статья посвящена освещению К(В)П-подхода в теории уравнений в частных
производных. На примерах исторически исходных уравнений Лапласа, Пуассона,
теплопроводности, волнового и, сравнительно недавнего Клейна-Гордона, приведены
теоремы как иллюстративные результаты качества и эффективности К(В)П-постановок.

Представленные материалы могут послужить для продолжения исследований
оптимальной дискретизации решений уравнений в частных производных с дальнейшим
расширением и углублением предложенного направления.

Ключевые слова: Компьютерный (вычислительный) поперечник (сокращенно –
К(В)П), дискретизация решений уравнения в частных производных по точной и неточной
информации, предельная погрешность.
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ВВЕДЕНИЕ
Решения уравнений в частных производных, даже в случае их явного

выражения посредством рядов Фурье по собственным функциям соответствующего
дифференциального оператора или сверток с соответствующими ядрами, будучи
представленные рядами или интегралами, фактически опять же представляют собой
бесконечные объекты. Поэтому возникает задача их приближения конечными объектами,
математическая формулировка которой содержится в определении Компьютерного
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(вычислительного) поперечника (в сокращении – К(В)П, соответствующую историю,
сравнения с подобными исследованиями см. в [1]-[5]).

Настоящая статья посвящена именно этой группе задач.
Исходным в К(В)П-исследовании уравнений в частных производных является следующее

определение

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;A,B;F ;DN )Y ≡

≡ δN
(
εN ;A,B = B(1) × ...×B(k);F = F (1) × ...× F (k);DN

)
Y
≡

≡ min
N=N1+...+Nk

inf(
l(N1,...,Nk),ϕN

)
∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N1,...,Nk), ϕN

))
Y
,

где

δN
(
εN ;

(
lN1,...,Nk , ϕN

))
Y
≡ δN

(
εN ;A,B = B(1) × ...×B(k);F ≡ F (1) × ...× F (k);

(
l(N1,...,Nk), ϕN

))
Y
≡

≡ sup

f1 ∈ F (1), ..., fk ∈ F (k)∣∣∣γ(τ)
Nj

∣∣∣ ≤ 1 (τ = 1, ...., Nj)

j = 1, ..., k

‖u (y; f1, ..., fk)−

−ϕN
(
l
(1)
N1

(f1) + γ
(1)
N1
ε
(1)
N1
, ...l

(N1)
N1

(f1) + γ
(N1)
N1

ε
(N1)
N1

, ..., l
(1)
Nk

(fk) + γ
(1)
Nk
ε
(1)
Nk
, ..., l

(Nk)
Nk

(fk) + γ
(Nk)
Nk

ε
(Nk)
Nk

; y
)∥∥∥
Y
.

Здесь математическая модель задается посредством оператора Tf = (Tf)(y) =
u(y; f) ≡ u(y; f1, ..., fk) – решения уравнения в частных производных A ≡
A
(
y = (y1, ..., yn), ∂u∂y1

, ..., ∂u∂yn , ...,
∂α1+...αnu
∂y
α1
1 ...∂yαnn

)
= 0 (αj (j = 1, ..., n) -неотрицательные целые

числа), удовлетворяющего условиям существования и единственности относительно
комплекта B ≡ B(1) × ... × B(k) начальных, граничных, смешанных и иных
условий, заданных посредством функций f ∈ F ⇔ f = (f1, ..., fk) ∈ F (1) ×
... × F (k) , действующих из F ≡ F (1) × ... × F (k) в Y , где F класс функций
и Y− нормированное пространство функций, заданных соответственно на ΩF и
ΩY . Числовая информация l

(1)
N1

(f1), ..., l
(N1)
N1

(f1); ...; l
(1)
Nk

(fk), ..., l
(Nk)
Nk

(fk) объема N =

N1 + ... + Nk (N = 1, 2, ...) об f = (f1, ..., fk) из класса F снимается с линейных
функционалов l(N) = l(N1,...,Nk) = (l1, ..., lN ) (в общем случае не обязательно
линейных). Алгоритм переработки информации ϕN (z1, ..., zN ; y) : CN × ΩY 7→
C есть соответствие, которое при всяком фиксированном (z1, ..., zN ) ∈ CN как
функция от y есть элемент Y. Всюду ниже запись ϕN ∈ Y будет означать,
что ϕN удовлетворяет всем перечисленным выше условиям, через {ϕN}Y обозначим
множество, составленное из всех ϕN ∈ Y . И, наконец, определим вычислительный
агрегат ϕN

(
l
(1)
N1

(f1), ..., l
(N1)
N1

(f1); ...; l
(1)
Nk

(fk), ..., l
(Nk)
Nk

(fk); y
)
≡
(
l(N1,...,Nk), ϕN

)
≡
(
l(N), ϕN

)
по точной информации. Вычислительный агрегат по неточной информации
последовательно определяется следующим образом. Сначала точные значения l

(τ)
N (f)

заменяются с заданной точностью ε
(τ)
N ≥ 0 на приближенные значения zτ ≡

zτ (f),
∣∣∣zτ (f)− l(τ)

N (f)
∣∣∣ ≤ ε

(τ)
N (τ = 1, ..., N) . Затем числа zτ ≡ zτ (f) (τ = 1, ..., N)

перерабатываются посредством алгоритма ϕN до функции ϕN (z1(f) , ..., zN (f); y)

из Y , которая и будет составлять вычислительный агрегат
(
l(N1,...,Nk), ϕN

)
≡(

l(N1,...,Nk), ϕN
)
εN

= ϕN (z1(f), , ..., zN (f); y) по неточной информации точности εN ={
ε

(τ)
N

}N
τ=1

. DN ≡ DN1,...,Nk(F )Y− данный набор комплексов
{(
l(N1,...,Nk), ϕN

)}
F,Y

.
В статье рассматриваются следующие конкретизации DN :

DN = LN (F )× {ϕN}Y = {(l1(f), ..., lN (f)) : lτ (f)− все возможные линейные
9
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функционалы на линейной оболочке F (τ = 1, 2, ..., N)} × {ϕN}Y ,
а также линейные функционалы, определяемые значениями в фиксированных точках

DN = PN (F )× {ϕN}Y = {l1(f) = f (ξ1) , ..., lN (f) = f (ξN ) : f ∈ F, ξj ∈ [0, 1]s , j = 1, ..., N} × {ϕN}Y
и (в случае периодических классов)

DN = ΦN (F )×{ϕN}Y =
{
l1(f) = f̂(m(1)), ..., lN (f) = f̂(m(N)) : f ∈ F, m(1) ∈ Zs, ...,m(N) ∈ Zs

}
×{ϕN}Y ,

здесь и далее для функций f(x) ∈ Lp(0, 1)s через f̂(m) обозначим тригонометрические
коэффициенты Фурье-Лебега функции f

f̂(m) =

∫
[0,1]s

f(x)e−2πi(m,x)dx.

Отдельно отметим, что в качестве банаховых пространств Y поряду с пространствами
Лебеговского типа Lν(Ω) и пространств дифференцируемых функций типа
W,H,B, SW,SH, SB,E также будут привлечены и иные структуры.

В рамках приведенных обозначений и определений, К(В)П-проблема оптимального
восстановления решений уравнений в частных производных по неточной информации
заключается, в собирательном смысле, в последовательном решении трех задач:

При заданныхA,B, F, Y,DN (фиксированных всюду по последующему контексту):
К(В)П-1: Находится порядок � δN (0;DN )Y ≡ δN (0;A,B;F ;DN )Y – информативная

мощность набора вычислительных агрегатов DN ≡ DN1,...,Nk(F )Y ,
К(В)П-2: Производится построение конкретного вычислительного агрегата(
l
(N1,...,Nk)

, ϕN

)
из DN ≡ DN1,...,Nk(F )Y , поддерживающего порядок � δN (0;DN )Y ,

для которого исследуется задача существования и нахождения последовательности
ε̄N ≡ ε̄N

(
DN ;

(
l̄(N1,...,Nk), ϕ̄N

))
Y
≡
(
ε̄

(1)
N , ..., ε̄

(N)
N

)
с неотрицательными компонентами,

– К(В)П-2 – предельной погрешности (соответствующей вычислительному агрегату(
l
(N)

, ϕ̄N

)
=
(
l̄(N1,...,Nk), ϕ̄N

)
) такой, что

δN (0;DN )Y � δN
(
ε̄N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
≡

≡ sup
{
‖u(y; f)− ϕ̄N (z1(f), ..., zN (f); y)‖Y : f ∈ F,

∣∣l̄τ (f)− zτ (f)
∣∣ ≤ ε̄(τ)

N (τ = 1, ..., N)
}
,

с одновременным выполнением

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̄N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y

δN (0;DN )Y
= +∞.

К(В)П-3: Устанавливается массивность предельной погрешности
ε̄N

(
DN ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
: находится как можно большое множество MN

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
(обычно

связанных со структурой исходного
(
l
(N)

, ϕ̄N

)
) вычислительных агрегатов

(
l(N), ϕN

)
таких, что для каждого из них выполнено соотношение

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN
(
ηN ε̄N ;

(
l(N), ϕN

))
Y

δN (0;DN )Y
= +∞.

Записи α � β (β ≥ 0) и α � β (α ≥ 0, β ≥ 0) соответственно означают |α| ≤ cβ
и одновременное выполнение α � β и β � α . В целях сокращения речи будем
говорить "Вычислительный агрегат

(
l̄(N), ϕ̄N

)
∈ DN поддерживает оценку снизу ϑN �

δN (0;A,B;F ;DN )Y ", если выполнены неравенства δN
(
0;A,B;F ;

(
l̄(N), ϕ̄N

))
Y
� ϑN

(разумеется, костанты в � не зависят от N ).
Сразу же отметим, что с усложнением самих уравнений и классов функций, к которым

принадлежат определяющие решения правые части уравнений, граничные, начальные,
смешанные и т.п. условия, одновременно будут сложнее устроены оптимальные или

10
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близкие к оптимальным операторы восстановления, достигая границ обозримости, и, тем
самым, ограничивая возможности их практического применения.

Сформулированная в общем виде К(В)П-постановка в данной статье изучается только
для классических уравнений математической физики – это уравнения теплопроводности,
волновое, Лапласа, Пуассона, а также Клейна-Гордона (в связи с чем отметим, что
известные результаты по близкой постановке задачи дискретизации решений уравнений
в частных производных по неточной информации обсуждались в статье [2,§11]).

Все результаты окончательны в своих постановках и могут быть отнесены к их
фундаментальным описаниям, поскольку речь идет об уравнениях, послуживших
становлению и развитию всей теории дифференциальных уравнений, по настоящее время
не утративших своего значения.

Приведем определения необходимых классов функций (см.,напр., [6])
1.Классы Соболева W r

q (0, 1)s (s = 1, 2, ...; r = 0, 1, 2 ...; 1 ≤ q ≤ +∞) . Класс
Cоболева W r

q (0, 1)s есть множество всех 1-периодических по каждой переменной
функций f(x) = f(x1, ..., xs) , которые в случае целых r > 0 вместе со своими частными
производными порядка r по каждой переменной принадлежат Lq(0, 1)s и выполнено
неравенство

‖f‖W r
q
≡ ‖f‖Lq +

s∑
j=1

∥∥∥∥∥ ∂r∂xrj f
∥∥∥∥∥
Lq

≤ 1,

где для измеримой функции g(x) положено ‖g‖pp =
∫

[0,1]s
|g(x)|p dx .

При q = 2 также будем пользоваться эквивалентным определением:
W r

2 (0, 1)s (s = 1, 2, ...; r ≥ 0) есть, по определению, множество всех суммируемых 1-
периодических по каждой переменной функций f(x) = f(x1, ..., xs) , тригонометрические
коэффициенты Фурье-Лебега которых удовлетворяют условию

‖f‖2W r
2 (0,1)s =

∑
m∈Zs

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣2 · (m2r

1 + ...+m2r
s

)
≤ 1, r > 1

где Zs – множество всех векторов m = (m1, ...,ms) с целочисленными компонентами.
2.Обобщенные классы Соболева W

ωr1 ,...,ωrs
2 . Для данного действительного числа

r ≥ 1 всякую непрерывную, неубывающую на [0, 1] функцию ωr(δ) такую, что

ωr(0) = 0 и
ωr(η)

ηr
≤ C(ωr) ·

ωr (ξ)

ξr

при некотором C(ωr) > 0 и всех 0 < ξ < η ≤ 1 называют функцией типа модуля гладкости
r -го порядка.

В качестве функций типа модуля гладкости r -го порядка можно указать функции вида
δr logr1 1

δ , δ
r logr1 1

δ log logr2 1
δ и т.п., где соответственно r ≥ 1, 0 < r1 < +∞,−∞ < r2 <

+∞ .
Класс W

ωr1 ,...,ωrs
2 есть, по определению, множество всех суммируемых 1-периодических

по каждой переменной функций f(x) = f(x1, ..., xs) , тригонометрические коэффициенты
Фурье-Лебега f̂(m) которых удовлетворяют условию

‖f‖2
W
ωr1 ,...,ωrs
2

=
∑
m∈Zs

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣2 ·
 1

ω2
r1

(
1
m1

) + ...+
1

ω2
rs

(
1
ms

)
 ≤ 1,

где Zs - множество всех векторов m = (m1, ...,ms) с целочисленными компонентами, mj =
max{1, |mj |}, j = 1, .., s .

В частности, при ωrj (δ) = δrj классы W δr1 ,...,δrs

2 сводятся к обычным анизотропным
классам Соболева W r1,...,rs

2 .
Нам также потребуется понятие среднего модуля гладкости.

11
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Пусть ωr1 , ..., ωrs - система функций типа модуля гладкости порядков r1, ..., rs
соответственно. В дальнейшем, не ограничивая общности (в случае необходимости,

переходя к (ωrj (δ)+δr)
ωrj (1)+1 ), будем считать, что все функцииωrj (j = 1, .., s) строго возрастают

на [0, 1] и ωrj (1) = 1 .
Обратную к инъективной функции g будем обозначать через g−1 .
Рассмотрим функции ω−1

rj (ζ) , обратные к ωrj (δ) , и положим

δ = τ−1(ζ) =

s∏
j=1

ω−1
rj (ζ) (0 ≤ ζ ≤ 1) .

Очевидно, что δ = τ−1(ζ) является строго возрастающей непрерывной функцией на
[0,1], причем τ−1(0) = 0 и τ−1(1) = 1 . Функцию ζ = τ (δ) , обратную к τ−1(ζ) , следуя
В.И.Коляде [7], будем называть средней функцией системы ωr1 , ..., ωrs .

Если ωr1(δ) = δr1 , ..., ωrs(δ) = δrs , то средний модуль гладкости этой системы есть ω(δ) =

δ(r
−1
1 +...+r−1

s )
−1

.
Отметим, что в случае ων1(δ) = · · · = ωνs(δ) = ων(δ) средняя функция этой системы,

очевидно, есть функция ζ = τ(δ) , обратная к функции δ = τ−1(ζ) =
(
ω−1
ν (ζ)

)s .
3. Классы Никольского-Бесова. Пусть s = 1, 2, ... и k = 0, 1, 2, ..., Ik ={
m = (m1, ...,ms) ∈ Zs : −2k ≤ mj ≤ 2k, j = 1, 2, ..., s

}
, I−1 = ∅, Qk = Ik\Ik−1.

Для набора чисел {a(k)}k∈A , где A – заданное счетное множество, через ‖ak‖lθ(A)

обозначим sup
k∈A
|a(k)| при θ = +∞ и

(∑
k∈A
|a(k)|θ

) 1
θ

при 1 ≤ θ < +∞.

Класс Никольского-Бесова Br
p,θ(0, 1)s(s = 1, 2, ...; r > 0; 1 < p < +∞; 1 ≤ θ ≤ +∞ )

состоит из всех 1-периодических по каждой переменной функций f(x) ∈ Lp (0, 1)s таких,
что

‖f‖Brp,θ =

∥∥∥∥∥∥2kr

∥∥∥∥∥∥
∑
m∈Qk

f̂(m)e2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥∥∥
lθ(k≥0,k∈Z)

≤ 1.

4.Классы Соболева с доминирующей смешанной производной
SW r

q (0, 1)s (r > 0, 1 ≤ q ≤ +∞) есть множество всех функций f(x) , представимых в
виде (y = (y1, ..., ys))

f(x) = (ϕ ∗ Fr) (x) =

∫
[0,1]s

ϕ (x+ y) 2s
s∏
j=1

∑
kj>0,kj∈Z

(2πkj)
−r cos 2π (kjyj − r/4) dy,

где ‖ϕ‖Lq(0,1)s ≤ 1.

5.Классы Никольского с доминирующей смешанной разностью
SHr

q (0, 1)s (r > 0, 1 ≤ q ≤ +∞) есть множество всех 1-периодических по каждой
переменной функций f(x) ∈ Lq (0, 1)s таких, что для некоторого l > r выполнено
соотношение ∥∥∥∆l

h1
...∆l

hsf (x1, ..., xs)
∥∥∥
Lq(0,1)s

≤
s∏
j=1

|hj |r ,

где ∆hjf ≡ ∆1
hj
f = f (x1, ..., xj−1, xj + hj , xj+1, ..., xs)− f (x1, ..., xs) ,∆

k
hj

= ∆hj

(
∆k−1
hj

)
.

Тогда, по определению,

‖f‖SHr
p

= sup
h1,...,hs
h1·...·hs 6=0

∥∥∆l
h1
...∆l

hs
f (x1, ..., xs)

∥∥
Lq(0,1)s

s∏
j=1
|hj |r

.
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6.Классы Коробова. Ers(r > 1, s = 1, 2, ...) состоит из всех 1-периодических по
каждой переменной функций f(x) = f (x1, ..., xs) , тригонометрические коэффициенты
Фурье которых удовлетворяют неравенству

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣ ≤

 s∏
j=1

max {|mj | ; 1}

−r ,
причем

‖f‖Ers = sup
m∈Zs

∣∣∣f̂ (m)
∣∣∣ ·
 s∏
j=1

max {|mj | ; 1}

−r .
Классы Eθs (λ) . Пусть λ (m) > 0 (m ∈ Zs) и класс Eθs (λ) (1 ≤ θ ≤ +∞) состоит из

1-периодических по каждой переменной суммируемых функций f (x1, ..., xs) таких, что∑
m∈Zs

λ−1(m) < +∞

и ∥∥∥λ (m) ·
∣∣∣f̂(m)

∣∣∣∥∥∥
lθ(Zs)

≤ 1.

Если

λ(m) =

s∏
j=1

max (|mj | , 1)r , r > 1,

тогда при θ = +∞ множество E∞s (λ) ≡ Ers есть класс Коробова, а при θ = 2 множество
E2
s (λ) ≡ SW r

2 есть класс Соболева с доминирующей смешанной производной.
7.Классы Ульянова Us (β, θ, α;ψ) состоит из всех функций f(x) = f (x1, ..., xs) , 1-

периодических по каждой из s(s = 1, 2 . . . ) переменных и таких, что ( y = max {|y| ; 1} ):

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣ ≤ s∏

j=1

(mj)
βjθ

m
α−1
j
j

j ψj(mj)(m ∈ Zs),

где β = (β1, ..., βs) ∈ Rs , θ = (θ1, ..., θs) ∈ (0, 1]s , α =
(α1, ..., αs) (αj > 0 (j = 1, ..., s)) , ψ = (ψ1, ...ψs)(ψj(x) - медленно колеблющиеся
(относительно степенных функций) положительные функции при всех j=1,. . . ,s, т.е.
для всех δ 6= 0 существуют пределы lim

y→+∞
ψj (y) yδ (j = 1, ..., s) и равны 0 или +∞ в

зависимости от того δ < 0 или δ > 0 ).
Шкала классов Us (β, θ, α;ψ) представляет собой классификацию функций в широком

диапазоне от предельно малой гладкости до аналитических и их подклассов, включая
известные классы Коробова [8] Ers ≡ Us

(
−r,~1,~1;~1

)
, где ~b := (b, ..., b) ∈ Zs и r =

(r1, r2, ..., rs) , причем rj > 1 при всех j = 1, ..., s. Более того, при определенных значениях
параметров, класс Us (β, θ, α) ≡ Us

(
β, θ, α;~1

)
с точностью до постоянных сомножителей

может быть определен не опосредованными типа формул Фурье, а прямыми ограничениями
на саму бесконечно дифференцируемую функцию.

Именно, как это доказано в [9], при всех β ∈ Rs, θ ∈ (0, 1)s, α ∈
(
0, 1

2

]s класс
Us (β, θ, α) в указанном выше смысле совпадает с классом бесконечно дифференцируемых
1-периодических по каждой переменной функций f (x) = f (x1, ..., xs) таких, что для всех
k = (k1, ..., ks) ∈ Zs (kj ≥ 0 (j = 1, ..., s)) выполнены неравенства∥∥∥∥∥ ∂k1+···+ks

∂xk1
1 ...∂x

ks
s

f (x1, ..., xs)

∥∥∥∥∥
C[0,1]s

≤
s∏
j=1

k
αj(βj+kj)
j

(
αj

e ln 1
θj

)αjkj
.
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В заключение примем обозначения, используемые на протяжении всей статьи (другие
случаи по тексту будут оговорены особо):

1. Запись [x] есть целая часть действительного числа x ,
2. Звездочка в сумме

∑
∗ означает, что из суммирования исключен член,

индексированный знаком 0,
3. Под L∞ (Ω) будем понимать пространство существенно ограниченных на

измеримом множестве Ω ⊂ Rs измеримых функций, либо с уточнением L∞ (Ω) ≡
C (Ω) пространство равномерно непрерывных в области Ω функций,

4. Условимся запись ‖g(x, t)‖Lq,∞ ≡ ‖g(x, t)‖Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) понимать как∥∥∥‖g(x, t)‖Lq(0,1)s

∥∥∥
L∞[0,+∞)

=
∥∥∥‖g(x, t)‖Lqx(0,1)s

∥∥∥
L∞t [0,+∞)

, где ‖g(x, t)‖Lqx(0,1)s :=( ∫
[0,1]s

|g(x, t)|q dx

) 1
q

и ‖b(t)‖L∞t [0,+∞) = sup vrai
0≤t<∞

|b(t)| ,

5. Для m = (m1, ...,ms) ∈ Zs положим mj = max {|mj | , 1} и m = m1 · · ·ms .
6. ΓR ≡

{
m = (m1, . . . ,ms) ∈ Zs : m ≤ R

}
.

§1. Модельные случаи полного К(В)П-исследования уравнений в частных
производных

Как это уже отмечалось в [1]-[5], качество постановки задачи проверяется через
формулировку теоремы как ответ на поднятую проблему, в которой все имеет значение
– от информативности до эстетического вида.

В соответствии с чем здесь приведены два примера из рассматриваемой темы
исследований.
1.1 Дискретизация решений уравнения теплопроводности с одной предельной

погрешностью. Рассматривается задача Коши для уравнения теплопроводности

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

(x ∈ Rs, t ≥ 0)

с начальным условием

u (x, 0) = f(x) (x ∈ Rs) .
Теорема 1.1 (Н.Наурызбаев, Б.Оразкулова).Пусть даны числа s(s = 1, 2, ..) и r

такие, что r > 2 + s
2 . Тогда выполнены утверждения

К(В)П-1:

δN (0; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ δN (0;
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

,u (x, 0) = f(x) ∈W r
2 (0, 1)s; LN (W r

2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ inf
(l(N),ϕN)∈LN (Wr

2 (0,1)s)×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

sup
f∈Wr

2 (0,1)s
‖u(x, t; f)− ϕN (l1(f), ...., lN (f);x, t)‖L2(0,1)s×L∞[0,∞) �

� sup
f∈W r

2 (0,1)s

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
u(x, t; f)−

∑
m ∈ Zs :

∣∣∣mj

∣∣∣ ≤ n
(j = 1, ..., n)

f̂ (m) e−4π(m,m)t · e2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� N−
r
s ,

К(В)П-2:Для функции UN (x, t; f) =
∑

m ∈ Zs : |mj | ≤ n
(j = 1, ..., n)

f̂ (m) e−4π(m,m)t·e2πi(m,x) , N =

ns величина ε̄N = N−
r
s
− 1

2 является предельной погрешностью: во-первых,
14
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δN (0; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) �

� δN (ε̄N = N−
r
s
− 1

2 ; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

= inf
(l(N),ϕN)∈LN (W r

2 (0,1)s)×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

sup
f ∈W r

2 (0, 1)s∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣ ≤ 1 (τ = 1, ..., N)

‖u(x, t; f)−

−ϕN (l1(f) + γ
(1)
N ε̃N , ...., lN (f) + γ

(N)
N ε̃N ;x, t)

∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� sup
f ∈ W r

2 (0, 1)s∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣ ≤ 1

(τ = 1, ..., N)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
u(x, t; f)−

∑
m ∈ Zs : |mj | ≤ n

(j = 1, ..., n)

(
f̂ (m) + γ

(j)
N ε̄N

)
e
−4π(m,m)t · e2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� N−
r
s ,

во-вторых, для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηNN

− r
s
− 1

2 ;UN (x, t; f)
)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

δN (0; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞(0,1)s)L2(0,1)s×L∞[0,∞)

= +∞.

К(В)П-3:Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,+∞))

ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t),

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным спектром
из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую (по порядку)
предельной погрешности UN (x, t; f) : для всякой возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηNN

− r
s
− 1

2 ;ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)
)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

δN (0; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞)

= +∞.

Тем самым, в случае, когда гладкость функций определяется принадлежностью
к многомерным классическим пространствам Соболева, а информация снимается
с произвольных линейных функционалов, задача дискретизации уравнения
теплопроводности решена в полном объеме. Именно выписаны правильные порядки

δN (0; LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞(0,1)s)L2(0,1)s×L∞(0,1)s � N−

r
s

дискретизации решения в случае, когда используются точные значения функционалов.
Оптимальные вычислительные агрегаты в К(В)П-2 построены по числовой информации,
полученной от тригонометрических коэффициентов Фурье. В продолжение чего найдена
величина погрешности вычисления тригонометрических коэффициентов Фурье ε̄N =

N−
r
s
− 1

2 , сохраняющая порядок восстановления по точной информации, которую можно
понимать как идеализированный показатель, но с определяющим ее дополнительным
условием: сколь угодно медленное бесконечное увеличение погрешности ε̄N ведет к
потере этого порядка по точной информации. Затем показано, что с лучшей предельной
погрешностью вычислительных агрегатов по тригонометрическим коэффициентам Фурье
не существует.
Замечание 1.1. К(В)П-дискретизация решений уравнения теплопроводности по

тригонометрическим коэффициентам Фурье в классах Соболева с гильбертовой нормой
полностью решена в [10].

15



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2019, Том 126, №1

1.2 Дискретизация решений волнового уравнения с двумя предельными
погрешностями. Исследуется задачи Коши для волнового уравнения

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

(u = u (x, t) , 0 ≤ t <∞, x ∈ Rs, s = 1, 2, . . .), (1)

u (x, 0) = f1 (x) ∈ F (1),
∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ F (2)(x ∈ Rs), (2)

решение которой описывает, в частности, свободную релятивистскую (псевдо) скалярную
частицу массы 1, в случае классов Соболева в метрике Y = L2,∞ .

Задача заключается в получении совпадающих с точностью до констант оценок сверху
и снизу для величины

δN (0; LN (F (1), F (2))× {ϕN}Y )Y ≡

≡ δN (0;
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+...+
∂2u

∂x2
s

,u (x, 0) = f1 (x) ∈ F (1),
∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ F (2); LN (F (1), F (2))×{ϕN}Y )Y ≡

(3)
≡ min

N1+N2=N
inf

(l(N1,N2),ϕN)∈LN (F (1),F (2))×{ϕN}Y
sup

,f1∈F (1)f1∈F (2)∥∥∥u(x, t; f1, f2)− ϕN (l
(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)
N1

(f1); l
(1)
N2

(f2), ...., l
(N2)
N2

(f2);x, t)
∥∥∥
Y
,

и в указании вычислительного агрегата, т.е. функции вида

Φ (x, t; f1, f2) = ϕN (l
(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)
N1

(f1); l
(1)
N2

(f2), ...., l
(N2)
N2

(f2);x, t),

реализующей оценку сверху. Здесь u(x, t; f1, f2) - решение уравнения (1)-(2),
LN -совокупность всех возможных линейных функционалов l

(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)
N1

(f1) и

l
(1)
N2

(fN2), ...., l
(N2)
N2

(f2) , определенных на линейной оболочке классов F (1) и F (2)

соответственно.
Далее предполагается, что ϕN (z1, ..., zN ;x, t) при любых, вообще говоря, комплексных

фиксированных значениях zj(j = 1, ..., N) есть функция от переменных (x, t) ,
принадлежащая классу Lq,∞ .

Величину δN , зависящую только от LN , согласно [1]-[5], назовем информативной
мощностью всех возможных линейных функционалов LN .

Существенным в задаче (1)-(3) является то, что при заданном общем объеме информации
N = N1+N2 требуется распределить объемы N1 и N2 числовой информации, получаемой
соответственно от функции f1 и f2 таким образом, чтобы суммарная погрешность δN
была возможно малой – неулучшаемой или близкой к неулучшаемой.

Через u(x, t; f, 0) обозначим решение задачи (1)-(2) в случае

f(x) ≡ f1(x) ∈W r1
2 (0, 1)s, f2(x) ≡ 0, (4)

через u(x, t; 0, f) в случае

f1(x) ≡ 0, f(x) ≡ f2(x) ∈W r2
2 (0, 1)s, (5)

и через u(x, t; f1, f2) обозначим решение задачи (1)-(2) в случае

f1(x) ∈W r1
2 (0, 1)s, f2(x) ∈W r2

2 (0, 1)s. (6)
Пусть l1, ..., lN - линейные функционалы. Имеет место следующая
Теорема 1.2 (Ш.К.Абикенова [11]). Пусть заданы целые положительные числа

s , 2 ≤ q ≤ ∞ , r1 и r2 такие, что r1 > 2 + s
2 и r2 > 1 + s

2 . Тогда
К(В)П-1: δN (0N ;LN (W r1

2 (0, 1)s,W r2
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞) ≡

≡ δN (0N ;
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1
2 (0, 1)s,

∂u

∂t
(x, 0) = f2(x) ∈W r2

2 (0, 1)s;
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LN (W r1
2 (0, 1)s,W r2

2 (0, 1)s)× {ϕN})L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞) ≡

≡ min
N1 +N2 = N,
N1 ≥ 1, N2 ≥ 1

inf
l
(1)
N1
, . . . , l

(N1)
N1

l
(1)
N2
, . . . , l

(N2)
N2

, ϕN

sup
f1 ∈W r1

2 (0, 1)s

f2 ∈W r2
2 (0, 1)s∥∥∥u (x, t; f1, f2)− ϕN

(
l
(1)
N1

(f1) , . . . , l
(N1)
N1

(f1) , l
(1)
N2

(f2) , . . . , l
(N2)
N2

(f2) ;x, t
)∥∥∥

L2(0,1)s×L∞[0,+∞)
�

s,r1,r2

� sup
f1 ∈ W

r1
2 (0, 1)s

f2 ∈ W
r2
2 (0, 1)s

∥∥∥∥∥∥u (x, t; f1, f2)− ϕ̄N

l(1)

N
(0)
1

(f1) , . . . , l

(
N

(0)
1

)
N

(0)
1

(f1) , l
(1)

N
(0)
2

(f2) , . . . , l

(
N

(0)
2

)
N

(0)
2

(f2) ; x, t

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r1,r2

�
s,r1,r2

N
−min{r1;r2+1}

s
+ 1

2
− 1
q .

К(В)П-2: Для функций( n =
[
log2

(
s
√
N − 1

)]
− 1 )

ϕ̄
(1)
N1

(l1 (f) , ..., lN1 (f) ;x, t) =
∑

k = (k1, ..., ks) :
|kj | ≤ 2n (j = 1, ..., s)

f̂ (k1, ..., ks) cos

(
2π
√
k2

1 + ...+ k2
st

)
e2πi(x1k1+...+xsks),

ϕ̄
(2)
N2

(l1 (f) , ..., lN2 (f) ;x, t) =
∑

k = (k1, ..., ks) ∈ Zs :
|kj | ≤ 2n (j = 1, ..., s)

f̂ (k1, ..., ks)
sin
(

2π
√
k2

1 + ...+ k2
st
)

√
k2

1 + ...+ k2
s

e2πi(x1k1+...+xsks)

и
ϕ̄N (x, t; f1, f2) = ϕ̄

(1)
N1

(l1 (f1) , ..., lN1 (f1) ;x, t) + ϕ̄
(2)
N2

(l1 (f2) , ..., lN2 (f2) ;x, t)

N-мерный вектор εN1,N2 ≡ (εN1 , εN2) = (ε
(1)
N1
, ..., ε

(N1)
N1

, ε
(1)
N2
, ..., ε

(N2)
N2

) с компонентами ε̄
(j1)
N1

=

N
− r1
s
− 1

2
1 (j1 = 1, 2, ..., N1) , ε̄

(j2)
N2

=


N
− r2+1

s
2 , при, s = 1

N
− r2+1

s
2 (lnN2)−

1
2 , при s = 2

N
− r2+1

s
−( 1

2
− 1
s )

2 = N
− r2
s
− 1

2
2 , при s > 2

является предельной

погрешностью: во-первых,

δN (0N ;LN (W r1
2 (0, 1)s,W r2

2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� δN
(
ε
N

(0)
1 ,N

(0)
2

= (ε
N

(0)
1

, ε
N

(0)
2

);LN (W r1
2 (0, 1)s,W r2

2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

≡

≡ min
N1 ∈ Z+, N2 ∈ Z+ :
N1 +N2 = N

inf
m(1), ...,m(N1)

n(1), ..., n(N2)

ϕN

sup
f1 ∈W r1

2 (0, 1)s; f2 ∈W r2
2 (0, 1)s∣∣∣γ(j1)

N1

∣∣∣ ≤ 1 (j1 = 1, ..., N1)∣∣∣γ(j2)
N2

∣∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, ..., N2)

‖u(x, t ; f1, f2)−

−ϕN (l
(1)
N1

(f1) + γ
(1)
N1
ε̄
(1)
N1
, ..., l

(N1)

N1
(f1) + γ

(N1)

N1
ε̄
(N1)

N1
, l

(1)
N2

(f2) + γ
(1)
N2
ε̄
(1)
N2
, ..., l

(N2)

N2
(f2) + γ

(N2)

N2
ε̄
(N2)

N2
; x, t)

∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

� sup
f1 ∈ W

r1
2 (0, 1)s; f2 ∈ W

r2
2 (0, 1)s∣∣∣γ(j1)

N1

∣∣∣ ≤ 1 (j1 = 1, ..., N1)∣∣∣γ(j2)

N2

∣∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, ..., N2)

∥∥∥∥∥u(x, t ; f1, f2)− ϕ̄N (l
(1)

N
(0)
1

(f1) + γ
(1)

N
(0)
1

ε
(1)

N
(0)
1

, ..., l

(
N

(0)
1

)
N

(0)
1

(f1) + γ
(N

(0)
1 )

N
(0)
1

ε
(N

(0)
1 )

N
(0)
1

, l
(1)

N
(0)
2

(f2) + γ
(1)

N
(0)
2

ε
(1)

N
(0)
2

, ..., l

(
N

(0)
2

)
N

(0)
1

(f2) + γ
(N

(0)
2 )

N
(0)
2

ε
(N

(0)
2 )

N
(0)
2

; x, t)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

� N−
min{r1; r2+1}

s ,

во-вторых, для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{ηN}∞N=1 имеет место равенство
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lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N(0)

1 ,N
(0)
2

; ϕ̄N (x, t; f1, f2)
)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

δN (0̄;LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

= +∞.

где N
(0)
1 и N

(0)
2 (N (0)

1 + N
(0)
2 = N) одна из пар, реализующих минимум погрешности

дискретизации, 0N -нулевой N-мерный вектор.
К(В)П-3:Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,+∞))

ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t),

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным
спектром из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую (по
порядку) предельной погрешности ϕ̄N (x, t; f1, f2) : для всякой возрастающей к +∞
положительной последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N ;ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)

)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

δN (0̄;LN (W r
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

= +∞.

Замечание 1.2. Пусть min {r1, r2 + 1} = r . Если r1 = r , то r2 + 1 ≥ r и всякое
повышение гладкости r2 > r − 1 не отразится на порядке погрешности �N−

r
s

+ 1
2
− 1
q при

дискретизации решений задачи (1)-(6). При этом самый широкий класс упорядоченных
пар функций (f1, f2) , f1 ∈ W r1

2 (0, 1)s, f2 ∈ W r2
2 (0, 1)s , для которых еще выдерживается

указанный оптимальный порядок, получится при r1 = r2 − 1 = r .
Замечание 1.3. Как это показано в [1]-[5], конкретизируя функционалы l1, ...., lN

и функции ϕN , в качестве вычислительных агрегатов ϕN (l1(f), ...., lN (f);x, t) можно
получать все возможные N -членные частичные суммы рядов Фурье по всем возможным
ортонормированным системам, в их числе и по вейвлет-системам, все возможные N -
членные частичные суммы разложении по всем возможным базисам и также разностные
схемы, т.е. фактически весь спектр агрегатов, изучаемых в теории приближений
и вычислительной математике. Смысл теоремы состоит в том, что в условиях
данной теоремы весь перечисленный арсенал не может дать оценку лучше чем

�N−
min{r1;r2+1}

s
+ 1

2
− 1
q .

§2. Дискретизация решений уравнения Лапласа

К(В)П-исследованию уравнения Лапласа предпошлем обширное цитирование из статьи
[12] П. Лакса:

"Все знают о достигнутом за последние 50 лет невероятном прогрессе в скорости
компьютеров и объёме хранимой ими информации, а также об улучшениях в области
графики и программного обеспечения. В результате задачи, ранее находившиеся на грани
возможностей компьютера, сейчас могут быть решены гораздо быстрее и дешевле, и
мы можем подступаться к задачам устрашающей сложности. Но многие люди не
подозревают, что в значительной степени этот прогресс обязан не только улучшениям
в техническом и программном обеспечении, но и в равной мере новым математическим
идеям о том, как решать возникающие вычислительные проблемы.

Вот несколько удивительных примеров.
. . .Мультисеточный метод. После дискретизирования эллиптических систем

уравнений в частных производных - стандартным примером является задача Дирихле
для уравнения Лапласа - возникает проблема численного решения получившейся системы
линейных алгебраических уравнений. Эффективный итерационный метод для выполнения
этой задачи, называемый мультисеточным методом, был предложен в 1960-х годах Р.П.
Федоренко [13] и проанализирован Н.С. Бахваловым [14]; далее его развивал и применял
Аки Брандт [15]. Схематически идея состоит в том, чтобы получать информацию о
поведении решения на больших расстояниях путём вычислений на грубой сетке. Для
получения более детальной информации используются всё более мелкие сетки".
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Здесь выясняются аппроксимативные возможности вычислительных агрегатов,
построенных по произвольным алгоритмам, примененным к числовой информации
заданного объема N , полученного от граничных функций посредством N линейных
функционалов, в задаче приближения (в метрике Lq ) решения задачи Дирихле для
уравнения Лапласа.
2.1. Дискретизация решений задачи Дирихле для уравнения Лапласа в

бесконечной полосе. Рассматривается задача дискретизации решений задачи Дирихле
для уравнения Лапласа в бесконечной полосе

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (x ∈ R, y ∈ [0, b]) (7)

c граничными условиями

u(x, 0) = f(x) (x ∈ R) ,

u(x, b) = 0 (x ∈ R) ,
(8)

где f(x) есть 2π -периодическая функция из класса Br
q,θ (−π, π)

(
r > 1

q

)
.

Функция

u(x, y; f) = f̂(0)
(

1− y

b

)
+
∑
m∈Z
∗sh (|m| (b− y))

sh (|m| b)
f̂(m)eimx,

является решением уравнения (7) из класса C2 ((−∞,∞)× [0, b])
⋂
C ((−∞,∞)× [0, b]) ,

удовлетворяющая краевому условию (8).
Справедливы следующие теоремы.
Теорема 2.1 (М.Берикханова [16]). Пусть заданы числа 1 ≤ q ≤ ν ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ ,

r > 1
q и u(x, y; f) - решение задачи (7)-(8). Тогда имеет место двусторонняя оценка

inf
ξ(k),ϕN

sup
f∈Brq,θ

∥∥∥u (x, y; f)− ϕN
(
f
(
ξ(1)
)
, ..., f

(
ξ(N)

)
;x, y

)∥∥∥
Lν [0,π]×L∞[0,b]

�
r,q,θ,ν

1

N
r−
(

1
q
− 1
ν

) .
Теорема 2.2 (М.Берикханова [16]).Пусть заданы числа 1 ≤ q ≤ ν ≤ ∞ и r > 1

q

- целое положительное число и u(x, y; f) - решение задачи (7)-(8). Тогда имеет место
двусторонняя оценка

inf
ξ(k),ϕN

sup
f∈W r

q

∥∥∥u (x, y; f)− ϕN
(
f
(
ξ(1)
)
, ..., f

(
ξ(N)

)
;x, y

)∥∥∥
Lν [0,π]×L∞[0,b]

�
r,q,ν

1

N
r−
(

1
q
− 1

ν

) .
При этом, оптимальный порядок погрешности в теоремах 2.1 и 2.2 реализуется при

дискретизации оператором (N = 2n)

ϕ̄N

(
f

(
2π

1

N

)
, ..., f

(
2π
N

N

)
;x, y

)
≡
(
T

(3)
N f

)
(x, y) =

1

N

N∑
k=1

f

(
2π

k

N

)
·VN

(
x− 2π

k

N
, y

)
,

где

VN (x, y) =
(

1− y

b

)
+

∑
m∈Z

⋂
[−2N,2N ]

∗ sh (|m| (b− y))

sh (|m| b)
· V̂ N (m) · eimx.

2.2. Дискретизация решений задачи Дирихле для уравнения Лапласа в
прямоугольнике.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (0 < x < π, 0 < y < b) (9)

c граничными условиями
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u (x, 0) = f1(x) (0 ≤ x ≤ π)
u (x, b) = f2(x) (0 ≤ x ≤ π)
u (0, y) = f3(x) (0 ≤ y ≤ b)
u (π, y) = f4(x) (0 ≤ y ≤ b)

(10)

где f1(x) и f2(x) – функции из класса Br
q,θ (0, π)

(
r > 1

q

)
, а f3(x) и f4(x) – функции из

класса Br
q,θ (0, b)

(
r > 1

q

)
, удовлетворяющие условию fi(0) = fi(π) = 0 (i = 1, 2) и fi(0) =

fi(b) = 0 (i = 3, 4) .
Решение задачи (9)-(10) можно представить в виде

u (x, y) = u1 (x, y) + u2 (x, y) + u3 (x, y) + u4 (x, y) ,

где u1 (x, y) , u2 (x, y) , u3 (x, y) , u4 (x, y) - решения уравнения (10), удовлетворяющие,
соответственно, следующим системам граничных условий:

u1 (x, 0) = f1(x) u2 (x, 0) = 0 u3 (x, 0) = 0 u4 (x, 0) = 0
u1 (x, 0) = 0 u2 (x, 0) = f2(x) u3 (x, 0) = 0 u4 (x, 0) = 0
u1 (x, 0) = 0 u2 (x, 0) = 0 u3 (x, 0) = f3(x) u4 (x, 0) = 0
u1 (x, 0) = 0 u2 (x, 0) = 0 u3 (x, 0) = 0 u4 (x, 0) = f4(x)

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 2.3 (М.Берикханова [16]). Пусть заданы числа 1 ≤ q ≤ ν ≤ ∞ , 1 ≤

θ ≤ ∞, r > 1
q и u (x, y; f) - решение задачи (10)-(11). Тогда имеет место двусторонняя

оценка

inf
ξ(k),ϕN

sup
f∈Brq,θ

∥∥∥u (x, y; f)− ϕN
(
f
(
ξ(1)
)
, ..., f

(
ξ(N)

)
;x, y

)∥∥∥
ν
�

r,q,θ,ν

1

N
r−
(

1
q
− 1

ν

) .
Здесь норма понимается как∥∥∥u (x, y; f)− ϕN

(
f
(
ξ(1)
)
, ..., f

(
ξ(N)

)
, x, y

)∥∥∥
ν
≡

≡ sup
0≤y≤b

∥∥∥u1 (·, y ; f1)− ϕ(1)
N

∥∥∥
Lν [0,π]

+ sup
0≤y≤b

∥∥∥u2 (·, y ; f2)− ϕ(2)
N

∥∥∥
Lν [0,π]

+

+ sup
0≤x≤π

∥∥∥u3 (x, · ; f3)− ϕ(3)
N

∥∥∥
Lν [0,b]

+ sup
0≤x≤π

∥∥∥u4 (x, · ; f4)− ϕ(4)
N

∥∥∥
Lν [0,b]

.

Оптимальный порядок погрешности реализуется при дискретизации оператором (N =
2n )(

T
(4)
N f

)
(x, y) =

(
T

(4)
N f1

)
1

(x, y) +
(
T

(4)
N f2

)
2

(x, y) +
(
T

(4)
N f3

)
3

(x, y) +
(
T

(4)
N f4

)
4

(x, y)·

Здесь

(
T

(4)
N f1

)
1

(x, y) =
1

N

N∑
k=1

f1

(
2π

k

N

)
· V (1)

N

(
x− 2π

k

N
, y

)
;

(
T

(4)
N f2

)
2

(x, y) =
1

N

N∑
k=1

f2

(
2π

k

N

)
· V (2)

N

(
x− 2π

k

N
, y

)
;

(
T

(4)
N f3

)
3

(x, y) =
1

N

N∑
k=1

f3

(
b
k

N

)
· V (3)

N

(
x, y − b k

N

)
;

(
T

(4)
N f4

)
4

(x, y) =
1

N

N∑
k=1

f4

(
b
k

N

)
· V (4)

N

(
x, y − b k

N

)
;

где
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V
(1)
N (x, y) =

2n−2∑
m=−2n−2

∗ sh(|m| (b− y))

sh (|m| b)
∧
VN (m) · eimx;

V
(2)
N (x, y) =

2n−2∑
m=−2n−2

∗ sh (|m| y)

sh (|m| b)
∧
VN (m) · eimx;

V
(3)
N (x, y) =

2n−2∑
m=−2n−2

∗ sh(|m| (π − x))

sh (|m|π)

∧
VN (m) · e

2π
b
imy;

V
(4)
N (x, y) =

2n−2∑
m=−2n−2

∗ sh (|m|x)

sh (|m|π)

∧
VN (m) · e

2π
b
imy.

Теорема 2.4 (М.Берикхановa [16]).Пусть заданы числа 1 ≤ q ≤ ν ≤ ∞ , r > 1
q

целое положительное число и u (x, y; f) - решение задачи (9)-(10). Тогда имеет место
двусторонняя оценка

inf
ξ(k),ϕN

sup
f∈W r

q

∥∥∥u (x, y; f)− ϕN
(
f
(
ξ(1)
)
, ..., f

(
ξ(N)

)
, x, y

)∥∥∥
Lνx[0,π]

�
r,q,ν

1

N
r−
(

1
q
− 1

ν

)
При этом оптимальный порядок погрешности реализуется при восстановлении

оператором
(
T

(4)
N f

)
(x, y) из теоремы 2.3.

2.3. Дискретизация решений задачи Дирихле для уравнения Лапласа в
круге. Приведем постановку общей задачи применительно к данной конкретизации.
Пусть u (α, θ) ≡ u (α, θ; f) есть решение уравнения Лапласа в полярных координатах (см.
[17, стр. 236])

∂2u

∂α2
+

1

α

∂u

∂α
+

1

α2

∂2u

∂θ2
= 0, (11)

удовлетворяющее граничному условию

u (α, θ) |α=R = f(θ), (12)
где f некоторая 2 π - периодическая функция, обеспечивающая корректность задачи
(11)-(12), более того, принадлежность решения u (α, θ; f) заданному нормированному
пространству Y .

Справедлива
Теорема 2.5 (М.Берикханова, К.Е.Шерниязов, Н.Темиргалиев). Пусть даны

числа 2 ≤ q ≤ ν ≤ ∞ .
а) Пусть r - целое положительное число. Тогда имеет место двусторонняя оценка

(N = 1, 2, ...)

δN

(
0; ∆u = 0 , u (R, θ) = f (θ) ∈ W r

q (0, 2π);L(N) × {ϕN}
)
Lν [0,2π]

�
s,r
N
−
(
r−
(

1
q
− 1
ν

))
.

b) Пусть rq > 1 и 1 ≤ æ ≤ ∞Тогда имеет место двусторонняя оценка (N = 1, 2, ...)

δN

(
0; ∆u = 0 , u (R, θ) = f (θ) ∈ Br

q,æ(0, 2π);L(N) × {ϕN}
)
Lν [0,2π]

�
s,r
N
−
(
r−
(

1
q
− 1
ν

))
.

При этом в каждом из случаев а) и b) оценку сверху реализует оператор (N=2 n ,
n=1,2,. . . )

ϕN (l1(f), ..., lN (f);α, θ) = V2n (α, θ; f) =
n∑
k=0

Qk(α, θ; f),
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где V2k (α, θ; f) - средние Валле-Пуссена функции u (α, θ ; f) порядка 2k по переменной θ ,
а Q0 = V20 , Qk = V2k − V2k−1 при всех k ≥ 1 [18, стр. 295-300].
2.4. Информативная мощность линейных функционалов – значений функции

в точках при дискретизации решений задачи Коши для уравнения Лапласа в
условиях критерия К. И. Бабенко.

Как известно, задача Коши для уравнения Лапласа в своей общей постановке относится
к некорректным (см.[19, стр.333-334]).

К.И.Бабенко получил необходимые и достаточные условия существования и
единственности 1-периодического по х решения задачи Коши для уравнения Лапласа

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (u = u(x, y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < d) , u (x, 0) = f(x), uy (x, 0) = g(x),

(13)
заключающееся в выполнении неравенства

∑
m∈Z
∗
∣∣∣∣f̂(m) +

ĝ(m)

|m|

∣∣∣∣2 exp {2 |m| d} <∞.

Рассмотрим задачу восстановления решений уравнения (13) по числовой информации,
полученной от заданных 1-периодических функций f и g. В соответствии с критерием
Бабенко определим классы начальных данных задачи (13):

Пусть {τm}m∈Z и {tm}m∈Z − симметричные, действительнозначные
последовательности такие, что для всех 0 ≤ n ≤ m, 0 < τn ≤ τm, 0 < tn ≤ tm,

∑
m∈Z

τ−2
m <

∞ и
∑
m∈Z

t−2
m <∞ .

Положим (m̄ = max {|m| , 1})

F
(
d, {τm}m∈Z

)
=

{
f :

∑
m∈Z

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣2 e4π|m|dτ2

m ≤ 1

}
и

G
(
d, {tm}m∈Z

)
=

{
g :
∑
m∈Z

(
|ĝ(m)|
2πm̄

)2

e4π|m|dt2m ≤ 1

}
.

В условиях принятых определений и обозначений имеем (см. М.Берикханова [16]):
Пусть числовая информация в объеме N (N = 1, 2, ...) о каждой из функций f и g

берется из соответствующих классов f ∈ F
(
d, {τm}m∈Z

)
и g ∈ G

(
d, {|m| τm}m∈Z

)
. Тогда

τ−1

[N2 ]
<<
d

inf
({ξk}Nk=1,{ηk}

N
k=1∈[0,1];ϕ2N)

sup
f ∈ F

(
d, {τm}m∈Z

)
g ∈ G

(
d, {|m| τm}m∈Z

) ‖u(x, y; f, g)−

−ϕ2N (f(ξ1), ..., f(ξN ), g(η1), ..., g(ηN );x, y)‖L2(0,1)×L∞(0,d)<<
d

√√√√ ∑
m≥[N2 ]

τ−2
m .

Пусть теперь функции f и g берутся из соответствующих классов F
(
d, {τm}m∈Z

)
и

G
(
d, {|m| τm}m∈Z

)
в произвольном объеме N = N1 +N2, N2 =

[
c1
c2
N1

]
(N1 = 1, 2, ... ; c1 и

c2 - любые положительные числа). Тогда

inf
(ξ1,...ξN1

,η1,...,ηN2
∈[0,1];ϕN)

sup

f ∈ F
(
d,
{
ec1|m|

}
m∈Z

)
g ∈ G

(
d,
{
|m| ec2|m|

}
m∈Z

)
‖u(x, y; f, g)−
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−ϕN (f(ξ1), ..., f(ξN1), g(η1), ..., g(ηN2);x, y)‖L2(0,1)×L∞(0,d)

d� e−
N
2

(
c1c2
c1+c2

)
,

где оптимальный оператор восстановления есть

1

N1

N1∑
n=1

f

(
n

N1

) ∑
|k|≤

[
N1
2

]
,k∈Z

e2πky + e−2πky

2
ee

2πik

(
x− n

N1

)
+

+
1

N2

N2∑
n=1

g

(
n

N2

) ∑
|k|≤

[
N2
2

]
,k∈Z

e2πky + e−2πky

2
ee

2πik(x− n
N2 )

.

§3 . Дискретизация решений уравнения Пуассона
В этом параграфе результат из знаменитой монографии Н.М.Коробова "Теоретико-

числовые методы в приближенном анализе", опубликованной в 1963 году в серии
"Библиотека прикладного анализа и вычислительной математики" улучшается "в квадрат
раз" и на языке Компьютерного (вычислительного) поперечника показано, что дальше
улучшить полученное нельзя (см. [8]).

Именно, в [8, с.187-190] была рассмотрена задача дискретизации решений u (x; f)
уравнения Пуассона

∆u = ∆u (x1, ..., xs) ≡
∂ 2u

∂ x2
1

+ ...+
∂ 2u

∂ x2
s

= f (14)

по значениям в точках ее правой части. В предположении, что функция
f (x) = f (x1, ..., xs) нечетна по каждой из s переменных и принадлежит классу
Коробова Ers (r > 1, s = 1, 2, ...) , в [8] установлена следующая оценка сверху погрешности
дискретизации решения

u (x, f) =

N∑
k=1

f

(
a
k

n

)− 1

4π2N

∑
m≤
√
N ln−β/2 N

e2π i (k ,x−a kn ) (m,m)−1

+O
(
N(− r−1

2
− 1
s ) lnrβ/2+sN

)
, (15)

где a = (a1, ..., as) ∈ Zs - оптимальные коэффициенты по модулю N и индекса β , т.е.
такие взаимно простые с N целые числа a1 = a1 (N) , ..., as = as (N) , что для некоторых
чисел β и c = c (s) > 0 выполнены неравенства

N−1∑
m1,...,ms=−(N−1)

∗χ(N) (a1m1 + ...+ asms)

m
≤ c lnβ N

N
, (16)

в которыхχ(N) - характеристическая функция решетки (N)=ZN.
Для того чтобы исследовать на неулучшаемость этот важный в вычислительной

математике и в теории приближений результат, привлечем общую постановку задачи
восстановления из [1]-[5].

В связи с задачей дискретизации решений уравнений в частных производных, отметим,
что одним из наиболее эффективных методов численного решения таких уравнений
является метод конечных разностей и его модификации, простейший вариант которого
заключается в имитации частных производных соответствующими конечными разностями
с последующим переходом к системе линейных уравнений на полученной сетке.

Однако вычисленными в отдельных точках ξ k значениями определяющей решение
уравнения непрерывной функции f(x) можно распорядиться по-иному, восстанавливая
решение u (x; f) посредством вычислительного агрегата, наиболее приемлемый для
достижения поставленной цели вид которого есть конечная свертка (к чему также
относится (15)))

N∑
k=1

f (ξk)KN (x− ξk)

где KN - стандартная функция (ядро).
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Именно такой вид в изучаемом здесь случае имеют операторы дискретизации,
обеспечивающие оптимальный порядок убывания в степенной шкале величины
Компьютерного (вычислительного) поперечника.

Заметим также, что приближения типа ϕN снимают возникающую в разностном методе
задачу продолжения решения на остальные точки области по ее значениям в узлах
разностной сетки.

Итак, рассмотрим задачу дискретизации решений уравнения Пуассона по значениям в
точках правой части f . Данная задача для классов Соболева W r

2 и классов Никольского-
Бесова Br

q,θ рассмотрена в [20]- [21].
Здесь в качестве F возьмем класс Коробова Ers . Нетрудно убедиться в том, что если

f̂(0) 6= 0 , то при любом краевом условии существует непрерывная на [0, 1]s функция w(x),
зависящая от краевого условия, при этом решение уравнения есть

uw(x, f) = w(x) · f̂(0)− 1

4π 2

∑
m ∈Zs

∗ f̂(m)

(m ,m )
e2π i (m ,x). (17)

Если же f (х ) нечетна по каждой из переменных, то функция

u(x, f) = − 1

4π 2

∑
m ∈Zs

∗ f̂(m )

(m ,m )
e2π i (m ,x)

является решением задачи Дирихле для уравнения Пуассона, удовлетворяющего на
[0, 1]s нулевым граничным условиям (см. [8, с. 187]).

Обратно, как легко проверить, всякая функция вида (17) удовлетворяет уравнению (14)
на [0, 1]s .
Теорема 3.1 (Е.А. Баилов, Н.Темиргалиев [22]). Пусть даны числа s(s =

2, 3, ...), r > 1 и 2 ≤ q ≤ ∞ . Тогда при восстановлении по значениям в точках PN
справедливы соотношения:

а) При
(

1− 1
q −

2
s

)
> 0

1

N
r−
(

1− 1
q
− 2
s

) s≥3
<<
s,r
δN (0; ∆u = f , f ∈ Ers , PN × {ϕN})Lq(0,1)s

s≥2
<<
s,r

(ln N)(r+
2
s )(s−1)

N
r−
(

1− 1
q
− 2
s

)
b) При

(
1− 1

q −
2
s

)
≤ 0 или же q = 2 , s(s = 2, 3, 4)

1

N r

s≥3
<<
s,r
δN

(
0; ∆u = f , f ∈ Ers , P

(N) × {ϕN}
)
Lq(0,1)s

s≥2
<<
s,r

(ln N)r(β+s)+s

N r
,

где β из (16).
Для получения оценки снизу применяется следующее интегральное представление

решения уравнения Пуассона (см., например, [23, с. 241]):

ū(x, f) =

∫
[0,1]s

f(t1, ..., ts)



 s∑
j =1

(xj − tj)2

 s −2
2


−1
 dt1...dts.

Таким образом, оценка r
2 −

(
1
2 + 1

s

)
в (15) улучшена почти в квадрат раз и доведена до

окончательной r −
(

1− 1
q + 1

s

)
в степенной шкале:

С.С. Кудайбергеновым и С.Г. Сабитовой [24] рассматривалась задача дискретизации
решения (16) уравнения Пуассона по значениям в точках правой части f , когда в качестве
F взят класс Коробова Ers , Y = Lq (0, 1)s , 2 ≤ q <∞ , используя в качестве сетки {ξj}Nj=1

сетку Смоляка [25] и оператор дискретизации

(Jf) (x) = w (x)
∑

(ν1,...,νs)∈Ω(ν(0),q)⊂Z
s
ν(0)

1

2ν1+...+νs

2ν1−1∑
k1=0

...

2νs−1∑
ks=0

(−1)

s∑
j=1

(kj−1)sgn(νj−νj(0))
f

(
k1

2ν1
, ...,

ks

2νs

)
−

24



Н.Темиргалиев, Г.Е.Таугынбаева, Ш.К.Абикенова

− 1

4π2

∑
m∈Vb

∗ 1

(m,m)
e2πi(m,x)

∑
(ν1,...,νs)∈Ω(ν(m),q)∈Zsν(m)

1

2ν1+...+νs

2ν1−1∑
k1=0

...

...
2νs−1∑
ks=0

(−1)

s∑
j=1

(kj−1)sgn(νj−νj(m))

f

(
k1

2ν1
, ...,

ks
2νs

)
e−2πi(m, k2ν ),

где b > 0 и

Vb =
{

(m1, ...,ms) : (m1, ...,ms) ∈ Zs, 1 ≤ m1 · ... ·ms < 2b
}
.

В этих условиях справедлива
Теорема 3.2 (С.С. Кудайбергенов, С.Г. Сабитова [24]). Пусть даны числа s(s =

2, 3, ...), r > 1 и 2 ≤ p ≤ ∞ . Тогда

sup
f∈Ers

‖u(x; f)− (Jf) (x)‖Lq(0,1)s <<


(lnN)

(s−1)(r+ 2
s )

Nr , при 1− 1
q −

2
s < 0

(lnN)
(s−1)(r+ 2

s )

N
r−(1− 1

q−
2
s )

, при 1− 1
q −

2
s > 0

(lnN)
r(s−1)+2s−1− sq

Nr , при 1− 1
q −

2
s = 0

Таким образом, в случае 1 − 1
p −

2
s > 0 полученный этот результат совпадает с

результатом теоремы 3.1. В остальных двух случаях полученная оценка имеет явный вид,
тогда как число β , содержащееся в формулировке теоремы 3.1, требует дополнительных
вычислений.
§4. Дискретизация решений уравнения теплопроводности
Рассматривается задача Коши для уравнения теплопроводности

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

(t ≥ 0, x ∈ Rs)

с начальным условием
u(x, 0) = f(x) (x ∈ Rs)

4.1 Результаты К.Шерниязова [26]. Для решений уравнения теплопроводности
Кайратом Шерниязовым вычислена информативная мощность всех функционалов,
являющихся значениями начального условия в точках, точная в степенной шкале.
Отличительной особенностью этих результатов является обстоятельство, что
восстановление производится по модифицированным сеткам Коробова, вследствие
чего оператор восстановления Шерниязова (см. ниже (21)) есть конечная линейная
комбинация средних арифметических сумм, что упрощает вычисления в сравнении,
например, с формулами восстановления по сетке Смоляка.
Теорема 4.1 (К.Шерниязов[26]). Пусть даны целое положительное число s,

число 1 ≤ q ≤ ∞ . Тогда для любого целого положительного числа N имеют место
соотношения:

1. при r > 1 в случае классов Коробова Ers

1

N
r−1+

1
q

1≤q≤∞
<<
s,r

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Ers ;PN × {ϕN}

)
Lq(0,1)s×L∞[0,∞)

2≤q≤∞
<<
s,r,q

lnr(s−1) N

N
r−1+

1
q

(18)

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Ers ;PN × {ϕN}

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�
s,r

lnr(s−1)N

N r− 1
2

, (19)

2) при r > 1/2 для классов Соболева с доминирующей смешанной производной
SW r

2 (0, 1)s

1

N
r−
(

1
2
− 1
q

) 1≤q≤∞
<<
s,r

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ SW r

2 (0, 1)
s

;PN × {ϕN}
)
Lq(0,1)s×L∞[0,∞)

q=∞
<<
r,s

ln

(
r+

1
2

)
(s−1)

N

Nr−
1
2

,
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δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ SW r

2 (0, 1)s ; PN × {ϕN}
)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�
s,r

lnr(s−1)N

N r− 1
2

,

(20)
3) при 2r > s, 1 ≤ θ ≤ ∞ для класса Бесова Br

2,θ (0, 1)s

1

N
r
s
−
(

1
2−

1
q

) 1≤q≤∞
<<
r,s,q,θ

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Br2,θ (0, 1)

s
;PN × {ϕN}

)
Lq(0,1)s×L∞[0,∞)

q=∞
<<
r,s

ln

(
r
s+

1
2

)
(s−1)

N

N
r
s−

1
2

.

Верхние оценки в этих соотношениях достигаются при восстановлении оператором

(
T

(0)
N f

)
(t, x) =

∑
τ ∈ Zs : τj > 0,
τ1 + ...+ τs ≤ n

1

detAn,t

∑
k ∈ Zs : −2τ1pτ1+...+τs ≤ k1 ≤ 2τ1pτ1+...+τs
−2τj ≤ kj ≤ 2τj (j = 2, ..., s)

f

({(
A
−1
n,τ

)′
k

})
× (21)

×
∑

m ∈ Zs : 2τj−1 ≤ max {1, |mj |} < 2τj

(j = 2, ..., s)

e
2πi

(
m,x−

{(
A−1
n,τ

)′
k

}
−4π2(m,m)t

)
,

где целое положительное число n определено по N: n = n(N) =

max

l ∈ Z
+ : card

 ⋃
τ ∈ Zs :
τj > 0, ‖τ‖ < l

{
k
(
A−1
l,τ

)
: k ∈ K (l, τ)

}
 ≤ n

 . Далее, для всех

τ = (τ1, ..., τs) ∈ Zs таких, что τj > 0 (j = 1, 2, ..., n) , τ1 + ...+ τs ≤ n положено

An,τ =


2τ1+1pτ1+...τs − 2τ1+1a

(τ1+...τs)
2 ... ...− 2τ1+1a

(τ1+...τs)
s

0 2τ2+1 0
... .... ...

0 0 2τs+1

 ,

где p1, ..., pn - простые числа такие, что

(n− k + 1)−22n−k+2s ≤ pk < (n− k + 1)−22n−k+2s+1 (k = 1, ..., n),

а целые a1 = 1, a
(k)
2 , a

(k)
3 , ..., a

(k)
s - есть оптимальные коэффициенты по модулю

pk (k = 1, ..., n) и индекса β (s) > 0 .
Сравним оценки (18) и (19) К. Шерниязова с соответствующими оценками погрешности

восстановления решений уравнения теплопроводности с начальным распределением
температуры из классов Коробова Esr , представленных в монографии [27] Хуа Ло-Кена
и Вань Юаня ( ε > 0 –любое)

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Ers ;PN × {ϕN}

)
L∞(0,1)s×L∞[0,∞)

<<
s,r,ε

N
−
(
(r−1) r

2r−1
−ε
)

(lnN)
(s−1)

(
r(r−1)

2r−1
−ε
)
, (22)

и

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Ers ;PN × {ϕN}

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

<<
s,r,ε

N
−
((
r− 1

2

)
r

2(2r)−1
−ε
)

(lnN)
(s−1)

(
r(2r−1)

4r−1
−ε
)
.

(23)

Так как при всех 1< r < ∞ выполнено неравенство 1
2 < r

2r−1 < 1 и lim
r→1+0

r
2r−1 =

1 − 0, lim
r→∞

r
2r−1 = 1

2 + 0 то в степенной шкале оценка (22) всегда хуже оценки (18), при
возрастании r неограниченно приближаясь к оценке “хуже в квадрат раз”.

То же самое имеет место для оценок (23) и (19), с той лишь разницей, что при всех
1 < r <∞ : 1

2 <
2r

2(2r)−1 <
2
3 .

Замечание 4.1. Из сравнений результатов К. Шерниязова с предшествовавшими
результатами В.С. Рябенького, А.С. Смоляка, Хуа Ло-Кена и Вань Юаня можно сделать
качественный вывод о том, что в вопросах восстановления функций и дискретизации
решений уравнений в частных производных равномерная распределенность сетки само по
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себе не является решающим фактором оптимального восстановления (по крайней мере в
степенной шкале).

4.2. Результаты Ш.У.Ажгалиева. Шапеном Ажгалиевым изучена следующая
конкретизация задачи дискретизации: Ω = [0, 1]s, Ω1 = [0, 1]s × [0,∞] , Y = Lq (0, 1)s ×
L∞[0,∞] 1 ≤ q ≤ ∞ , F суть классы Никольского-Бесова Br

2,θ (0, 1)s и классы Соболева с
доминирующей смешанной производной SW r

2 (0, 1)s , а множество DN = LN × {ϕN} .
Получены порядково точные информативные мощности всех линейных функционалов в

задаче восстановления решений уравнения теплопроводности.
Теорема 4.2 (Ш.У.Ажгалиев [28]). Пусть даны целое положительное число s,

2 ≤ q ≤ ∞ , 2 ≤ θ ≤ ∞ и r > s/2 . Тогда имеет место соотношение (N = 1, 2, ...)

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ Br2,θ (0, 1)s ;LN × {ϕN}

)
Lq(0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r,q

N
−
(
r
s
−
(

1
2
− 1
q

))
.

Теорема 4.3 (Ш.У.Ажгалиев [28]). Пусть даны целое положительное числоs и
действительное число r > s/2 . Тогда имеют место соотношения (N = 1, 2, ...)

а)

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ SW r

2 (0, 1)s ;LN × {ϕN}
)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r,q

lnr(s−1)N

N r−1/2
,

(24)
б) δN

(
0; ∂u∂t = ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ SW r

2 (0, 1)s ;LN × {ϕN}
)
L∞(0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r,q

lnr(s−1) N
Nr .

Замечание 4.2. Верхние оценки во всех теоремах достигаются на функционалах
– тригонометрических коэффициентах Фурье (для каждого класса свой спектр
коэффициентов).
Замечание 4.3. Отметим, что результат (24) обобщает полученную К.Шерниязовым

оценку снизу в (20) при дискретизации решений уравнения тепловодности с начальными
температурами из классов SW r

2 (0, 1)s в том смысле, что функционалы по значениям в
конечном числе точек заменены на всевозможные линейные.

4.3. Результаты Е.Е.Нурмолдина. Ериком Нурмолдином изучен случай
дискретизации решений уравнения теплопроводности с функциями распределения
температур из бесконечно гладких классов U2 (β, θ, α) при следующей конкретизации:
Ω = [0, 1]2 , Ω1 = [0, 1]2 × [0,∞) , X = C [0, 1]2 , Y = Lp[0, 1]2 × L∞[0,∞) (2 ≤ p ≤
∞) , (Tf) (x, t) = u(x, t; f) , где u(x, t; f) есть решение задачи Коши для уравнения
теплопроводности

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

(
t ≥ 0, (x1, x2) ∈ R2

)
с начальным условием u((x1, x2), 0; f) = f(x1, x2) .

В качестве DN возьмем множество ΦN×{ϕN} всех пар
(
l(N), ϕN

)
∈
{(
l(N), ϕN

)}
таких,

что l(N) = (l1(f), ..., lN (f)) составлен из тригонометрических коэффициентов Фурье–

Лебега lj(f) =
∧
f
(
m

(j)
1 ,m

(j)
2

)
функции f для некоторых

(
m

(j)
1 ,m

(j)
2

)
∈ Zs (j = 1, .., N) .

При этом постановка задачи следующая

δN
(
0; ∂u∂t = ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ F ; ΦN × {ϕN}

)
Y

=

= inf
(AN ,ϕN )

sup
f∈F

∥∥∥∥u((x1, x2), t; f)− ϕN
(
∧
f(m

(1)
1 ,m

(1)
2 ), ...,

∧
f(m

(N)
1 ,m

(N)
2 ); (x1, x2), t

)∥∥∥∥
Y

,

где inf берется по всем парам (AN , ϕN ) , состоящем из упорядоченного множества AN =

{(m(1)
1 ,m

(1)
2 ), ..., (m

(N)
1 ,m

(N)
2 )} ⊂ Z2 и функции ϕN (z1, ..., zN ; (x1, x2), t) .

Класс F есть класс U2(β, θ, α) при β = (0, 0) , θ = (θ1, θ2) , α = (1, 1) :

U2 ((0, 0) , (θ1, θ2) , (1, 1)) =
{
f(x1, x2) ∈ [0, 1]2 :

∣∣∣f̂ (m1,m2)
∣∣∣ ≤ θ|m1|

1 · θ|m2|
2

}
.
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Теорема 4.4 (Е.Е.Нурмолдин [29]). Пусть θ1, θ2 ∈ (0,1) , 2< p< ∞ . Тогда
выполнены соотношения

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1)); ΦN × {ϕN}

)
L∞[0,∞)×C(0,1)2

�
θ1,θ2

N
1
2 θ

√
1
2
N logθ1

θ2

1 ,

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1)); ΦN × {ϕN}

)
L2[0,∞)×C(0,1)2

�
θ1,θ2

N
1
4 θ

√
1
2
N logθ1

θ2

1 ,

N
1
2
− 1
p θ

√
1
2
N logθ1

θ2

1 <<
θ1,θ2

δN

(
0;
∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = f(x) ∈ U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1)); ΦN × {ϕN}

)
Lp[0,∞)×C(0,1)2

<<
θ1,θ2

<<
θ1,θ2

N
1
2
− 1

2p θ

√
1
2
N logθ1

θ2

1 .

4.4. Результаты Г.Е.Таугынбаевой. Галия Таугынбаева провела полный
К(В)П-анализ уравнения теплопроводности при восстановлении решения по информации,
полученный от тригонометрических коэффициентов Фурье начального температурного
распределения в рассматриваемом теле.
Теорема 4.5 (Г.Е.Таугынбаева [30]). Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) и r > 1 .

Тогда при R(N) = N
(lnN)s−1 выполнены соотношения

К(В)П-1:
δN (0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ δN (0;
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+...+
∂2u

∂x2
s

,u (x, 0) = f(x) ∈ Ers ; ΦN×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ inf
m(1),...,m(N),ϕN

sup
f∈Ers

∥∥∥u(x, t; f)− ϕN
(
f̂(m(1), ..., f̂(m(N);x, t

)∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�

� sup
f∈Ers

∥∥∥∥∥∥u(x, t; f)−
∑

m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� lnr(s−1)N

N r− 1
2

,

К(В)П-2: Для вычислительного агрегата ϕ̄N ≡
∑

m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

величина ε̄N = lnr(s−1)N
Nr (N = 2, 3, ...) является предельной погрешностью: во-первых,

δN
(

0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� δN
(
ε̄N ; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

≡

≡ inf
m(1),...,m(N);ϕN

sup
f ∈ Ers∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣ ≤ 1

(τ = 1, ..., N)

∥∥∥u(x, t; f)− ϕN
(
f̂(m

(1)
) + γ

(1)
N ε̄N , ..., f̂(m

(N)
) + γ

(N)
N ε̄N

)∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�

� sup
f ∈ Ers∣∣∣f̂(m)− zm(f)

∣∣∣ ≤ εN
m ∈ ΓR(N)

∥∥∥∥∥∥u(x, t; f)−
∑

m∈ΓR(N)

zm(f)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�
lnr(s−1)N

Nr− 1
2

,

во-вторых, для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηN

lnr(s−1)N
Nr ;

∑
m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

)
L2(0,1)s×L∞(0,1)s

δN (0; LN (Ers(0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞(0,1)s)L2(0,1)s×L∞(0,1)s
= +∞.

К(В)П-3:Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,∞))
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ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t),

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным спектром
из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую (по порядку)
предельной погрешности ϕ̄N : для всякой возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηN

lnr(s−1)N
Nr ;ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)

)
L2(0,1)s×L∞(0,1)s

δN (0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞(0,1)s)L2(0,1)s×L∞(0,1)s
= +∞.

Теорема 4.6 (Г.Е.Таугынбаева [30]). Пусть даны числа s(s = 1, 2, ...) и r > 1 .
Тогда R(N) = N

(lnN)s−1 выполнены соотношения
К(В)П-1:

δN (0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ δN (0;
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

,u (x, 0) = f(x) ∈ SW r
2 (0, 1)s; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞) ≡

≡ inf
m(1),...,m(N); ϕN

sup
f∈SW r

2 (0,1)s

∥∥∥u(x, t; f)− ϕN
(
f̂(m(1)), ..., f̂(m(N));x, t

)∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�

� sup
f∈SW r

2 (0,1)s

∥∥∥∥∥∥u(x, t; f)−
∑

m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� lnr(s−1)N

N r
,

К(В)П-2: Для функций ϕ̄N =
∑

m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x) величина ε̄N =

lnr(s−1)N

Nr+ 1
2

(N = 2, 3, ...) является предельной погрешностью: во-первых,

δN

(
0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�

� δN
(
ε̄N ; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

≡

≡ inf
m(1),...,m(N);ϕN

sup
f ∈ SW r

2 (0, 1)s∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣ ≤ 1

(τ = 1, ..., N)

∥∥∥u(x, t; f)− ϕN
(
f̂(m

(1)
) + γ

(1)
N ε̄N , ..., f̂(m

(N)
) + γ

(N)
N ε̄N ; x, t

)∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

�

� sup
f ∈ SW r

2 (0, 1)s∣∣∣f̂(m)− zm(f)
∣∣∣ ≤ ε̄N

m ∈ ΓR(N)

∥∥∥∥∥∥u(x, t; f)−
∑

m∈ΓR(N)

zm(f)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

� lnr(s−1)N

N r
,

во-вторых, для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηN

lnr(s−1)N
Nr+1/2 ;

∑
m∈ΓR(N)

f̂(m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

)
L2(0,1)s×L∞(0,1)s

δN (0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞(0,1)s)L2(0,1)s×L∞(0,1)s
= +∞.

К(В)П-3:Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,∞))

ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t),

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным спектром
из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую (по порядку)
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предельной погрешности ϕ̄N : для всякой возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηN

lnr(s−1)N

Nr+ 1
2

;ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)
)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

δN

(
0; ΦN × {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

= +∞.

§5. Дискретизация решений волнового уравнения
Рассматривается задача Коши для волнового уравнения (s=1,2,. . . )

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

(u = u (x, t) , 0 ≤ t <∞, x ∈ Rs) , (25)

u(x, 0) = f1(x) ∈ F (1),
∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ F (2) (x ∈ Rs) . (26)

В изучаемом здесь случае задача (25)-(26) имеет явное решение в виде суммы абсолютно
сходящегося кратного функционального ряда, который полностью определяется наборами{
∧
f1 (m)

}
m∈Zs

и
{
∧
f2 (m)

}
m∈Zs

коэффициентов Фурье. Поэтому возникает проблема

приближения решения – объекта бесконечного – по конечной числовой информации
заданного объема N, полученной от функций f1 и f 2 , математическая формулировка
которой содержится в следующей общей задаче восстановления.

Через u (x, t; f, 0) обозначим решение задачи (25)-(26) в случае

f(x) ≡ f1(x) ∈ F (1) (0, 1)s , f2(x) ≡ 0, (27)
через u (x, t; 0, f) - в случае

f1(x) ≡ 0, f(x) ≡ f2(x) ∈ F (2) (0, 1)s (28)

и через u (x, t; f1, f2) обозначим решение задачи (25)-(26) в случае

f1(x) ∈ F (1) (0, 1)s , f2(x) ∈ F (2) (0, 1)s . (29)
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 5.1 (информативная мощность всех возможных линейных

функционалов; Ш.К.Абикенова, А.Б.Утесов, Н.Темиргалиев [31]). Пусть
{ωr1 , ..., ωrs} и ων - система и отдельная функция типа модуля гладкости r1, ..., rs -го и
ν -го порядков соответственно, удовлетворяющие условиям

∑
m∈Zs

(
m̄2

1 + ...+ m̄2
s

)2
ω−2
r1 (1/m̄1) + ...+ ω−2

rs (1/m̄s)
<∞,

∑
m∈Zs

(
m̄2

1 + ...+ m̄2
s

)2
ω−2
ν (1/m̄1) + ...+ ω−2

ν (1/m̄s)
<∞

и такие, что

ωkj (η · ξ) ≤ C
(
ωkj
)
· ωkj (η) · ωkj (ξ) (kj = rj , j = 1, ..., s либо kj = ν, j = 1, ..., s )

при некотором положительном C
(
ωkj
)
и для всех 0 < ξ < η ≤ 1 .

Пусть также τ1 (δ) и τ2 (δ) - средние функции систем модулей гладкости
{ωr1 , ..., ωrs} и {ων , ..., ων} соответственно.

Тогда в случае задачи (25)-(26) в условиях (29) при F (1) = W
ωr1 ,...,ωrs
2 (0, 1)s , F (2) =

Wων ,...,ων
2 (0, 1)s имеют место соотношения (N=2,3,. . . )

min
N1 +N2 = N
N1 ≥ 2, N2 ≥ 2

inf
(l(N1,N2),ϕN)∈LN (W

ωr1 ,...,ωrs
2 ,Wων,...,ων

2 )×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

sup
,f1∈W

ωr1 ,...,ωrs
2 (0,1)s

f2∈Wων,...,ων
2 (0,1)s
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∥∥∥u(x, t; f1, f2)− ϕN (l
(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)
N1

(f1); l
(1)
N2

(f2), ...., l
(N2)
N2

(f2);x, t)
∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,ωr1 ,...,ωrs ,ων

�
s,ωr1 ,...,ωrs ,ων

min
N1 +N2 = N
N1 ≥ 2, N2 ≥ 2

(
τ1

(
1

N1

)
+ τ2

(
1

N2

)
N
− 1
s

2

)
,

причем оценка сверху
а) в случае задачи (25)- (26) в условьях (27) достигается на следующем агрегате (N =

2, 3, . . .)

ϕ̄
(1)
N (l1(f), ..., lN (f);x, t) =

=
∑

k = (k1, ..., ks) ∈ Zs :
|kj | ≤ nj (j = 1, ..., s)

f̂ (k1, ..., ks) cos

(
2π
√
k2

1 + ...+ k2
st

)
e2πi(k1x1+...+ksxs),

nj =

[(
ω∗rj

(
τ1

(
1

N

)))−1
]

+ 1, j = 1, 2, ..., s.

b) в случае задачи (25)-(26) в условьях (28) на агрегате вида

ϕ̄
(2)
N (l1(f), ..., lN (f);x, t) =

=
∑

k = (k1, ..., ks) ∈ Zs :
|kj | ≤ nj (j = 1, ..., s)

f̂ (k1, ..., ks)
sin
(

2π
√
k2

1 + ...+ k2
st
)

√
k2

1 + ...+ k2
s

e2πi(k1x1+...+ksxs),

nj =

[(
ω∗ν

(
τ2

(
1

N

)))−1
]

+ 1, j = 1, 2, ..., s.

Следствие 5.1. Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) , rj ≥ 1, j = 1, ..., s и ν такие, что
5
rj

+
s∑

k=1,k 6=j

1
rj
< 2, j = 1, ..., s, 3

rj
+ 3

rl
+

s∑
k=1,k 6=j,k 6=l

1
rj
< 2, j, l = 1, ..., s, j 6= l, ν > 1 +

s
2 .Тогда в условиях теоремы 5.1 при ωr1 (δ) = δr1 , ..., ωrs (δ) = δrs , ων (δ) = δν имеет
место соотношение N = 4, 5, ...

min
N1 +N2 = N
N1 ≥ 1, N2 ≥ 1

inf
(l(N1,N2),ϕN)∈LN (W δr1 ,...,δrs

2 ,W δν ,...δν

2 )×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

sup

, f1 ∈W δr1 ,...,δrs

2 (0, 1)s

f2 ∈W δν ,...δν

2 (0, 1)s∥∥∥u(x, t; f1, f2)− ϕN (l
(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)
N1

(f1); l
(1)
N2

(f2), ...., l
(N2)
N2

(f2);x, t)
∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

�
s,r1,...,rs;ν

N−min{(r−1
1 +...+r−1

s ),(ν+1)s−1}.

Следствие 5.2. Пусть даны модуль гладкости ωrj (δ) = δrj lnkj 2
δ , rj ≥ 1, kj > 0, j =

1, ..., s и ων (δ) = δν lnλ 2
δ , ν ≥ 1, λ > 0 . Тогда в условиях теоремы 5.1 имеют место

соотношения N = 2, 3, ...

min
N1 +N2 = N
N1 ≥ 1, N2 ≥ 1

inf

(l(N1,N2),ϕN)∈LN (W
δr1 lnk1 2

δ
,...,δrs lnks 2

δ
2 ,W

δν lnλ 2
δ
,...,δν lnλ 2

δ
2 )×{ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞t)
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sup

f1 ∈ W
δr1 lnk1 2

δ
,...,δrs lnks 2

δ
2 (0, 1)s

f2 ∈ W
δν lnλ 2

δ
,...,δν lnλ 2

δ
2 (0, 1)s

∥∥∥u(x, t; f1, f2)− ϕN (l
(1)
N1

(f1), ...., l
(N1)

N1
(f1); l

(1)
N2

(f2), ...., l
(N2)

N2
(f2); x, t)

∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

�



(lnN)
max

{
(k1r

−1
1 +...+ksr

−1
s )(r−1

1 +...+r−1
s )
−1

,λ

}
N(ν+1)s−1 , если

(
r−1

1 + ...+ r−1
s

)−1
= (ν + 1)s−1,

(lnN)λ

N(ν+1)s−1 , если
(
r−1

1 + ...+ r−1
s

)−1
> (ν + 1)s−1,(

(lnN)(k1r
−1
1 +...+ksr

−1
s )

N

)(r−1
1 +...+r−1

s )
−1

, если
(
r−1

1 + ...+ r−1
s

)−1
< (ν + 1)s−1.

Теорема 5.2 (Е.И.Шангиреев[32]). Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) , r целое такое,
что 2r > s, 2 ≤ ν <∞, p(p = 2, 3, ...) и N = ps Тогда имеет место соотношение

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ W r

2 (0, 1)
s
,
∂u

∂t
(0, x) = 0;PN × {ϕN}

)
Lν (0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r,ν

N
− r
s

+ 1
2
− 1
q ,

Теорема 5.3 (Е.И.Шангиреев[32]). Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) , 1 < q ≤ 2, 1 ≤
θ ≤ ∞, r такое, что qr > s и пусть 2 ≤ ν ≤ ∞ . Тогда имеет место соотношение

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Brq,θ (0, 1)

s
,
∂u

∂t
(0, x) = 0;PN × {ϕN}

)
Lν (0,1)s×L∞[0,+∞)

�
s,r,q

N
− r
s

+ 1
2
− 1
q ,

(p = 2m (m = 1, 2, ...) , N = ps) .Оценки сверху достигаются на операторе восстановления

ϕ̄N (f (ξ1) , ..., f (ξN ) ;x, t) =
1

N

p−1∑
nj = 0

j = 1, ..., s

f (ξn)
∑

− p
2
≤kj< p

2

cos

(
2π
√
k2

1 + ...+ k2
st

)
e2πi(k,x−ξn)

по равномерной сетке

ξn =

(
n1

p
, ...,

ns
p

)
, nj = 0, 1, ..., p− 1; j = 1, ..., s.

Теорема 5.4 (Е.И.Шангиреев[32]). Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) , 1 < q ≤ 2, 1 ≤
θ ≤ ∞, rтакое, что qr > s . Тогда при всяком p = 2m(m = 1, 2, ...), N = ps имеют место

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)s ;PN × {ϕN}
)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

<<
s,r,q

<<
s,r,q

N−
r
s ·


N

1
q
− 1
s
− 1

2 , если 1 < q < 2s
2+s ,

s
√

lnN, если q = 2s
2+s ,

1, если 2s
2+s < q < 2,

и

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)s ;PN × {ϕN}
)
L∞(0,1)s×L∞[0,+∞)

<<
s,r,q

<<
s,r,q

N−
r
s ·

 N
1
q
− 1
s , если 1 < q < s,

s
√

lnN, если q = s,
1, если s < q < 2.

При s = 2 и 2 ≤ ν <∞

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
Lν(0,1)2×L∞[0,+∞)

>>
s,r,q

>>
s,r,q

N−
r
2 ·

{
N

1
q
− 1
ν
− 1

2
−
, если 1 < q < 2ν

2+ν ,

1, если 2ν
2+ν < q ≤ 2,
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δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
L∞(0,1)2×L∞[0,+∞)

�
r

�
r
N−

r
2 ·

{
N

1
q
− 1

2
−
, если1 < q < 2,√

lnN, еслиq = 2.

В частности,

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
L2(0,1)2×L∞[0,+∞)

�
r
N−

r
s .

Оценки сверху достигаются на операторе восстановления

ϕ̄N (f (ξ1) , ..., f (ξN ) , x, t) =

=
1

N

p−1∑
nj = 0
j = 1, ..., s

f (ξn)

t+
∑

−p
2 ≤ kj <

p
2

j = 1, . . . , s

∗
sin
(

2π
√
k2

1 + . . .+ k2
s t
)

√
k2

1 + . . .+ k2
s

e2πi(k,x−ξn)


по равномерной сетке

ξn =

(
n1

p
, ...,

ns
p

)
, nj = 0, 1, ..., p− 1 ; j = 1, ..., s.

Е.И.Шангереевом [32] в качестве множества F рассмотрены классы Коробова
E r
s (r > 1) .
Теорема 5.5 (Е.И.Шангиреев [32]). Пусть даны целое положительное число s

и число β > s − 1 . Пусть для каждого l (l = 1, 2, ...) число pl - есть простое число,
удовлетворяющее соотношению 2l+3 ≤ pl · l2 < 2l+4 , а целые числа a

(l)
1 = 1, a

(l)
2 , . . . , a

(l)
s -

оптимальные коэффициенты по модулю pl индекса β . Пусть для всякого целого θ ≥ s+1

и всякого τ = (τ1, τ2, ..., τs) из Zs такого, что τj > 0 и ‖τ‖ def= τ1 + ... + τs < θ матрица
Aθ,τ и множества K(θ, τ) , γ(τ) определены соответственно равенствами

Aθ,τ =


2τ1+1pθ−‖τ‖ 0 0 . . . 0

−2τ1+1a
(θ−‖τ‖)
2 2τ2+1 0 . . . 0

−2τ1+1a
(θ−‖τ‖)
2 0 2τ3+1 . . . 0
· · · . . . ·

−2τ1+1a
(θ−‖τ‖)
s 0 0 . . . 2τs+1

 ,

K(θ, τ) = {k ∈ Zs : −2τ1pθ−‖τ‖ ≤ k1 < 2τ1pθ−‖τ‖, −2τj ≤ kj < 2τj (j = 2, 3, ..., s)},

γ(τ) = {m = (m1, ...,ms) ∈ Zs : 2 τj−1 ≤ max{|mj | , 1} < 2τj (j = 1, ..., s)}.
Тогда для любого целого положительного числа N при r > 1 и 2 ≤ ν ≤ ∞ имеют

место

N
−
(
r−1+ 1

ν

)
<<
r,s,ν

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Ers ,

∂u

∂t
(0, x) = 0;PN × {ϕN}

)
Lν (0,1)s

<<
r,s, ν

N
−
(
r−1+ 1

ν

)
ln
r(s−1)

N

и

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Ers ;PN × {ϕN}

)
Lν(0,1)s

<<
r,s, ν

N−(r−1+ 1
s+ 1

ν ) ln(r+ 1
2 )(s−1)N,

а при s=2
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δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Er2 ;PN × {ϕN}

)
Lν(0,1)2

>>
r, ν, ω

N−(r− 1
2

+ 1
ν ).

Оператор восстановления есть

ϕ̄N (f ;x, t) =
∑

τ ∈ Zs :
τj ≥ 0, ‖τ‖ < n

1

detAn,τ

∑
k ∈K(n,τ)

f(k(A−1
n,τ )′)

∑
m∈γ(τ)

ρm,ie
2πi(m,x−k(A−1

n,τ )′),

n = max{θ ∈ Z+ : card
⋃

τ∈Zs: τj≥0,‖τ‖<θ

{k(A−1
θ,τ )′ : k ∈ K(θ, τ)} ≤ N,

где для решения задачи (25)-(26) в условьях (27) ρm,1 (t) = cos
(

2π
√
m2

1 + ...+m2
s t
)
, а

для решения задачи (25)-(26) в условьях (28) ρm,2 (t) =


sin
(

2π
√
m2

1+...+m2
s t
)

√
m2

1+...+m2
s

, m 6= 0

t, m = 0
.

Дискретизация решений волнового уравнения с оценками погрешностей в
нормах пространств дифференцируемых функций

Теорема 5.6 (Е.И.Шангиреев[32]). Пусть даны числа s (s = 1, 2...) , 1 < q ≤ 2, 1 ≤
θ ≤ ∞, 2 ≤ µ ≤ ∞, целые положительные r и l такие, что l > s

µ , r >
s
q + l − s

µ . Тогда
имеет место

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)s ,
∂u

∂t
(0, x) = 0;PN × {ϕN}

)
W l
µ(0,1)s

�
s,q,θ,l, µ

N
− r−l

s
+ 1
q
− 1
µ

(p = 2m (m = 1, 2, ...) , N = ps),

где

ξn =

(
n1

p
, ...,

ns
p

)
, nj = 0, 1, ..., p− 1 ; j = 1, ..., s

и

_
ϕN (f (ξ1) , ..., f (ξN ) ;x, t) =

1

N

p−1∑
nj = 0
j = 1, ..., s

f (ξn)
∑

−p
2 ≤ kj <

p
2

j = 1, ..., s

cos

(
2π
√
k2

1 + ...+ k2
st

)
e2π i (k,x−ξn) .

Теорема 5.7(Е.И.Шангиреев[32]). Пусть даны числа s (s = 1, 2...) , 1 < q ≤ 2, 1 ≤
θ ≤ ∞ . Тогда при всяком p = 2m (m = 1, 2, ...) , N = ps имеют место следующие оценки

1. для s
2 < l < s

2 + 1 и r > s
p + l − s

2

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
W l

2(0,1)s
<<
r,s,q,θ,l

<<
r,s,q,θ,l

N−
r
s ·


N

l
s
+ 1
q
− 1

2
− 1
s , если 1 < q < 2s

2(1−l)+s

(ln N)
1−l
s , если q = 2s

2(1−l)+s
1 , если 2s

2(1−l)+s < q ≤ 2 ,

2. для l ≥ s
2 + 1 и r > s

q + l − s
2

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
W l

2(0,1)s
<<
r,s,q,θ,l
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<< N−
r
s ·


N

1
q
− 1

2
− 1
s , если 1 < q < 2s

2+s ,
s
√

ln N, если q = 2s
2+s ,

1 , если 2s
2+s < q ≤ 2.

3. для 0 < l < 1 и r > s
q + l

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
W l
∞(0,1)s

<<
r,s,q,θ,l

<<
r,s,q,θ,l

N−
r
s ·


N

l
s
+ 1
q
− 1
s , если 1 < q < s

1−l ,

(ln N)
1−l
s , если q = s

1−l ,

1 , если s
1−l < q ≤ 2,

4. для l ≥ 1 и r > s
q + l

δN

(
0;
∂2u

∂t2
= ∆u, u(0, x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = f(x) ∈ Br

q,θ (0, 1)2 ;PN × {ϕN}
)
W l
∞(0,1)s

<<
r,s,q,θ,l

<<
r,s,q,θ,l

N−
r
s ·

 N
1
q
− 1
s , если 1 < q < s

s
√

ln N, если q = s
1 , если s < q ≤ 2 ,

где оценки сверху достигаются на операторе

ϕ
N

(f (ξ1) , ..., f (ξN ) ; x, t) =
1

N

p−1∑
nj = 0
j = 1, ..., s

f (ξn)

t+
∑

− p2 ≤ kj <
p
2

j = 1, ..., s

∗
sin

(
2π
√
k2

1 + ...+ k2
s t

)
√
k2

1 + ...+ k2
s

e
2π i (k,x−ξn)



ξn =

(
n1

p
, ...,

ns
p

)
, nj = 0, 1, ..., p− 1 ; j = 1, ..., s.

§6. Дискретизация решений уравнения Клейна-Гордона
Рассматривается задача Коши для уравнения Клейна-Гордона

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
s

− u (u = u (x, t) , 0 ≤ t <∞, x ∈ Rs, s = 1, 2, ...) , (30)

u(x, 0) = f1(x) ∈ F (1),
∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ F (2) (x ∈ Rs) (31)

решение которой описывает, в частности, свободную релятивистскую (псевдо) скалярную
частицу массы 1.

В изучаемом здесь случае задача (30)-(31), опять же, как в случае волнового уравнения,
имеет явное решение в виде суммы абсолютно сходящегося кратного функционального
ряда

u (x, t; f1, f2) =
∑
m∈Zs

(
f̂1 (m)S′(t) + f̂2S(t)

)
e2πi(m,x),

который полностью определяется наборами
{
f̂1 (m)

}
m∈Zs

и{
f̂2 (m)

}
m∈Zs

тригонометрических коэффициентов Фурье-Лебега. Поэтому возникает

проблема приближения решения (объекта бесконечного) по конечной числовой
информации заданного объема N, полученной от функций f1 и f2 , математическая
формулировка которой содержится в общей К(В)П-задаче восстановления.

Для сокращения записи всюду ниже будем использовать обозначение
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Sm (t) =
sin
(
t
√

4π2 (m,m) + 1
)

√
4π2 (m,m) + 1

и, как следствие,

S′m (t) = cos
(
t
√

4π2 (m,m) + 1
)
.

Имеют место следующие теоремы.
6.1. Информативная мощность всех возможных линейных функционалов в

классах Никольского. Справедлива
Теорема 6.1 (И.Ибатуллин, Н.Темиргалиев [33]). Пусть даны целые

положительные числа s, положительные числа r1 и r2 такие, что

r1 > 2 +
s

2
, r2 > 1 +

s

2
.

Тогда имеют место соотношения (N= 2,3,...)
К(В)П-1:

min
N1 +N2 = N,
N1 ≥ 1, N2 ≥ 1

inf
l
(1)
N1
, ..., l

(N1)
N1

,

l
(1)
N2
, ..., l

(N2)
N2

−линейные функционалы, ϕN

sup
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)
s

f2 ∈ Hr2
2 (0, 1)s

‖u (x, t; f1, f2)−

−ϕN
(
l
(1)
N1

(f1) , ..., l
(N1)
N1

(f1) , l
(1)
N2

(f2) , ..., l
(N2)
N2

(f2) ;x, t
)∥∥∥

L2(0,1)s×L∞[0,+∞)
�

s,r1,r2

�
s,r1,r2

N
−

min{r1;r2+1}
s .

К(В)П-2 : Для вычислительного агрегата ϕ(b)
N

(
l
(1)
N1

(f1) , ..., l
(N1)
N1

(f1) , l
(1)
N2

(f2) , ..., l
(N2)
N2

(f2) ;x, t
)

=∑
m∈Zs:‖m‖≤2n1

∧
f (m)S

′
m(t)e2πi(m,x)+

∑
m∈Zs:‖m‖≤2n2

∧
f (m)Sm(t)e2πi(m,x) , n =

[
log2

(
s
√
N − 1

)]
−1

и для N-мерного вектора εN1,N2 ≡ (εN1 , εN2) = (ε̄
(1)
N1
, ..., ε̄

(N1)
N1

, ε̄
(1)
N2
, ..., ε̄

(N2)
N2

) с

компонентами ε̄
(j1)
N1

= N−
r1
s
− 1

2 (j1 = 1, 2, ..., N1) , ε̄(j2)
N2

= N−
r2−1
s
− 1

2 (j2 = 1, 2, ..., N2)
имеет место соотношение

δN (0N ;LN (Hr1
2 (0, 1)s, Hr2

2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞))L2(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� δN
(
ε
N

(0)
1 ,N

(0)
2

= (ε
N

(0)
1

, ε
N

(0)
2

);LN (Hr1
2 (0, 1)s, Hr2

2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

)
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

≡

≡ min
N1 ∈ Z+, N2 ∈ Z+ :
N1 +N2 = N

inf
m(1), ...,m(N1)

n(1), ..., n(N2)

ϕN

sup
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s; f2 ∈ Hr2
2 (0, 1)s∣∣∣γ(j1)

N

∣∣∣ ≤ 1 (j1 = 1, ..., N1)∣∣∣γ(j2)
N

∣∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, ..., N2)

‖u(x, t ; f1, f2)−

−ϕN (l
(1)
N1

(f1) + γ
(1)
N1
ε̄
(1)
N1
, ..., l

(N1)

N1
(f1) + γ

(N1)

N1
ε̄
(N1)

N1
, l

(1)
N2

(f2) + γ
(1)
N2
ε̄
(1)
N2
, ..., l

(N2)

N2
(f2) + γ

(N2)

N2
ε̄
(N2)

N2
; x, t)

∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

� sup
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s; f2 ∈ Hr2
2 (0, 1)s∣∣∣γ(j1)

N1

∣∣∣ ≤ 1 (j1 = 1, ..., N1)∣∣∣γ(j2)
N2

∣∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, ..., N2)

∥∥∥∥u(x, t ; f1, f2)− ϕ̄N (l
(1)

N
(0)
1

(f1) + γ
(1)

N
(0)
1

ε
(1)

N
(0)
1

,
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..., l
(N1

(0)
)

N
(0)
1

(f1) + γ
(N

(0)
1 )

N
(0)
1

ε
(N

(0)
1 )

N
(0)
1

, l
(1)

N
(0)
2

(f2) + γ
(1)

N
(0)
2

ε
(1)

N
(0)
2

, ..., l

(
N

(0)
2

)
N

(0)
2

(f2) + γ
(N

(0)
2 )

N
(0)
2

ε
(N

(0)
2 )

N
(0)
2

; x, t)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)s×L∞[0,+∞)

�

� N−
min{r1; r2+1}

s .

Замечание 6.1. Здесь можно повторить, что как и в случае волнового
уравнения, конкретизируя линейные функционалы l1, ....lN и функции ϕN , в качестве
вычислительных агрегатов ϕN (l1, ....lN ;x, t) в приведенных теоремах можно получать все
возможные N -е частичные суммы рядов Фурье по всем возможным ортонормированным
системам, в их числе и по вейвлет-системам, все возможные N -е частичные суммы
разложений по всем возможным базисам и также разностные схемы, т.е. фактически
весь спектр агрегатов, изучаемых в теории приближений и вычислительной математике.
Из теоремы 6.1 следует, что в их условиях невозможно получить оценку лучше, чем�
N

min{r1;r2+1}
s .

6.2. Информативная мощность всех возможных линейных функционалов в
классах Соболева (Н.Темиргалиев, К.Шерниязов, М.Берикханова [34]).
Теорема 6.2. Пусть даны числа s(s=1,2,...), r1 > 2+ s

2 и пусть DN = ΦN (W r1
2 (0, 1)s)×

{ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) . Тогда
К(В)П-1:

δN (0;
∂2u

∂t2
= ∆u−u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1

2 (0, 1)
s
,
∂u

∂t
(x, 0) = 0 ; ΦN (W

r1
2 (0, 1)

s
)×{ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞))Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� N−
r1
s ,

К(В)П-2 : Для вычислительного агрегата ϕ̄N (x, t; f) =∑
m∈In

f̂(m) cos
(
t
√

4π2 (m,m) + 1
)
e2πi(m,x)

(
BN = In =

{
m(1); ...;m(N)

}
⊂ Zs

)
последовательность ε̄N = N−

r1
s
− 1

2 (N = 1, 2, ...) является предельной погрешностью:
во-первых,

δN (0; ΦN (W r1
2 (0, 1)s)× {ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞))Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� δN (ε̄N = N
− r1
s
− 1

2 ;
∂2u

∂t2
= ∆u−u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W

r1
2 (0, 1)

s
,
∂u

∂t
(x, 0) = 0; ΦN (W

r1
2 (0, 1)

s
)×{ϕN})Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) � N

− r1
s ,

во-вторых, причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN
(
ε̄NηN = N−

r1
s
− 1

2 ηN ; ∂
2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1
2 (0, 1)s , ∂u∂t (x, 0) = 0; ϕ̄N (x, t; f)

)
Lq,∞

δN
(

0; ∂
2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1
2 (0, 1)s , ∂u∂t (x, 0) = 0; ΦN (W

r1
2 (0, 1)s)× {ϕN}Lq,∞

)
Lq,∞

= +∞

К(В)П-3 : Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,+∞))

ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным
спектром из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую
(по порядку) предельной погрешности ϕ̄N (x, t; f) : для всякой возрастающей к
+∞ положительной последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N = ηNN

− r
s
− 1

2 ;ϕN

(
f̂(m(1)), ..., f̂(m(N));x, t

))
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

δN (0; LN (W r1
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞)

= +∞.

Теорема 6.3.Пусть даны числа s (s=1,2,...), r2 > 2+ s
2 и пусть DN = ΦN (W r2

2 (0, 1)s)×
{ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) . Тогда

К(В)П-1:

δN (0;
∂2u

∂t2
= ∆u−u, u (x, 0) = 0,

∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ W r2

2 (0, 1)
s

; ΦN (W
r2
2 (0, 1)

s
)×{ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞))Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� N−
r2+1
s ,
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К(В)П-2 : Для вычислительного агрегата ϕ̄N (x, t; f) =∑
m∈In

f̂(m)
sin
(
t
√

4π2(m,m)+1
)

√
4π2(m,m)+1

e2πi(m,x)
(
In =

{
m(1); ...;m(N)

}
⊂ Zs, N � 2ns

)
последовательность ε̄N ≡ ε̄N (s) =


N−

r2+1
s , при s = 1,

N−
r2+1
s (lnN)−

1
2 , при s = 2,

N−
r2+1
s
−( 1

2
− 1
s ) = N−

r2
s
− 1

2 , при s > 2

(N=2,3,...)

является предельной погрешностью: во-первых,

δN (0; ΦN (W r2
2 (0, 1)s)× {ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞))Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) �

� δN (ε̄N (s);
∂2u

∂t2
= ∆u− u, u (x, 0) = 0,

∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ W

r2
2 (0, 1)

s
;�

ΦN (W
r2
2 (0, 1)

s
)× {ϕN}Lq(0,1)s×L∞[0,+∞))Lq(0,1)s×L∞[0,+∞) � N

− r2+1
s

во-вторых, причем для всякой возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN
(
ε̄NηN ; ∂

2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = 0, ∂u∂t (x, 0) = f2 (x) ∈ W r2
2 (0, 1)s ; ϕ̄N (f ; x, t)

)
Lq,∞

δN
(

0; ∂
2u
∂t2

= ∆u− u, ∂2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = 0, ∂u∂t (x, 0) = f2 (x) ∈ W r2
2 (0, 1)s ; ΦN (W

r1
2 (0, 1)s)× {ϕN}Lq,∞

)
Lq,∞

= +∞.

К(В)П-3 :Всякий вычислительный агрегат (ϕN (0, ...., 0;x, t) ≡ 0 на [0, 1]s × [0,+∞))

ϕN (f̂(m(1)), ...., f̂(m(N));x, t)

построенный по тригонометрическим коэффициентам Фурье с произвольным спектром
из N гармоник, не может иметь предельную погрешность большую (по порядку)
предельной погрешности ϕ̄N (x, t; f) : для всякой возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̄N ;ϕN

(
f̂(m(1)), ..., f̂(m(N));x, t

))
L2(0,1)s×L∞[0,∞)

δN (0; ΦN (W r2
2 (0, 1)s)× {ϕN}L2(0,1)s×L∞[0,∞))L2(0,1)s×L∞[0,∞)

= +∞.

Из теорем 6.2 и 6.3 следует
Теорема 6.4. Пусть заданы целое положительное число s, числа r1 и r2 такие, что

r1 > 2 + s/2, r2 > 1 + s/2 . Тогда имеют место соотношения

δN ( ε
N

(0)
1 ,N

(0)
2

= (ε
N

(0)
1

, ε
N

(0)
2

);
∂2u

∂t2
= ∆u−u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1

2 (0, 1)
s
,
∂u

∂t
(x, 0) = f2(x) ∈ W

r2
2 (0, 1)

s
; D

N
(0)
1 ,N

(0)
2

)L2,∞ ≡

≡ min
N1 ∈ Z+, N2 ∈ Z+ :
N1 +N2 = N

inf
m(1), ...,m(N1)

n(1), ..., n(N2)

ϕN

sup
f1 ∈W r1

2 (0, 1)s; f2 ∈W r2
2 (0, 1)s∣∣∣γ(j1)

N1

∣∣∣ ≤ 1 (j1 = 1, ..., N1)∣∣∣γ(j2)
N

∣∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, ..., N2)∥∥∥∥u(·; f1, f2)− ϕN (
∧
f1(m(1)) + γ

(1)
N1
ε

(1)
N1
, ...,

∧
f1(m(N1)) + γ

(N1)
N1

ε
(N1)
N1

,

∧
f2(n(1)) + γ

(1)
N2
ε

(1)
N2
, ...,

∧
f2(n(N2)) + γ

(N2)
N2

ε
(N2)
N2

; ·)
∥∥∥∥
L2,∞([0,1]s×[0,+∞))

�

� δN (DN ;
∂2u

∂t2
= ∆u−u, u (x, 0) = f1 (x) ∈W r1

2 (0, 1)s ,
∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈W r2

2 (0, 1)s ; 0N )L2,∞

� N−
min{r1, r2+1}

s ,

где для N1 и N2 (N1 +N2 = N)

εN1,N2 ≡ (εN1 , εN2) = (ε
(1)
N1
, ..., ε

(N1)
N1

, ε
(1)
N2
, ..., ε

(N2)
N2

)

есть N-мерный вектор с компонентами
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ε
(j1)
N1

= N
− r1

s
− 1

2
1 (j1 = 1, 2, ..., N1),

ε
(j2)
N2

=


N
− r2+1

s
2 , при s = 1

N
− r2+1

s
2 (lnN2)−

1
2 , при s = 2

N
− r2+1

s
−( 1

2
− 1
s )

2 = N
− r2

s
− 1

2
2 , при s > 2

(j2 = 1, 2, ..., N2),

пара N
(0)
1 и N

(0)
2 (N (0)

1 + N
(0)
2 = N) одна из пар, реализующих минимум погрешности

восстановления, 0N -нулевой N-мерный вектор, причем для всякой возрастающей к +∞
положительной последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

lim
N→∞

δN ( ηNε
N

(0)
1 ,N

(0)
2

; ∂
2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1
2 (0, 1)s , ∂u

∂t (x, 0) = f2(x) ∈ W r2
2 (0, 1)s ;D

N
(0)
1 ,N

(0)
2

)Lq,∞

δN (0N ,
∂2u
∂t2

= ∆u− u, u (x, 0) = f1 (x) ∈ W r1
2 (0, 1)s , ∂u

∂t (x, 0) = f2(x) ∈ W
r2
2 (0, 1)s ; DN )Lq,∞

=∞ .

Теоремы 6.2-6.4 посвящены полному решению задачи дискретизации решений уравнения
Клейна-Гордона, в силу ее линейности разбитой на два случая, - это теоремы 6.2 и 6.3, с
последующим их объединением в теореме 6.4.

И здесь тоже, если в [35] дискретизация решений дифференциального уравнения
(в данном случае волнового) производится в фиксированный момент времени τ ,
то в теоремах 6.2-6.3 оптимизация производится по всему промежутку времени, с
одновременным установлением предельной погрешности вычисления коэффициентов
Фурье, опять же сохраняющих порядок восстановления по точной информации.

В целом, в постановках задачи К(В)П даны полные решения исследуемых задач в
случае, когда числовая информация снимается с одного из важнейших источников –
тригонометрических коэффициентов Фурье.
§ 7.Численное интегрирование интегральных уравнений обобщенным

методом Смоляка
Предметом изучения этого параграфа будет интегральный оператор

Tf ≡ h (x; f) =

∫
[0,1]s

K (x, y) f(y)dy, x ∈ [0, 1]s , (32)

в предположении, что ядро оператора K (x, y) измеримо по Лебегу в 2s-мерном кубе
[0, 1]2s , и, следовательно, для почти всех x ∈ [0, 1]s функция K (x, y) измерима по y,
а для почти всех y ∈ [0, 1]s измерима по x (см. [36, Глава V, §6, стр.310] .

При данном ν(0) =
(
ν

(0)
1 , ..., ν

(0)
s

)
∈ Zs, ν(0)

j ≥ 0 (j = 1, ..., s) положим

Z
s

ν(0) ≡
{

(ν1, ..., νs) ∈ Zs : νj ≥ ν(0)
j (j = 1, ..., s)

}
, 0 ≤ ν(0)

1 +...+ν
(0)
s < q,Ω

(
ν

(0)
; q
)
≡
{

(ν1, ..., νs) ∈ Zsν0 : ν1 + ...+ νs ≤ q
}
,

Aνj =
{(

2tj + sgn
(
νj − ν(0)

j

))
2νj−1 : tj ∈ Z

}
, Aν1,...,νs = Aν1 × · · · × Aνs . Пусть, как

обычно, χA - характеристическая функция множества A .
Однозначное представление mj = (2τj(m) + 1)2µj(m) для целого mj 6= 0 продолжим на

случай mj = 0 , полагая τj(0) = −1
2 и µj(0) = ν

(0)
j .

Обозначим (см.[37]-[41])

ΛΩ(ν(0);q) (f) =
s−1∑
l=0

(−1)l
(
s− 1
l

) ∑
(ν1, ..., νs) ∈ Zsν(0) :

ν1 + ...+ νs = q − l

1

2q−l

2ν1∑
k1=1

· · ·
2νs∑
ks=1

f

(
k1

2ν1
, ...,

ks
2νs

)
,

и

∆Ω(ν(0);q) (f) ≡ f̂ (0)− ΛΩ(ν(0);q) (f) =

∫
[0,1]s

f (x) dx− ΛΩ(ν(0);q) (f) =
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=
∑
m∈Zs

f̂ (m)
∑

(ν1,...,νs)∈Zsν0\Ω(ν(0);q)

(−1)
∑s
j=1 sgn

(
νj−ν

(0)
j

)
χAν1,...,νs (m) =

=
∑

µ = (µ1, ..., µs) : целое µj ≥ ν(0)
j

τ = (τ1, ..., τs) : τj ∈ Z
или τj = 1

2 и µj = ν
(0)
j , j = 1, ..., s

f̂
(
(2τ1 + 1)2

µ
1 , ..., (2τs + 1)2

µs
) ∑

(ν1, ..., νs) : νj ≥ νj , ν1 + ...+ νs > q

νj = ν
(0)
j или νj = µj + 1

j = 1, ..., s

(−1)

s∑
j=1

sgn

(
νj−ν

(0)
j

)
.

При n=0 положим по определению ν (0) = 0 . Если же для данного целого n 6= 0 и
целого положительного с выполнено 2c−2 < |n| ≤ 2c−1 , то полагаем ν (n) = c .

При ν(0) = ν (n) ≡ (ν1 (n) , ..., νs (n)) , νj (n) ∈ Z, νj (n) ≥ 0 (j = 1, ..., s) введем
обозначения Λn,q (f) = ΛΩ(ν(n),q)

(
f (·) e−2πi(n,·)) и ∆n,q (f) ≡ ∆Ω(ν(n);q)

(
f (·) e−2πi(n,·)) .

Далее, при q ≥ 1 положим

Vq = {n ∈ Zs : ν1 (n) + ...+ νs (n) ≤ q}
и пусть для n ∈ Zs

K̂(x,−n) :=

∫
[0,1]s

K(x, y)e−2πi(n,y)dy.

В условиях приведенных обозначений и определений справедлива
Теорема 7.1 (А.Шоманова [42]). Пусть даны числа p, t, σ, r такие, что

p ≥ 1, t ≥ 1, t ≥ p, t ≥ σ,
(

1− σ

t

) p

p− 1
≤ r.

Пусть функция K(x,y) определена и непрерывна на [0, 1]2s .Тогда для всякой
периодической по каждой из s переменных функции f (x1, ..., xs) с абсолютно сходящимся
тригонометрическим рядом Фурье справедливо неравенство∥∥∥∥∥∥

∫
[0,1]s

K (x, y) f(y)dy −
∑
n∈Vq

K̂ (x,−n)
s−1∑
l=0

(−1)l
(
s− 1
l

)

∑
(ν1, ..., νs) ∈ Zsν(n) :

ν1 + ...+ νs = q − l

1

2q−l

2ν1∑
k1=1

· · ·
2νs∑
ks=1

f

(
k1

2ν1
, ...,

ks
2νs

)
e
−2πi

(
n1

k1
2ν1

+...+ns
ks
2νs

)
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Lt(0,1)s

≤

≤

vrai sup
x∈[0,1]s

[∫
[0,1]s

|K (x, y)|r dy

] 1
r

1−σ
t

·

vrai sup
y∈[0,1]s

[∫
[0,1]s

|K (x, y)|σ dx

] 1
σ


σ
t

×

×

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Vq

∆Ω(ν(n);q)

(
f (·) e−2πi(n,·)

)
· e2πi(n,x) +

∑
n∈Zs\Vq

f̂ (n) e2πi(n,x)

∥∥∥∥∥∥
Lp(0,1)s

.

t ≥ p, t ≥ σ,
(
1− σ

t

) p
p−1 ≤ r (p, t ≥ 1, r, σ > 0) ,

∆Ω(ν(0);q) (f) =
∑
m∈Zs

f̂ (m)
∑

(ν1,...,νs)∈Zsν0\Ω(ν(0);q)

(−1)

s∑
j=1

sgn
(
νj−ν

(0)
j

)
χAν1,...,νs (m) =
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=
∑

µ = (µ1, ..., µs) : целоеµj ≥ ν(0)
j

τ = (τ1, ..., τs) : τj ∈ Z
илиτj = 1

2 и µj = ν
(0)
j , j = 1, ..., s

f̂
(
(2τ1 + 1)2

µ1 , ..., (2τs + 1)2
µs
) ∑

(ν1, ..., νs) : νj ≥ νj , ν1 + ...+ νs > q

νj = ν
(0)
j или νj = µj + 1

j = 1, ..., s

(−1)

s∑
j=1

sgn

(
νj−ν

(0)
j

)
.

Обратимся к следствиям общей теоремы 7.1.
Имеет место
Теорема 7.2 (С.Кудайбергенов [40]). Пусть дана положительная последовательность

{Ds (m)}m∈Zs такая, что ∑
m∈Zs

D−1
s (m) < +∞ ,

и пусть

‖f‖`∞(Ds)
= sup

m∈Zs

∣∣∣f̂ (m)
∣∣∣ ·Ds (m) .

Тогда для любого n ∈ Zs и любого q > ν1(n) + ...+ νs(n) имеет место равенство

sup
f :‖f‖`∞(Ds)≤1

∣∣∣f̂ (n)− Λn,q (f)
∣∣∣ =

∑
µ = (µ1, ..., µs) : целое µj ≥ ν(0)

j

τ = (τ1, ..., τs) : τj ∈ Z
или τj = 1

2 и µj = ν
(0)
j , j = 1, ..., s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D
−1
s

(
n+ (2τ + 1)2

µ) ∑
(ν1, ..., νs) : νj ≥ νj , ν1 + ...+ νs > q

νj = ν
(0)
j илиνj = µj + 1

j = 1, ..., s

(−1)

∑s
j=1 sgn

(
νj−ν

(0)
j

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Если же последовательность {Ds (m)}m∈Zs удовлетворяет условию
Ds (2 |m1| , ..., 2 |ms|) << Ds (|m1| , ..., |ms|) для всех m ∈ Zs , то

sup
f :‖f‖`∞(Ds)≤1

∣∣∣f̂ (n)− Λn,q (f)
∣∣∣ � ∑

ν1 + ...+ νs > q
νj ≥ νj (n)
j = 1, ..., s

∑
t∈Zs

D−1 (t̄ · 2ν) .

В условиях теоремы 7.1 из теоремы 7.2 следует
Теорема 7.3(А.Шоманова [42]) Имеет место неравенство

sup
f :‖f‖`∞(Ds)≤1

∥∥∥∥∥∥
∫

[0,1]s
K (x, y) f(y)dy −

∑
n∈Vq

K̂ (x,−n)

s−1∑
l=0

(−1)l
(
s− 1
l

)

∑
(ν1, ..., νs) ∈ Zsν(n) :

ν1 + ...+ νs = q − l

1

2q−l

2ν1∑
k1=1

· · ·
2νs∑
ks=1

f

(
k1

2ν1
, ...,

ks
2νs

)
e
−2πi

(
n1

k1
2ν1

+...+ns
ks
2νs

)
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Lt(0,1)s

≤

≤

vrai sup
x∈[0,1]s

[∫
[0,1]s

|K (x, y)|r dy

] 1
r

1−σ
t

·

vrai sup
y∈[0,1]s

[∫
[0,1]s

|K (x, y)|σ dx

] 1
σ


σ
t

×
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×


∑
n∈Vq

∑
µ = (µ1, ..., µs) : целоеµj ≥ ν(0)

j

τ = (τ1, ..., τs) : τj ∈ Z
или τj = 1

2 и µj = ν
(0)
j , j = 1, ..., s

∣∣D−1
s (n+ (2τ + 1)2µ)×

×
∑

(ν1, ..., νs) : νj ≥ νj , ν1 + · · ·+ νs > q

νj = ν
(0)
j илиνj = µj + 1

j = 1, ..., s

(−1)

s∑
j=1

sgn
(
νj−ν

(0)
j

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ ‖f‖`∞(Ds)

∑
n∈Zs\Vq

1

Ds (n)


.

§8 . Дискретизация в среднем квадратическом относительно вероятностных
мер на классах функций.

Основным способом оценки качества восстановления является "наихудший случай",
когда вычисляется максимальная по классу погрешность. Вместе с тем, сравнение
операторов восстановления функций из какого-либо класса по максимальной (по классу)
погрешности (уклонению) может оказаться грубым: два оператора могут иметь
одинаковые максимальные уклонения, в то же время как для первого оператора оно
достигается на функциях, которых в определенном смысле “мало” в классе, а для
второго – на “большинстве” функций класса (количественная характеристика размеров
подмножеств функций производится на основе лебеговского меровведения). И хотя первый
метод дискретизации, очевидно, предпочтительнее, при оценке качества приближения по
значению максимального уклонения эти два метода неразличимы.

Таким образом, постановка этой задачи заключается в оценках снизу и сверху величины∫
F

sup
0≤α≤R

‖u (α, · , f)− ϕN (l1 (f) , ..., lN (f) , α, · )‖2Y dµF (f),

µF (f) есть вероятностная мера, определенная на F.
Пусть {Γ}k есть последовательность попарно не пересекающихся конечных множеств

Γk ⊂ Z , объединение которых есть все Z. Через dk обозначим количество точек в Γk .
Пусть ν−1 = 0 и νk = d0 + ... + dk , aj(m) есть фиксированное упорядочение

Γk . Тогда каждый набор Y = {ym}m∈Z комплексных чисел, с учетом равенства
ym = aj(m) + ibj(m) , будем считать представленным в виде последовательности Y =
(a1, b1, ..., aνk , bνk , ...) .

Далее, пусть для каждого k на 2dk –мерном евклидовом пространстве R2dk задана
неотрицательная непрерывная функция ψk такая, что ψk (0) = 0 .

Определим классы H (Γk, ψk) как множество всех наборов Y = {ym}m∈Z таких, что для
каждого k (k = 0, 1, 2, ...) выполнено неравенство

ψk
(
aνk−1+1, bνk−1+1, ..., aνk , bνk

)
≤ 1,

т.е.

H (Γk, ψk) =
{

(a1, b1, ..., aνk , bνk , ...) : ψk
(
aνk−1+1, bνk−1+1, ..., aνk , bνk

)
≤ 1
}
.

Положим

H
def
=
∞⋂
k=1

H (Γk, ψk) .
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Пусть

Dk =
{(
aνk−1+1, bνk−1+1, ..., aνk , bνk

)
∈ R2dk : ψk

(
aνk−1+1, bνk−1+1, ..., aνk , bνk

)
≤ 1
}
.

Тогда
H = D0 ×D1 × ...×Dk × ...

Цилиндрические множества Tk(Ek) определим следующим образом:

Tk(Ek) =
{

(a1, b1, ..., aνk , bνk , ...) ∈ H :
(
aνk−1+1, bνk−1+1, ..., aνk , bνk

)
∈ Ek

}
,

где Ek ⊂ Dk (Ek ∈ F (Dk)) .
Пусть F (H) – наименьшая σ -алгебра, содержащая все цилиндрические множества.
Теорема А (см. [43]). Каждая из возможных вероятностных мер µ на измеримом

пространстве (H,F(H)) однозначно определяется заданием последовательности мер µk
на (Dk,F(Dk) ) таких, что для всех k ( k = 0, 1, 2, . . .) и Ek ∈ F(Dk) ) имеет место
равенство

µ(Tk(Ek)) = µk(k)

.
Следуя этой теореме, введем вероятностную меру на классах Коробова Er(0, 2π) и

Никольского Hr
2(0, 2π) .

По определению классаEr(0, 2π) (r > 1)

f(x) ∈ Er(0, 2π)⇔
∣∣∣∣∧f (m)

∣∣∣∣ ≤ 1

m̄r
≡ ρm (m ∈ Z) ,

где f (x ) - 2 π - периодическая функция.
Пусть для каждого m ∈ Z функция

λm (τ) : [0, ρm]→ [0, 1]

непрерывна, неубывает на [0, ρm] и удовлетворяет условиям λm (0) = 0 и λm (ρm) = 1 .
Для любого α через К (α ) обозначим замкнутый круг комплексной плоскости с центром

в точке нуль и радиусом α :

K(α) =
{
z = τeiϕ : 0 ≤ τ ≤ α, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
= {z ∈ C : |z| ≤ α} .

Тогда

f(x) ∈ Er(0, 2π)⇔ f(x) =
∑
m∈Z

∧
f (m) eimθ,

∧
f (m) ∈ K (ρm) .

Следовательно, отображение

Er 3 f →
(
∧
f (0) ,

∧
f (1) ,

∧
f (−1) , ...

)
∈ K (ρ0)×K (ρ1)×K (ρ−1)× ...

устанавливает взаимно однозначное соответствие

Er(0, 2π)↔ K (ρ0)×K (ρ1)×K (ρ−1)× ...
Отсюда, в силу теоремы о задании меры на прямом произведении счетного числа

пространств с мерой (см. [44, стр 152-156]), чтобы ввести меру на Er(0, 2π) , достаточно
ввести вероятностные меры µm в каждом K (ρm) (m ∈ Z) . В качестве µm возьмем
плоскую меру Лебега в круге K (ρm) такую, что если

0 ≤ ρ(1)
m < ρ(2)

m ≤ ρmи0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ 2π,

то
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µm

(
τeiϕ : ρ(1)

m ≤ τ ≤ ρ(2)
m , ϕ1 < ϕ ≤ ϕ2

)
=
ϕ2 − ϕ1

2π

(
λm

(
ρ(2)
m

)
− λm

(
ρ(1)
m

))
. (33)

В частности,

µm (K (ρm)) =
2π

2π
(λm(ρm)− λm(0)) = 1.

Меру µm в K (ρm) с условием (33) обозначим µλm .
Тогда искомая мера в самом классе Er(0, 2π) определяется следующим образом. Пусть

даны целое положительное n и целые m(1), . . .,m(n) . Для плоских µλm - измеримых
множеств

E(1) ⊂ K (ρm(1)) , . . ., E(n) ⊂ K (ρm(n))

рассмотрим цилиндрические множества

T
(
E(1), ..., E(n)

)
=

{
f ∈ Er :

∧
f
(
m(1)

)
∈ E(1), ...,

∧
f
(
m(n)

)
∈ E(n)

}
∈ Er.

Тогда, согласно теореме А, равенствами

µλ
(
T
(
E(1), ..., E(n)

))
=

n∏
j=1

µλ
m(j)

(
E(j)

)
. (34)

однозначно определяется вероятностная мера µλ на наименьшей σ - алгебре
подмножеств Er , содержащей все цилиндрические множества T

(
E(1), ..., E(n)

)
.

Далее, приведем определение вероятностной меры, заданной на Hr
2(0, 2π) .

Пусть

ρ(τ) =
{
m ∈ Z : 2τ−1 ≤ m < 2τ

}
≡
{

2τ−1,− 2τ−1, 2τ−1 + 1,− 2τ−1 − 1 , ..., 2τ − 1, −2τ + 1
}

при τ = 2, 3, ... и
ρ(1) = {0, 1, −1}

подмножества Z ("двоичные пачки") и пусть nτ = |ρ(τ)| . Тогда по эквивалентному
определению класса Hr

2(0, 2π) (см. напр. [45])

f ∈ Hr
2(0, 2π) ⇔

∑
m∈ρ(τ)

∣∣∣∣∧f(m)

∣∣∣∣2 ≤ 2−2τr.

Введем следующие обозначения для f ∈ Hr
2(0, 2π) :

z(τ)(f) ≡ (
∧
f(2τ−1),

∧
f(−2τ−1),

∧
f(2τ−1 + 1),

∧
f(−2τ−1 − 1), ...,

∧
f(2τ − 1),

∧
f(−2τ + 1))

при τ = 2, 3, ... и

z(1)(f) ≡ (
∧
f(0),

∧
f(1),

∧
f(−1)).

Если шар в Cnτ (или в R2nτ ) радиуса 2−τr с центром в начале координат обозначить
через Dτ , т.е.

Dτ =

{
z(τ) =

(
z1

(τ), z2
(τ), ..., znτ

(τ)
)
∈ Cnτ :

∣∣∣z1
(τ)
∣∣∣2 +

∣∣∣z2
(τ)
∣∣∣2 + ...+

∣∣∣znτ (τ)
∣∣∣2 ≤ 2−2τ r

}
,

то приведенное выше определение класса Hr
2(0, 2π) перепишется в виде

f ∈ Hr
2(0, 2π)⇔ z(τ)(f) ∈ Dτ (∀τ = 1, 2, ...) .

Отсюда, учитывая введенные обозначения, и теорему Рисса-Фишера, можно установить
следующее взаимно однозначное соответствие:

Hr
2(0, 2π) 3 f(x)↔
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↔
∧
(f(0),

∧
f(1),

∧
f(−1)︸ ︷︷ ︸

z(1)(f)

,
∧
f(2),

∧
f(−2),

∧
f(3),

∧
f(−3)︸ ︷︷ ︸

z(2)(f)

, ...,
∧
f(2τ−1),

∧
f(−2τ−1), ...,

∧
f(2τ − 1),

∧
f(−2τ + 1)︸ ︷︷ ︸

z(τ)(f)

, ...)
≡

≡
(
z(1) (f) , z(2) (f) , ..., z(τ) (f) , ...

)
∈ D1 ×D2 × ...×Dτ × ....

Пусть для каждого τ = 1, 2, ... мера µτ абсолютно непрерывная вероятностная мера на
Dτ :

µτ (Eτ ) =

∫
Eτ

pτ

(
z

(τ)
1 , ..., z(τ)

nτ

)
dx

(τ)
1 dy

(τ)
1 , ..., dx(τ)

nτ dy
(τ)
nτ ,

где Eτ ⊂ Dτ - измеримое множество,

z
(τ)
k = x

(τ)
k + iy

(τ)
k (k = 1, ..., nτ ),

а плотность

pτ (z(τ)) = pτ (x
(τ)
1 , y

(τ)
1 , ..., x(τ)

nτ , y
(τ)
nτ ) = pτ ((x

(τ)
1 )2 + (y

(τ)
1 )2 + ...+ (x(τ)

nτ )2 + (y(τ)
nτ )2)

- радиально зависит от
(
x(τ)

1
, y(τ)

1
, ..., x

(τ)
nτ , y

(τ)
nτ

)
∈ Dτ . Пусть даны целые положительные

k и числа τ1, ..., τk (τi 6= τj при i 6= j ). Для измеримых множествEτk ⊂ Dτk рассмотрим
цилиндрические множества

T (Eτ1 , ..., Eτk) =
{
f ∈ Hr

2(0, 2π) : z(τ1)(f) ∈ Eτ1 , ..., z(τk)(f) ∈ Eτk
}

(35)

Положим

µ(T (Eτ1 , ..., Eτk))
def
=

k∏
i=1

∫
Eτi

pτi(z
(τi)) dx(τi)dy(τi). (36)

Множество цилиндрических множеств вида (35) образует полукольцо.
Тогда по теореме А о продолжении меры можно считать, что в наименьшей σ - алгебре

F(H2r ) , содержащей все цилиндрические множества вида (35), задана мера µ .
В следующих теоремах получены двусторонние оценки для среднеквадратической

погрешности дискретизации решения задачи (11)-(12) относительно введенных мер. В
обеих теоремах

(TNf) (α, θ) =
N∑
i=1

f

(
2π

i

N

)
KN

(
α, θ − 2π

i

N

)
,

KN (α, t) =
1

N

1 + 2 ·
[N/2]−1∑
n=1

(α
R

)n
· cosnt

 .

Теорема 8.1. Пусть u (α, θ; f) - решение задачи (11)-(12), r > 1 и µ есть
вероятностная мера (34), определенная на Er . Тогда∫
Er(0,2π)

sup
α
‖u (α, ·; f)− (TNf) (α, ·) ‖2L2(0,2π) dµ

λ (f) �
∑

m∈Z\
(
−
[
N
2

]
,
[
N
2

])
∫ ρm

0
τ2λ′m (τ) dτ.

Доказательство теоремы 8.1 основывается следующих леммах.
Лемма 8.1. В классе Er(0, 2π) выполняются равенства:∫

Er(0,2π)

∧
f (m) dµλ (f) = 0,

∫
Er(0,2π)

∧
f (m)

∧
f (m′)µλ (f) =

{
0, если m 6= m′∫ ρm

0 τ2λ
′
m (τ) dτ, если m = m′.
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Лемма 8.2 ([16]). Пусть N – целое положительное число. Тогда для любых u1, u2 ∈
Z\ {0} и m1,m2 ∈ {− [N/2] + 1, ...,−1, 0, 1, ..., [N/2]− 1} таких, что (u1,m1) 6= (u2,m2) ,
выполняется

u1N +m1 6= u2N +m2

и имеет место включение⋃
m∈Z

⋂
(−[N2 ],[N2 ])

⋃
u∈Z\{0}

{uN +m} ⊂ Z\
(
−
[
N

2

]
,

[
N

2

])
.

Следствие 8.1. Пусть λm(τ) =


τ(1−ρ2

m)
ρ2
m

, при τ ∈
[
0, ρ2

m

]
ρm(τ−ρ2

m)
1−ρm

+ 1− ρ2
m, при τ ∈

[
ρ2
m, ρm

]
.

Тогда ∫
Er(0,2π)

sup
α
‖u (α, ·; f)− (TNf) (α, ·) ‖2L2(0,2π) dµ

λ (f) � C (r)
1

N
2
(

2r−1
2

) .
Из утверждения
Лемма 8.3. В классе Hr

2(0, 2π) (r > 1
2) выполняются равенства:∫

Hr
2 (0,2π)

∧
f(m)

∧
f(n)dµ(f) =

{
0, m 6= n∫

Dτ

(
x2
jτ (m) + y2

jτ (m)

)
pτ (x, y)dxdy, m = n ∈ ρτ ,

где jτ (m) - порядковый номер элемента m ∈ ρ(τ) при упорядочивании

ρ(τ) ≡
{

2τ−1, −2τ−1, ..., 2τ − 1, −2τ + 1
}
.

следует
Теорема 8.2. Пусть u (α, θ; f) - решение задачи (11)-(12), r > 1

2 и µ -есть
вероятностная мера (34). Тогда имеет место следующая двусторонняя оценка (N =
2n, n = 1, 2, ... )∫

Hr2 (0,2π)

sup
α
‖u(α, ·; f)− (TNf)(α, ·)‖2L2(0,2π) dµ(f) �

∞∑
τ=n

∫
Dτ

(
x2

1 + y2
1 + ...+ x2

nτ + y2
nτ

)
pτ (x, y)dxdy.

§9. Заключительные замечания
Данная статья носит иллюстративный характер по К(В)П-исследованию уравнений в

частных производных.
В модельной ситуации – это классические уравнения математической физики с

начальными и граничными условиями из, опять же, классических и с доминирующей
смешанной гладкостью классов Соболева, Никольского-Бесова и Коробова, заданных на
единичных кубах соответствующей размерности, полностью или частично решены К(В)П-
задачи, во всех случаях К(В)П-1 обязательно, а К(В)П-2 и -3 частично.

Как нам представляется, общая постановка К(В)П-задачи и приведенные
результаты показывают содержательность предлагаемого направления исследований
с непредсказуемым, и тем интересным, дальнейшим развитием, с попутными запросами к
смежным областям Математики и Компьютерных наук.

Так, например, мощным аппаратом исследований в математике и, как здесь показано, в
применениях является гармонический анализ, чем вызваны исследования на единичных
кубах. Сведение уравнений в частных производных с областей на случаи единичных
кубов требует дальнейших исследований в теории продолжений функций с областей
на объемлющие их параллелепипеды с сохранением класса, – самостоятельного раздела
теории вложений [18], [46]-[49].

Также можно отметить, что теория уравнений в частных производных с представлением
решений по собственным функциям соответствующего дифференциального оператора дает
большой потенциал развития данного направления исследований.
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Авторы надеятся, что молодые научные силы Казахстана, в особенности в объявленный
2019 Год молодежи, заинтересуются и продолжат представленный перспективный круг
задач.
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Н. Темiрғалиев, Ғ.Е.Тауғынбаева, Ш.К.Абикенова
Теориялық математика және ғылыми есептеулер институты,

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Астана, Қазақстан
Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр мәнмәтiнiнде дербес туындылы теңдеулердi дискреттеу

Аннотация. 1996 жылдан бастап мақсаты дәл емес мәлiметпен берiлген математикалық моделге тиiмдi
компьютерлiк өңдеу жасау болып табылатын Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр идеясы бiртiндеп дамыды.

К(Е)Д-схемасы, бiздiң ойымызша, Жуықтау теориясы, Есептеу математикасы және Сандық анализде
жүргiзiлетiн зерттеулердiң нақтыланған жоспарын (ұйымдастыруын) анықтайды.

Бұл мақала К(Е)Д-тәсiлдiң дербес туындылы теңдеулер теориясындағы қолданысына арналған. Лаплас,
Пуассон, жылуөткiзгiштiк, толқындық сияқты тарихи негiздегi теңдеулермен қатар салыстырмалы түрде бертiнгi
Клейна-Гордон теңдеуi зерттелiп, алынған теоремалар иллюстративтi нәтижелер ретiнде К(Е)Д-қойылымының
сапасы мен тиiмдiлiгiн көрсетедi.

Ұсынылып отырған материалдар дербес туындылы теңдеулер шешiмiн оптималдi дискретизациялауда зерттеудi
берiлген бағытты кеңейте және тереңдете отырып жалғастыру үшiн қолданылады.

Түйiн сөздер: Компьютерлiк (есетеуiш) диаметр (қысқаша К(Е)Д), дәл және дәл емес мәлiметтер бойынша
дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң шешiмдерiн дисретизациялар, шектiк қателiк.

N. Temirgaliyev, G.E. Taugynbaeva, Sh.K. Abikenova

Institute of Theoretical Mathematics and Scientific Computations ot L. N. Gumilyov Eurasian National University,
Astana, Kazakhstan

Discretization of solutions of partial differential equations in the context of the Computational
(numerical) diameter

Abstract: Since 1996, the idea of a Computational (numerical) diameter has been consistently developed, the goal of
which is to optimally computer process models of mathematical models in real conditions of distorted data.

The C(N)D-scheme, in our opinion, determines the refined organization of research in Approximation theory, Compu-
tational mathematics, and Numerical analysis.

The paper is devoted to the coverage of the C(N)D -approach in the theory of partial differential equations. The examples
of the historically original Laplace, Poisson, heat conduction, wave and, relatively recently Klein-Gordon equations give
theorems as illustrative results of the quality and efficiency of C(N)D-productions.

The presented materials can serve to continue the study of the optimal discretization of solutions of partial differential
equations with further expansion and deepening of the proposed direction.

Keywords: Computer (computational) diameter (abbreviated C(N)D), discretization of solutions of partial differential
equations by accurate and inaccurate information, limit error.
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