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Аннотация. Мақалада анизотропты жалпыланған W
ωr1 ,...,ωrs
2 Соболев класынан алынған

функцияларды жуықтау есебi Компьютелiк (есептеуiш) диаметр тұрғысынан толық шешiлген.
Периодты функцияларды олардың тригонометриялық Фурье коэффициенттерiнiң кему
жылдамдығы бойынша классификациялау негiзiнде алынған анизотропты жалпыланған
W

ωr1 ,...,ωrs
2 Соболев класы дәрежелiк шкаладағы анизотропты W r1,...,rs

2 Соболев класымен
салыстырғанда дәл әрi терең шкаладағы класс болып табылады. Жұмыста зерттелiндi класс
функцияларын сызықтық функционалдар түрiндегi мәлiметтер бойынша құрылған есептеу
агрегаттарымен жуықтау қателiгiнiң тұрақтыға дейiнгi дәлдiкпен жоғарыдан және төменнен
бағалаулары алынған. Және де, тригонометриялық Фурье коэффициенттерi негiзiнде
оптималды есептеу агрегаты құрылып, түрi айқын жазылған. Сонымен қатар, төменнен
бағалаудағы

(
l(N), ϕN

)
есептеу агрегаттар жиыны барлық мүмкiн ортонормаланған жүйелерге

сәйкес Фурье қатарларының дербес қосындыларын, арнайы ұйытқыларды, ортодиаметрлердi,
сызықтық диаметрлердi, вейвлеттер мен гриди алгоритмдердi қамтығандықтан жектiлiктi кең
жиын болып табылады. Мақалада қойылған есептiң екiншi бөлiмiне сәйкес тригонометриялық
Фурье коэффициенттерi түрiндегi сызықтық мәлiметтердiң оптималдiлiктi жоғалтпайтын
және ретi бойынша жақсартылматын εN қателiгi анықталды. Ал үшiншi бөлiгi бойынша
Фурье коэффициенттерi негiзiнде құрылған барлық есептеу агрегаттарының шектiк қателiгi
анықталған εN шамасынан аспайтындығы дәлелдендi.
Түйiн сөздер: Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр, сызықтық функционалдар, есептеу
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1. Кiрiспе

Функцияларды жуықтау есебi әртүрлi қойылымдарда зерттелген (толығырақ [1]-[5] еңбектер
мен ондағы библиографияларды қараңыз). Бұл жұмыста анизотропты жалпыланған
Соболев класы функцияларын оптималды жуықтау есебi «Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр»
(қысқаша К(Е)Д) қойылымында шешiлген. Бiрiнен кейiн бiрi тiзбектей шығарылатын,
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әрқайсысы өз алдына жеке мәселе болып табылатын К(Е)Д-1, - 2 және - 3 есептерiнiң
жинақталған К(Е)Д қойылымы туралы толыққанды мәлiметтi [6] мақаласынан табуға болады.

К(Е)Д-1 есебi – бұрыннан белгiлi «оптималды жуықтау қателiгiнiң дәл ретiн табу»
есептерiнiң жалпылауы болып табылады. Ал К(Е)Д-2 есебiнiң екiншi бөлiгi және К(Е)Д-3
есептерi жуықтаулар теориясында бұрын-соңды қарастырылмаған – жаңа есептер. К(Е)Д-
2 есебiнде оптималды жуықтау қателiгiнiң дәл ретiн жүзеге асыратын есептеу агрегатының
шектiк қателiгi анықталады, ал К(Е)Д-3 есебiнде екiншi есепте анықталған шектiк қателiктiң
ауқымдылығы, яғни шектiк қателiктерi осы шамадан аспайтын есептеу агрегаттарының
жиыны анықталады.

Ендi К(Е)Д есебiнiң қысқаша қойылымына тоқталайық. DN , T, F, Y берiлсiн
(анықтамалары төменде келтiрiледi). Барлық сатыларға ортақ және негiзгi болатын

δN (εN ;DN , T, F, Y ) = inf
(l(N),ϕN )∈DN

δN (εN ; (l(N), ϕN ), T, F, Y ), (1)

мұндағы

δN (εN ; (l(N), ϕN ), T, F, Y ) =

= sup
f∈F

sup
|γ(1)N |≤1,...,|γ

(N)
N |≤1

∥∥∥(Tf)(·)− ϕN (l
(1)
N (f) + γ

(1)
N εN , . . . , l

(N)
N (f) + γ

(N)
N εN ; ·)

∥∥∥
Y

және εN -терiс емес мүшелi тiзбек, F - ΩF жиынында анықталған функциялар жиыны, Y –
ΩY жиынында анықталған функциялардың нормаланған кеңiстiгi, T−F класын Y кеңiстiгiне
бейнелейтiн оператор, l(N) ≡ l(N)(f) = (l

(1)
N (f), . . . , l

(N)
N (f))− F класының f функциясы

туралы l
(1)
N : F 7→ C, ..., l

(N)
N : F 7→ C функционалдарынан алынған сандық мәлiмет, ϕN -

әрбiр бекiтiлген (z1, . . . , zN ) ∈ CN үшiн тек y айнымалысынан тәуелдi болып, Y кеңiстiгiнде
жататын ϕN (z1, . . . , zN ; y) : CN ×ΩY 7→ C функциясы, DN − (l(N), ϕN ) жұптарынан құралған
жиын.
y айнымалысына тәуелдi сандық ϕN (l

(1)
N (f), . . . , l

(N)
N (f); y) функциясы ретiндегi (l(N), ϕN )

жұбы бұдан әрi есептеу агрегаты деп аталады.
Және де, оң {an}n≥1 және {bn}n≥1 тiзбектерi үшiн an � bn жазуы n -нен тәуелсiз қайсыбiр

A > 0 және B > 0 шамалары мен барлық n үшiн Aan ≤ bn ≤ Ban теңсiздiктерiнiң
орындалатынын бiлдiредi.
К(Е)Д-1. � δN (0;DN , T, F, Y ) шамасының дәл ретi анықталады, яғни δN (0;DN , T, F, Y ) �

ψN қатынасы орындалатындай қандай да бiр {ψN}N≥1 оң тiзбегi табылады және

δN (0; (l̄(N), ϕN ), T, F, Y ) � ψN
болатын (l̄(N), ϕN ) ≡ ϕN (l̄

(1)
N (f), . . . , l̄

(N)
N (f); ·) есептеу агрегаты құрылады (осы жағдайда

(l̄(N), ϕN ) есептеу агрегатын оптималды деп те атайды);
К(Е)Д- 2. (l̄(N), ϕN ) есептеу агрегаты үшiн δN (εN ; (l̄(N), ϕN ), T, F, Y ) � ψN қатынасы

және +∞ -ке өсiп ұмтылатын кез келген оң ηN тiзбегi үшiн

lim
N→+∞

δN (ηNεN ; (l̄(N), ϕN ), F, Y )

ψN
= +∞

теңдiгi орындалатындай εN > 0 тiзбегiнiң ( (l̄(N), ϕN ) есептеу агрегатының шектiк қателiгi)
бар болу және оны анықтау есебi зерттеледi;
К(Е)Д - 3. Шектiк қателiктiң ауқымдылығы анықталады: +∞ -ке өсiп ұмтылатын кез

келген ηN оң тiзбегi үшiн

lim
N→+∞

δN (ηNεN ; (l(N), ϕN ), F, Y )

ψN
= +∞

теңдiгi орындалатындай (l(N), ϕN ) есептеу агрегаттарының жиыны құрылады.
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(1) өрнегiндегi F класын, Y кеңiстiгiн, T : F 7→ Y бейнелеуiн және DN жиынын
нақтылай отырып, К(Е)Д –қойылымындағы оптималды жуықтаудың әртүрлi есептерiне
келемiз (мысалы, [7]-[11] жұмыстарын қараңыз).
Анизотропты жалпыланған Соболев класы анықтамасы. Әрбiр r > 0 санына [0, 1]

сегментiнде кемiмейтiн және үзiлiссiз ωr функциясы сәйкес қойылған болсын. Егер ωr(0) = 0

болып, қайсыбiр C0(r) ≥ 0 шамасы мен барлық 0 < δ < µ ≤ 1 үшiн ωr(µ)
µr ≤ C0(r)

ωr(δ)
δr

теңсiздiгi орындалса, онда ωr функциясы r -реттi тегiстiк модулi типтi функция деп
аталады.
r1 > 0, ..., rs > 0(s = 2, 3, ...) -реттi тегiстiк модулi типтi ωr1(δ), ..., ωrs(δ) функциялары

берiлсiн. Сонда әрбiр айнымалысы бойынша бiрпериодты, [0, 1]s бiрлiк кубында Лебег
мағынасында интегралданатын,

f̂(m) =

∫
[0,1]s

f(x)e−2πi(m,x),m ∈ Zs

тригонометриялық Фурье-Лебег коэффициенттерi

∑
m∈Zs

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣2(ω−2r1 ( 1

max {1, |m1|}

)
+ ...+ ω−2rs

(
1

max {1, |ms|}

))
≤ 1

теңсiздiгiн қанағаттандыратын f(x) = f (x1, ..., xs) функцияларының жиыны анизотропты
жалпыланған Соболев класы деп аталады да, Wωr1 ,...,ωrs

2 (0, 1)s символымен белгiленедi.
Осы уақытқа дейiн анизотропты жалпыланған Соболев класы [12] жұмысында функциялар

мен жылуөткiзгiштiк теңдеуiнiң шешiмдерiн гильберттiк метрикада оптималды жуықтау
есептерiнде қарастырылғанын айта кетейiк. Сондай-ақ, [13] мақаласында алғашқы шарттары
W

ωr1 ,...,ωrs
2 (0, 1)s класына тиесiлi толқындық теңдеу шешiмдерi оптималды дискреттелген.

2. Негiзгi нәтижелер

Мақалада LN арқылы сызықтық l
(1)
N : W

ωr1 ,...,ωrs
2 (0, 1)s 7→ C, ..., l

(N)
N : W

ωr1 ,...,ωrs
2 (0, 1)s 7→ C

функционалдарына сәйкес
(
l(N), ϕN

)
есептеу агрегаттарының жиыны белгiленiп,

Tf = f, F = W
ωr1 ,...,ωrs
2 (0, 1)s, Y = Lq(0, 1)s, DN = LN

нақтылануларында анизотропты жалпыланған Соболев класына тиесiлi f функцияларын
LN жиынынан алынған есептеу агрегаттарымен Lq, 2 ≤ q ≤ ∞, L∞(0, 1)s ≡ C[0, 1]s−
метрикасында оптималды жуықтау есебi зерттеледi.

Жұмыстың маңыздылығы – оптималды жуықтаудың ψN дәл ретiн және εN шектiк
қателiгiн табуда В.И. Коляда [14] жұмысында енгiзген, үзiлiссiздiк модулiнiң орташа
функциясы деген атауға ие Ωr1,...,rs(δ), δ ∈ [0, 1] функциясының қолданылуы. Бұл функция
[0, 1] сегментiнде қатаң өсетiн, ωr1(δ), ..., ωrs(δ) тегiстiк модулi типтi функциялары арқылы
анықталады: егер

ωr1(δ) = ωr1(δ)/ωr1(1), . . . , ωrs(δ) = ωrs(δ)/ωrs(1)

және

Ωr1,...,rs(δ) =
s∏
i=1

ω∗ri(δ)

болса, онда әрбiр δ ∈ [0, 1] нүктесiне Ωr1,...,rs(δ) = Ω
∗
r1,...,rs(δ) саны сәйкес қойылады, мұнда g∗

арқылы g функциясына керi функция белгiленген.
Ендi негiзгi нәтижелердi келтiрейiк.
Теорема 1. s = 2, 3, . . . , 2 ≤ q ≤ ∞ сандары және [0, 1] сегментiнде қатаң өспелi,

қайсыбiр C1(ri) > 0(i = 1, ..., s) шамасы мен барлық 0 ≤ δ, η ≤ 1 үшiн
Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ хабаршысы. Математика, компьютерлiк ғылымдар, механика сериясы, 2025, Том 152, №3
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ωri(δη) ≤ C1(ri)ωri(δ)ωri(η) (2)
теңсiздiгiн қанағаттандыратын ri реттi тегiстiк модулi типтi ωri функциясы берiлciн. Егер

∞∑
τ=0

Ω2
r1,...,rs

(
1

2τ

)
· 2τ <∞ (3)

және әрбiр K = 1, 2, . . . үшiн

Ni ≡ Ni(K) = [1/ω∗ri(Ωr1,...,rs(1/K))], AK = {m ∈ Zs : |m1| ≤ N1, . . . , |ms| ≤ Ns}

болса, онда барлық N ≡ N(K) =
s∏
i=1

(2Ni + 1) үшiн

δN (0;LN , T f = f,W
ωr1 ,...,ωrs
2 , Lq) � δN (0; (l̄(N), ϕN ), Tf = f,W

ωr1 ,...,ωrs
2 , Lq) �

� N1/2

N1/q
Ωr1,...,rs

(
1

N

)
,

қатынастары орындалады, мұндағы [a] саны a санының бүтiн бөлiгiн бiлдiредi, (l̄(N), ϕN )

есептеу агрегаты AK жиынының қайсыбiр {m̃(1), . . . , m̃(N)} реттелуi бойынша

l̄
(1)
N (f) = f̂(m̃(1)), . . . , l̄

(N)
N (f) = f̂(m̃(N)), ϕN (z1, . . . , zN ;x) =

N∑
ν=1

zνe
2πi(m̃(ν),x)

теңдiктерiмен анықталған.
Теорема 2. Оптималды (l̄(N), ϕN ) есептеу агрегаты үшiн εN = 1√

N
Ωr1,...,rs

(
1
N

)
тiзбегi

шектiк қателiк болады.
Теорема 3. Әрбiр N = N(K) үшiн ΦN символымен l

(1)
N (f) = f̂(m(1)), . . . , l

(N)
N (f) =

f̂(m(N)) Фурье коэффициенттерiне сәйкес (l(N), ϕN ) есептеу агрегаттарының жиыны
белгiленсiн. Онда кез келген (l(N), ϕN ) ∈ ΦN үшiн

lim
K→+∞

δN (ηNεN , (l
(N), ϕN ), Tf = f,W

ωr1 ,...,ωrs
2 , Lq)

δN (0;LN , Tf = f,W
ωr1 ,...,ωrs
2 , Lq)

= +∞

теңдiгi орындалады.
Ескерту. (2) шартын тригонометриялық Фурье қатарларының абсолюттi жинақтылығын

зерттеуде П.Л.Ульянов [15] енгiзген. Бұл шартты дәрежелiк функциялармен қоса параметрлерi
r > 0, γ > 0,M ≥ max{e2, 2eγ/r} болатын

ωr(δ) =

{
δr lnγ(M/δ), егер δ ∈ (0, 1],

0, егер δ = 0

функциялары да қанағаттандырады.
Егер әрбiр i = 1, 2, ..., s үшiн параметрлерi ri > 0, αi ≥ 0,Mi ≥ max{e2, 2eαi/ri}

теңсiздiктерiн қанағаттандыратын

ω̃ri(δ) =

{
δri lnαi(Mi/δ), егер δ ∈ (0, 1],

0, егер δ = 0

функциялары және λ ≡ ( 1
r1

+ ...+ 1
rs

)−1 болса, онда

ω̃∗ri(
1

N
) � N−

1
ri (ln(2N))

−αi
ri , Ω̃r1,...,rs(

1

N
) � N−λ(ln(2N))

λ(
α1
r1

+...+αs
rs

) (4)

қатынастары орындалып, (3) шарты λ > 1/2 шартына эквиваленттi болады.
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[16] мақаласында rτ > 0, βτ ∈ R(τ = 1, ..., s) сандары үшiн әрбiр айнымалысы бойынша бiр
периодты, [0, 1]s бiрлiк кубында Лебег бойынша интегралданатын, f̂(m) тригонометриялық
Фурье – Лебег коэффициенттерi

∑
m∈Zs

|f̂(m)|2(m2r1
1 ln2β1(m1 + 1) + · · ·+m2rs

s ln2βs(ms + 1)) ≤ 1, (m̄τ = max {1, |mτ |})

теңсiздiгiн қанағаттандыратын f(x) = f(x1, ..., xs) функцияларының W r;β
2 =

W r1,...,rs;β1,...,βs
2 (0, 1)s класы енгiзiлген. β1 ≤ 0, . . . , βs ≤ 0 мәндерiнде W ω̃r

2 ≡ W
ω̃r1 ,...,ω̃rs
2 (0, 1)s

класы функцияларын қандай да бiр тұрақты шамаға көбейту арқылы W r;β
2 класын алуға

болады. Сондықтан жоғарыдағы үш теоремадан, (4) қатынастары мен (3) шартының λ > 1/2

шартына эквиваленттi болатынын ескерсек, W r;β
2 класы функцияларын оптималды жуықтау

есебiне байланысты келесi тұжырымдар шығады.
Салдар 1. s = 2, 3, . . . , 2 ≤ q ≤ ∞, r1 > 0, . . . , rs > 0, β1 ≤ 0, . . . , βs ≤ 0 сандары берiлсiн

және λ > 1/2 шарты орындалсын. Егер әрбiр K = 2, 3, ... үшiн

Ni ≡ Ni(K) = [Kλ/ri(lnK)−λ(β1/r1+···+βs/rs)/ri(lnK)βi/ri ]

болса, онда барлық N ≡ N(K) =
s∏
i=1

(2Ni + 1) үшiн

δN (0;LN , T f = f,W r;β
2 , Lq) � δN (0; (l̄(N), ϕN ), T f = f,W r;β

2 , Lq) �

� N1/2−1/q

Nλ(lnN)λ(β1/r1+···+βs/rs)
.

Салдар 2. f ∈W r;β
2 жағдайында оптималды (l̄(N), ϕN ) есептеу агрегаты үшiн

εN =
1

Nλ+1/2(lnN)λ(β1/r1+···+βs/rs)

тiзбегi шектiк қателiк болады.
Салдар 3. Әрбiр (l(N), ϕN ) ∈ ΦN үшiн

lim
K→∞

δN (ηNεN , (l
(N), ϕN ), T f = f,W r;β

2 , Lq)

δN (0;LN , Tf = f,W r;β
2 , Lq)

= +∞

теңдiгi орындалады.

3. Қорытынды

К(Е)Д - 2 және К(Е)Д - 3 есептерiн шешуге арналған зерттеу жұмыстарында
(функциялар мен олардың туындылары және интералдарын оптималды жуықтау есептерiнде,
математикалық физиканың классикалық теңдеулерiн оптималды дискреттеу есептерiнде) осы
уақытқа дейiн анизотропты жалпыланған Соболев класы қарастырылмаған. Сондықтан
бұл мақала нәтижелерi жуықтаулар теориясында, сандық анализ, есептеу математикасы
бағыттарында алынған жаңа ғылыми нәтижелер қатарынан орын алатыны сөзсiз.
Авторлар үлесi. Авторлардың үлесi тең.
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Optimal C(N)D-recovery of functions from the anisotropic generalized Sobolev class

A.B.Utessov, G.I.Utessova
K.Zhubanov Aktobe Regional University, A. Moldagulova ave., 34, Aktobe, 030000, Kazakhstan

Abstract.In this paper, the problem of recovering functions from an anisotropic generalized
Sobolev class in the context of the computational (numerical) diameter is completely solved. The
anisotropic generalized Sobolev class W

ωr1 ,...,ωrs
2 , which arises from the classification of periodic

functions according to the rate of decay of their trigonometric Fourier coefficients, represents a finer
scale of function characteristics than the anisotropic Sobolev class W r1,...,rs

2 in the power scale.
The paper presents two-sided estimates, up to multiplicative constants, for the approximation error
of functions from the considered class by computational aggregates constructed from information
given in the form of linear functionals. In addition, based on trigonometric Fourier coefficients, the
optimal computational aggregate is explicitly constructed. It is noted that the set of computational
aggregates (l(N), ϕN ) used in the lower bounds is sufficiently wide, containing all partial sums of
Fourier series with respect to various orthonormal systems, all possible finite convolutions with
special kernels, as well as all finite approximation sums used in orthogonal widths, linear widths,
and greedy algorithms. Furthermore, in the second part of the paper, the limiting error εN of
numerical information in the form of trigonometric Fourier coefficients is obtained, which preserves
the optimality of the computational aggregate and cannot be improved in order. In the third part,
it is proved that all computational aggregates constructed using trigonometric Fourier coefficients
do not have a limiting error greater than εN .
Keywords: Computational (numerical) diameter, linear functionals, computational aggregate,

optimal recovery of functions, limiting error, anisotropic generalized Sobolev class.
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Оптимальное восстановление функций из обобщенного анизотропного класса
Соболева в контексте К(В)П

А.Б.Утесов, Г.И.Утесова
Актюбинский региональный университет имени К.Жубанова, пр. А. Молдагуловой, 34, Актобе,

030000, Казахстан

Аннотация. В статье полностью решена задача восстановления функций из анизотропного
обобщённого класса Соболева W

ωr1 ,...,ωrs
2 в контексте компьютерного (вычислительного)

поперечника. Анизотропный обобщенный класс Соболева W
ωr1 ,...,ωrs
2 как результат

классификации периодических функций по скорости убывания их тригонометрических
коэффициентов Фурье является более тонкой шкалой характистики функций по сравнению
с анизотропным классом Соболева W r1,...,rs

2 в степенной шкале. В работе получены
двусторонние оценки с точностью до константы для погрешности приближения функций
из рассматриваемого класса вычислительными агрегатами, построенными по информации,
заданной линейными функционалами. Кроме того, на основе тригонометрических
коэффициентов Фурье в явном виде построен оптимальный вычислительный агрегат,
обеспечивающий наилучшее приближение. Отметим, что множество вычислительных
агрегатов (l(N), ϕN ) в оценке снизу является достаточно широким множеством, содержащим
все частичные суммы рядов Фурье по всевозможным ортонормированным системам,
всевозможные конечные свертки со специальными ядрами, а также все конечные суммы
приближения, использующиеся в ортопоперечниках, линейных поперечниках и жадных
алгоритмах. В статье согласно второй части поставленной задачи найдена погрешность
εN числовой информации вида тригонометрических коэффициентов Фурье, сохраняющая
оптимальность вычислительного агрегата и неулучшаемая по порядку. В третьей части
доказано, что все построенные по тригонометрическим коэффициентам Фурье вычислительные
агрегаты не имеют большей предельной погрешности чем εN .
Ключевые слова: Компьютерный (вычислительный) поперечник, линейные

функционалы, вычислительный агрегат, оптимальное восстановление функций, предельная
ошибка, анизотропный обобщённый класс Соболева.
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