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Об одном методе численного решения интегро-дифференциальных уравнений

Аннотация: Статья посвящена новому методу численного решения интегро-
дифференциальных и интегральных уравнений, состоящем в том, что решение
соответствующей системы ЛАУ проводится применением итерационного метода, в котором
аналог интегрального оператора берется с нижнего слоя, а дифференциального – с
верхнего.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, интегральные уравнения,
дифференциальный оператор, системы линейных алгебраических уравнений, метод
конечных разностей, итерационный оператор.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182-2018-125-4-69-74

Обычно [1,2], при численном решении интегро-дифференциальных уравнений
дифференциальный оператор аппроксимируется методом конечных разностей
(методом конечных элементов), а интегральный оператор заменяется соответствующей
квадратурной формулой. Это приводит к необходимости решения системы уравнений с
полной матрицей и, как следствие, большому числу арифметических операций. Другой
способ решения системы ЛАУ заключается в применении итерационного метода, в
котором аналог интегрального оператора берется с нижнего слоя, а дифференциального –
с верхнего.

В настоящей работе для некоторого подкласса интегро-дифференциальных уравнений
предложен другой подход к решению системы линейных уравнений, который требует
существенно меньшего числа операций.

1. Вначале изложим идею метода на простейшей краевой задаче для интегро-
дифференциального уравнения:

−u′′ +
1∫

0

u(x) dx = f, u(0) = u(1) = 0. (1)

Аппроксимируем (1) следующим образом. Разобьем отрезок [0, 1] сеткой с шагом
h = 1/N и будем искать приближенное решение задачи в узлах сетки. Заменяя вторую
производную в (1) второй разделенной разностью, а интеграл – квадратурной формулой
трапеций, получим

−un+1−2un+un−1

h2 +
N−1∑
j=1

huj = fn, n = 1, . . . , N − 1,

u0 = uN = 0.

(2)
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Обозначим через u вектор неизвестных: u = (u1, u2, . . . , uN−1)T . Тогда матрица
системы (2) будет иметь вид

2/h2 + h −1/h2 + h h h . . . h
−1/h2 + h 2/h2 + h −1/h2 + h h . . . h

h −1/h2 + h 2/h2 + h −1/h2 + h . . . h
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
h . . . h −1/h2 + h 2/h2 + h −1/h2 + h
h h . . . h −1/h2 + h 2/h2 + h


Таким образом, матрица системы является заполненной, и для решения системы уравнений
с этой матрицей потребуется O(N3) арифметических операций.

Опишем другой алгоритм решения системы уравнений (2). Введем новую неизвестную

c =
N−1∑
j=1

huj . Тогда (2) примет вид

−un+1 − 2un + un−1

h2
+ c = fn, n = 1, . . . , N − 1,

N−1∑
j=1

uj − c/h = 0, u0 = uN = 0.

(3)

Относительно вектора неизвестных (u, c)T система (3) может быть записана следующим
образом

A

(
u
c

)
≡
(
A11 A12

A21 A22

)(
u
c

)
=

(
f
0

)
, (4)

где f = (f1, . . . , fN−1)T ,

A11 =


2/h2 −1/h2 0 0 . . . 0
−1/h2 2/h2 −1/h2 0 . . . 0

0 −1/h2 2/h2 −1/h2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 −1/h2 2/h2 −1/h2

0 . . . 0 0 −1/h2 2/h2

 ,

A21 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
N−1

), A12 = AT21, A22 = −1/h.

Таким образом, матрица A является симметричной и A11 > 0, A22 < 0 , т.е. A является
оператором с седловой точкой.

Для решения системы линейных алгебраических уравнений (4) поступим следующим
образом. Применим к обеим частям первого уравнения (4) оператор A−1

11 . Тогда u =

A−1
11 (f − A12c) . Подставляя полученное выражение во второе уравнение (4), получим

уравнение для c :
(A21A

−1
11 A12 −A22)c = A21A

−1
11 f . (5)

Оператор A21A
−1
11 A12 − A22 левой части уравнения (5) является симметричной,

положительно определенной матрицей и носит название "дополнение по Шуру" (см.,
например, [2]).

Опишем алгоритм решения задачи (4):

1. Находим вектор y = A−1
11 f , решая систему линейных алгебраических уравнений

Ay = f методом прогонки.

2. Вычисляем правую часть (4): a ≡ A21A
−1
11 f = A21y =

N−1∑
j=1

yj .

3. Положим b = A121 = (1, . . . , 1)T и найдем вектор z , решая систему A11z = b методом
70



Г.М. Кобельков

прогонки. Таким образом, мы находим z = A−1
11 A121 .

4. Вычисляем

d = (A21A
−1
11 A12 −A22)1 = A21z−A221 =

N−1∑
j=1

zj + 1/h.

5. Величина c вычисляется по формуле c = a/d .
6. Решение u находится из первого уравнения (4) методом прогонки.

Нетрудно видеть, что предлагаемый алгоритм требует для своей реализации O(N)
арифметических операций, т.е. является оптимальным по порядку.
Примечание 1. Заметим, что систему уравнений (2) можно было преобразовать к виду

(3) не обязательно так, как это делалось выше. Например, можно было бы ввести новую

переменную c по формуле: c =
N−1∑
j=1

huj , и это уравнение добавить в систему без изменений

(ранее это уравнение добавлялось в систему после деления на h ). Тогда преобразованная
система примет вид (3), A11 и A12 останутся прежними, но A22 = −1 и A21 = (h, . . . , h) .
Таким образом, в этом случае A12 6= AT21 , т.е. матрицы A и A21A

−1
11 A12−A22 не являются

симметричными. Тем не менее, алгоритм решения задачи (4) остается неизменным.
Примечание 2. Система уравнений (2) может быть легко решена (приближенно) с

использованием быстро сходящегося итерационного процесса

−
uk+1
n+1 − 2uk+1

n + uk+1
n−1

h2
+
N−1∑
j=1

hukj = fn, n = 1, . . . , N − 1,

uk+1
0 = uk+1

N = 0.

Однако рассматриваемая задача является модельной, и если перед интегральным
оператором поставить большой коэффициент, то скорость сходимости замедлится или
метод вообще не будет сходиться.
2. Рассмотрим теперь обобщение задачи (1):

−u′′(x) +
1∫
0

k(x)g(y)u(y)dy = f(x), u(0) = u(1) = 0. (6)

По аналогии с предыдущим случае введем на [0, 1] равномерную сетку с шагом h =
1/N и аппроксимируем вторую производную в (6) разделенной разностью, а интеграл –
квадратурной формулой трапеций. Получим

−un+1 − 2un + un−1

h2
+ kn

N−1∑
j=1

hgjuj = fn, n = 1, . . . , N − 1;

u0 = uN = 0.

(7)

Здесь
kn = k(nh), gj = g(jh), fn = f(nh).

Нетрудно видеть, что задача (7) аппроксимирует исходную задачу (6) с порядком O(h2) .
В дальнейшем будем предполагать, что решение (7) существует и единственно. Введем

новую переменную c =
N−1∑
j=1

hgjuj . Тогда система (7) преобразуется к виду

A

(
u
c

)
≡
(
A11 A12

A21 A22

)(
u
c

)
=

(
f
0

)
, (8)

где f = (f1, . . . , fN−1) , матрица A11 – та же, что и в предыдущем случае, но

A21 = (k1, . . . , kN−1), A12 = (g1, . . . , gN−1)T , A22 = −1/h.

Алгоритм решения задачи (8) дословно совпадает с алгоритмом решения задачи (5).
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3. Перейдем к случаю общего интегрального оператора. А именно, рассмотрим краевую
задачу

−u′′(x) +
1∫
0

K(x, y)u(y) dy = f(x), u(0) = u(1) = 0. (9)

Аппроксимируем (9) таким же образом как и выше – заменим вторую производную на сетке
второй разделенной разностью, а интеграл – квадратурной формулой трапеций. Имеем

−ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+
N−1∑
j=1

hK(ih, jh)uj = fi, i = 1, . . . , N − 1;

u0 = uN = 0.

(10)

Обозначим kij = K(ih, jh) и аппроксимируем сеточное ядро (kij) следующим образом.
Заметим, что kij являются элементами квадратной матрицы G . Представим G в виде
ортогональной суммы матриц ранга 1 :

G =
N−1∑
m=1

λmkmg
T
m, где

km, m = 1, . . . , N − 1 – единичные собственные вектор-столбцы матрицы GTG , а gm –
единичные собственные вектор-столбцы матрицы GGT . Предположим, что коэффициенты
разложения упорядочены по убыванию модулей. Если это не так, то переставим члены
ряда, чтобы это условие выполнялось. В большинстве практических задач матрица G
может быть приближена с достаточной точностью двумя-тремя членами разложения.
Таким образом, мы приходим к необходимости рассмотрения следующей задачи

−ui+1−2ui+ui−1

h2 +
l∑

m=1

N−1∑
j=1

hλmkmigmjuj = fi, i = 1, . . . , N − 1,

u0 = uN = 0,

(11)

которая является аппроксимацией с порядком O(h2) интегро-дифференциальной задачи

−u′′(x) +
l∑

m=1

1∫
0

km(x)gm(y)u(y)dy = f(x), i = 1, . . . , N − 1,

u(0) = u(1) = 0.

По аналогии с рассмотренным выше, введем вектор c = (c1, . . . , cl)
T , где cm =

N−1∑
j=1

h
√
λmgmjuj . Тогда система ЛАУ (11) запишется в виде

A

(
u
c

)
≡
(
A11 A12

A21 A22

)(
u
c

)
=

(
f
0

)
, (12)

где f = (f1, . . . , fN−1)T , 0 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

)T , матрица A11 – та же, что и в предыдущем случае,

но A21 – матрица размерности l × (N − 1) , A12 – матрица размерности (N − 1)× l :

A21 =

 √λ1k11

√
λ1k12 . . .

√
λ1k1,N−1

. . . . . . . . . . . .√
λlkl1

√
λlkl2 . . .

√
λlkl,N−1

 ,

A12 =

 √
λ1g11

√
λ2k12 . . .

√
λlkl,1

. . . . . . . . . . . .√
λ1kN−1,1

√
λ2kN−1,2 . . .

√
λlkN−1,l

T

.

Матрица A22 размером l× l является диагональной с элементами на диагонали, равными
−1/h .
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Переходя к дополнению по Шуру, система (12), как и выше, преобразуется к виду

(A21A
−1
11 A12 −A22)c = A21A

−1
11 f . (13)

Алгоритм решения задачи (13) состоит в следующем.

1. Найдем правую часть (13)
d = A21A

−1
11 f .

Это требует O(N) арифметических операций.

2. Возьмем вектора
ck = (0, . . . , 1, . . . , 0)T ,

где единица стоит на k -м месте, и вычислим

dk = (A21A
−1
11 A12 −A22)ck, k = 1, . . . , l.

Вычисление всех dk можно выполнить за O(lN) операций.

3. Вектора dk образуют базис в пространстве векторов размерности l , поэтому имеет
место представление

d ≡ A21A
−1
11 f =

N−1∑
j=1

αkfk. (14)

Соотношение (14) представляет собой систему линейных алгебраических уравнений
относительно коэффициентов αk , которая может быть решена за O(l3) операций. После
чего решение (13) будет иметь вид

c = (α1, . . . , αl)
T .

Нахождение u при известном c потребует O(N) операций. Таким образом, общее
количество арифметических операций для решения системы уравнений (12) по порядку
будет равно O(lN + l3) , т.е. при малых l этот метод требует существенно меньшего числа
операций по сравнению с прямым решением системы (12) методом Гаусса.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 17-01-00838).
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Интегро-дифференциалдық теңдеулердi сандық шешудiң бiр әдiсi жөнiнде

Аннотация: Интегралдық оператордың аналогы төменгi қабаттан, ал дифференциалдық оператордiң —
жоғарғы қабаттан алынатын сызықты алгебралық теңдеулер жүйесiн шешудiң сәйкес иттерациалық әдiстiн
қолданудан тұратын интегро-дифференциалдық және интегралдық теңдеулердi сандық шешуге арналған

Түйiн сөздер: интегро-дифференциалдық теңдеулер, интегралдық теңдеулер, дифференциалдық оператор,
сызықты алгебралық теңдеулер жүйелерi, ақырлы айырымдар әдiсi, итерациа әдiсi.
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