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МРНТИ: 27.25.17
Н. Темиргалиев

Институт теоретической математики и научных вычислений Евразийского
национального университета имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан

(E-mail: ntmath10@mail.ru)

Теории вложений и приближений в контексте К(В)П и внутренних проблем
теории функций

Аннотация: Компьютерный (вычислительный) поперечник, как нам представляется,
вполне отчетливо на уровне "На все времена!" напрямую формулирует главные
задачи Теории приближений, Вычислительной математики и Численного анализа с
сопровождающим сервисным обслуживанием компьютерных вычислений. При этом уже
на стадии формулировки задачи к числу первых требований к корректности постановки
относятся соответствующие неулучшаемые теоремы теории вложений. Вместе с тем, в них
самих - здесь это Теоремы вложения и Теория приближений - имеются, говоря словами
П.Л. Ульянова, "внутренние проблемы". Тому и посвящена настоящая статья.

Ключевые слова: Компьютерный (вычислительный) поперечник, Теория вложений,
Теория приближений, классы и пространства функций, модули гладкости, наилучшие
приближения.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182-2018-125-4-8-68
Введение

В статьях [1–3] был предложен новый взгляд на Теорию приближений, Вычислительную
математику и Численный анализ в свете Компьютерного (вычислительного) поперечника
(К(В)П). Здесь начальным является определение

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡

≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

sup
f∈F,{γ(τ)

N }
N
τ=1∣∣∣γ(τ)

N

∣∣∣≤1(τ=1,....,N)

∥∥∥Tf ( · )− ϕN
(
l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N , ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥∥
Y
,

(1)
по сути представляющий собой неистощимый источник получения окончательных
результатов "На все времена!"

Проблема оптимального восстановления по неточной информации, оформленная
под названием "Компьютерный (вычислительный) поперечник", заключается, в
собирательном смысле, в последовательном решении нижеследующих трех задач – К(В)П-
1, К(В)П-2 и К(В)П-3.

При заданных T, F, Y,DN (фиксированных всюду по последующему контексту):
К(В)П-1: Находится порядок � δN (0;DN )Y ≡ δN (0;T ;F ;DN )Y , – информативная

мощность набора вычислительных агрегатов DN ≡ DN (F )Y с построением конкретного
вычислительного агрегата

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
из DN ≡ DN (F )Y , поддерживающего порядок �

δN (0;DN )Y .
8
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К(В)П-2: Для
(
l
(N)

, ϕ̄N

)
исследуется задача существования и нахождения

последовательности ε̃N ≡ ε̃N

(
DN ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
≡
(
ε̃

(1)
N , ..., ε̃

(N)
N

)
с неотрицательными

компонентами – К(В)П-2-предельной погрешности (соответствующей оптимальному
вычислительному агрегату

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
) такой, что δN (0;DN )Y � δN

(
ε̃N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
≡

sup
{
‖Tf ( · )− ϕ̄N (z1, ..., zN ; ·)‖Y : f ∈ F,

∣∣l̄τ (f)− zτ
∣∣ ≤ ε̃(τ)

N (τ = 1, ..., N)
}
,

с одновременным выполнением

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
/δN (0;DN )Y = +∞.

К(В)П-3: Устанавливается массивность предельной погрешности ε̃N

(
DN ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
:

находится как можно большое множество MN

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
из DN (обычно связанное со

структурой исходного
(
l
(N)

, ϕ̄N

)
) вычислительных агрегатов

(
l(N), ϕN

)
, построенных по

функционалам l
(1)
1 , ..., l

(N)
N (в общей постановке не обязательно линейным), таких, что для

каждого из них выполнено

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l(N), ϕN

))
Y
/δN (0;DN )Y = +∞.

Если окажется, что в К(В)П-1 экстремальных вычислительных агрегатов будет
больше одного, то по каждому из них проводится К(В)П-2,-3 анализ, поскольку их
вычислительные качества определяются не только по величине предельной пограшности,
но и по приспособленности структуры вычислительного агрегата к особенностям объекта
применения.

"Теория приближений" и "Вычислительная математика" есть, по сути, замена
сложного, в определенном смысле, объекта на простой объект, со структурными и
вычислительными преимуществами соответственно, с обязательной оценкой возникающей
при этом погрешности. Как нам представляется, К(В)П-1 в главном должен и может быть
количественным описанием этой словестной формулировки. Именно, Теорию приближений
и Вычислительную математику (линейный аспект) в контексте К(В)П-1 предлагается
понимать так: при заданных T, F и Y с DN ≡ LN (F ) × {ϕN}Y , составленном из всех
возможных линейных функционалов над F и из {ϕN}Y , требуется построить конкретный
вычислительный агрегат ϕ

(
l1 (f) , ..., lN (f) , ·

)
со свойством

δN (0;T, F, LN (F )× {ϕN}Y )Y � sup
f∈F

∥∥Tf − ϕN (l1 (f) , ..., lN (f) , ·)
∥∥
Y
.

Дальнейшие конкретизации К(В)П-постановки через DN ⊂ LN (F )×{ϕN}Y приводят к
специальным задачам типа "Аппроксимативные возможности той или иной независимой
системы”, "Приближенное вычисление интегралов и иных сложных объектов" и т.п.
Особый случай Теории приближенийи Вычислительной математикисоставляют DN с
нелинейными функционалами.

Далее, задачи К(В)П-2, -3, вместе с К(В)П-1 в совокупности составляют новую схему
исследований, образующих, по нашему пониманию, Численный анализ.

При данных T, F и Y решение задачи К(В)П-1 по всевозможным вычислительным
агрегатам по линейной информации LN (F ) × {ϕN}Y полагается полным первичным
основополагающим решением, с отнесением к Теории приближений, или же, как это
цитируется в [2, стр. 73] "В рамках современной терминологии Вычислительная
математика – часть информатики, относящаяся к методологии применения ЭВМ для
решения задач науки, техники, производства и практически всех областей человеческой
деятельности". с передачей в лоно Вычислительной математики, если оптимальный
агрегат приближения ϕ̄N (l̄1(f), ..., l̄N (f); ·) носит выраженный вычислительный характер.
Тем самым, вкупе с решениями К(В)П-2 и -3, получаем неограниченное количество задач
с результатами "На вечные времена".

9



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2018, Том 125, №4

Затем исследуется К(В)П-задача при DN ≡ DN (F )Y из
{(
l(N), ϕN

)}
F,Y

, но только по
всестороннему жесткому обоснованию. В составе чего, через выборDN , можно изучать
вычислительные возможности конкретных систем.

Скорость δN (0, F, Tf,DN )Y �≺? можно "загрубить" в обмен на выигрыш (в log -
и даже в степенной шкале) в вычислении (соответствующего таким ослабленным
требованиям) агрегата ϕN (l1(f), ..., lN (f), · ) . Здесь главным источником исследований
будут практические потребности для конкретных целей с неограниченным потенциалом
уточнений и улучшений.

Теория вложений включается в теорию приближений в концепции [2,3] в определении и
выводе [2, стр. 37]:

"Вложение класса F в E : Пусть α есть комплекс свойств, наложенных на
множество F , β – комплекс более сильных, чем α свойств, определяющих множество
E . Если комплекс свойств γ совместно с условием α обеспечивает теоретико-
множественное включение F ⊂ E , то говорят" γ есть условие вложения F в E .

Общий вывод: для корректности величины δN (0;T ;F ;LN (F )× {ϕN}Y )Y
необходимы дополнительные связи между T , F и Y в виде вложения TF ⊂ Y (что
может быть выпонено автоматически), в котором неулучшаемость условия вложения
γ обеспечивает постановку задачи в самых широких (минимальных) условиях."

Теория приближений в полном объеме не ограничивается концепцией [2, 3], о чем
говорилось в [2, стр. 76]:

"Конечно, «Теория приближений» в полном объеме не сводится к К(В)П-1 определению,
поскольку в ней есть внутренние проблемы. Вот одна из них: «Как быть с основными
теоремами теории приближений?»(привлеченные определения и обозначения см. в [4]):

Прямыми теоремами Джексона:EN (f)p � ωα
(

1
N ; f

)
p

Обратными теоремами Бернштейна: ω1

(
1
N ; f

)
p
� 1

N

∑N
k=1Ek(f)p

С порядковым равенством Потапова-Симонова:

ωα

(
1

N
; f

)
p

� EN (f)p +
1

Nα

∥∥∥∥∥∥
(

N∑
n=−N

f̂ (m) e2πi(m,x)

)(α)
∥∥∥∥∥∥
Lp(0,1)

(2)

Версия ответа: это внутренние вопросы взаимоотношений между характеристиками
подвергающихся приближению функций – структурных (как устроена функция) и
конструктивных (как устроено средство приближения):Прямые теоремы отвечают на
вопрос «Как структурные свойства влияют на скорость приближения?» и Обратные
теоремы – «Как скорости приближения влияют на структурные свойства?».

Теорема Потапова – Симонова показывает, что эти классические вопросы надо было
ставить с привлечением дробного дифференцирования частичных тригонометрических
сумм Фурье и получить точный порядковый ответ (2)."

Такие же "внутренние проблемы" имеются и в отношении Теории вложений, хотя [5]
"Теоремы вложения типа Критериев П.Л. Ульянова доказаны и для других, нежели Hω

p ,
классов функций одного и многих переменных. Не исключено, что связи, аналогичные
установленным в настоящей статье, между теоремами вложения и порядками
соотвтетствующих Компьютерных (вычислительных) поперечников имеют место и в
этих случаях".

Основанием к данной статье послужил следующий эпизод.
Молва гласит, что 1967 году, когда П.Л. Ульянов в Алма-Ате рассказывал о своих

знаменитых теоремах вложения [6], ему был задан вопрос "Зачем все это нужно?", на что
был ответ "Конечно, в тракторостроении это не нужно, но есть внутренние проблемы
теории функций, где в них есть потребность".

Оставаясь на позициях [1–3], обратимся к "внутренним проблемам" Теории
приближений, когда в качестве "сложного" объекта выступают непрерывные на отрезке
[0, 1] функции, а приближающий "простой" объект ϕN (f(t1), ..., f(tN );x) ≡ ϕN (x)
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формируется по значениям f(x) в точках сетки 0 ≤ t1 < ... < tN ≤ 1. Естественно
ожидать, что значения f(tk−1) и f(tk) отвечают за значения f(x), tk−1 < x < tk.

Вместе с тем, даже для бесконечно гладких f(x) означенные их значения могут сколь
угодно далеки от представляющих их f(tk−1) = 0 и f(tk) = 0 , со всеми отсюда
вытекающими отрицательными последствиями (см. Рисунок 1): меняя значения f(x) в
точках x, tk−1 < x < tk , но оставляя f(tk−1) = 0 и f(tk) = 0 неизменными, стало быть,
неизменным и ϕN (x) , получим сколь угодно большие значения |f(x)− ϕN (x)| .

Конечно, здесь все дело в том, что значения f(tk−1) = f(tk) = 0 никак не
отражают поведение f(x) на интервале (tk−1, tk) , где функция может сколь угодно быстро
изменяться, а гладкость, соответственно, будет мала.

t0 = 0

tk−1 tk tN = 1

Рисунок 1

Анализ этого примера приводит к принципиальному выводу, что в постановке К(В)П-
задач в той или иной мере должна присутствовать гладкость, в том или ином смысле
ограничивающая изменение f(x) при изменении x от tk−1 до tk , механизм действия
которого передан на Рисунке 2:

f(x)

tk−1 x tk

f(tk−1)

0

Рисунок 2

чем дальше от tk−1 , тем больше свободы для f(x) представляет данный сектор
ограничений, что и составляет суть назначения различных классов функций F ,
привлекаемых при исследовании данного круга вопросов.

Перейдем к самим классам в ключе их разновидностей.
§1. Классы и пространства функций
1. Классы функций как важнейшая составляющая постановки задач в

непрерывной математике
Классы функций определяются заданием тех или иных свойств и ограничений,

выделяющих элементы множества, составляющих класс, из общей массы всевозможных
функций.

Грубо говоря, задачи Анализа состоят в том, чтобы выяснить, как одна группа свойств
одних объектов отражается на группе свойств тех же или других объектов, каким-то
образом связанных с первыми (в теории квадратурных формул - это связь скорости
убывания их погрешности с гладкостью подынтегральной функции), а, поскольку, классы
функций есть не что иное, как выделение разумных в том или ином смысле свойств
функций, то задание классов составляют важнейшую часть постановок задач, стало быть,
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и содержания математических исследований. Так, в [7, стр. 201] читаем: «Вопросы,
относящиеся к хорошему с точки зрения теории аппроксимации разбиению непрерывных
функций на классы, встречаются в громадном количестве работ».

Пояснение 1. Классы функций, по мнению М.К. Потапова, - это то же самое,
что множество функций, а пространство функций - класс, снабженный нормой (или
полунормой). Такое объяснение находит подтверждение в Оглавлении монографии С.М.
Никольского [8], в названиях глав которой читаем: "Классы функций W,H и B ", и,
далее, "Полнота пространств W,H и B ", понятно, по причине определения полноты
через норму. Пространства также называют классами, но никогда наоборот, чего будем
придерживаться в данной статье.

Далее, c привлечением понятия класса могут быть уточнены постановки задач в
различных областях математики, например, в дифференциальных уравнениях (см. [9,
стр. 304-305]): «. . . известный пример Адамара начальных данных fn (x) ≡ 0, gn (x) =
n−1 sinnx , дающих решение задачи Коши вида un (x, y) = n−2shny sinnx , говорит вовсе
не об отсутствии непрерывной зависимости от начальных данных, как его обычно
трактуют, а о том, что малые изменения начальных могут привести к тому, что мы
выходим из совокупности начальных данных, для которых существует решение задачи
Коши. В связи со сказанным целесообразно ввести понятие о классах корректности
задачи Коши для уравнения Лапласа».

Большой материал по теории конкретных функциональных пространств, играющих
важную роль в Анализе и его приложениях, собран, переработан и изложен в обзорной
статье [10] и в монографии Х. Трибеля [11]. Всюду в данной статье, если не оговорено
противное, измеримость множеств и функций понимается в смысле s-мерной меры Лебега
в Rs(s = 1, 2, . . . ) .
2. Пространства Лебега. Классы и пространства Орлича
1) Пространства Лебега.Пусть E ⊂ Rs -измеримое множество. Тогда в класс Lp (E)

относят все измеримые на E функции f такие, что конечны следующие нормы

1) Если 1 ≤ p <∞ , то ‖f‖p ≡ ‖f‖LP (E) =
(∫
E |f(x)|p dx

) 1
p ;

2) Если p =∞ , то под L∞ (E) понимается
либо пространство равномерно непрерывных на E функций f и тогда

‖f‖∞ = ‖f‖C(E) = sup
x∈E
|f(x)| ,

либо пространство существенно ограниченных на E функций f с нормой

‖f‖∞ = vrai sup
x∈E

|f(x)| .

Под классом Lp,∞ ≡ Lp,∞ ((0.1)s × [0,+∞)) будем понимать множество всех функций
g : Rs × [0,+∞) → C , таких, что для каждого t ∈ [0,+∞) функция gt (x) = g (x, t) как
функция аргумента x ∈ Rs является измеримой периодической с периодом 1 по каждой
из своих sпеременных и удовлетворяет неравенству

‖g‖Lp,∞ = sup
t≥0

(∫
[0,1]s

|g (x, t)|p dx

)1/p

< +∞.

Сюда же отнесем общую шкалу классов `ps, 0 < p ≤ +∞, определяемых как множество,
составленное из всевозможных комплекснозначных последовательностей c ≡ {cm}m∈Zs
таких, что конечна величина

‖c‖`ps =


( ∑
m∈Zs

|cm|p
) 1
p

, если 0 < p < +∞,

sup
m∈Zs

|cm| , если p = +∞.

2) Классы и пространства Орлича (см., напр., [10]). Определенная на
(−∞,+∞) неотрицательная функция ϕ (t) называется N -функцией, если она допускает
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представление ϕ (u) =
∫ |u|

0 p (t) dt , где p(t) -неубывающая на [0,+∞) функция, такая что

p (0) = 0, lim
t→+∞

p (t) = +∞.

Множество ϕ (L) всех тех измеримых на [0, 2π] функций f(x) , для которых∫ 1
0 ϕ (f (x)) dx < +∞ , называют классом Орлича, а его пополнение по линейности,
снабженное нормой

‖f‖ϕ = sup

{∫ 2π

0
|f(x)g(x)| dx :

∫ 2π

0
Ψ (|g(x)|) dx ≤ 1, Ψ(y) = sup p(t) ≤ y

}
,

- пространством Орлича ϕ∗ (L) .
Также определим более общие классы ϕ (L) , где ϕ (t) ≥ 0 - четная, неубывающая

неограниченная на [0,∞) функция. При заданном измеримом множестве E класс ϕ (L) =
ϕ (L;E) состоит из всех измеримых на E функции f таких, что

∫
E ϕ (f (x)) dx < +∞ .

Для нормированного пространства Y через ϕY (L) обозначим множество, составленное
из всех f таких, что ϕ(f) ∈ Y с ‖ϕ(f)‖Y < +∞ .
3. Классы Соболева, Никольского и Бесова W,H и B (см., напр., [10], стр. 48,

59 и 66-67, соответственно).
1) Классы Соболева W r

q (0, 1)s (s = 1, 2, ..., r = 0, 1, ..., 1 ≤ q ≤ +∞) .
Класс Cоболева W r

q (0, 1)s есть множество всех 1-периодических по каждой переменной
функций f(x) = f(x1, ..., xs) , которые в случае r > 0 вместе со своими частными
производными до порядка r включительно принадлежат Lq(0, 1)s и для которых
выполнено неравенство

‖f‖W r
q
≡ ‖f‖Lq +

s∑
j=1

∥∥∥∥∥ ∂r∂xrj f
∥∥∥∥∥
Lq

≤ 1,

а в случае r=0 полагаем W r
q (0, 1)s = Lq(0, 1)s .

2) Классы Соболева W
ωr1 ,...,ωrs
2 (см. [12]). Для данного действительного числа r ≥ 1

всякую непрерывную неубывающую на [0,1] функцию ωr (δ) такую, что

ωr (0) = 0и
ωr (η)

ηr
≤ C(ωr) ·

ωr (ξ)

ξr

при некотором C(ωr) > 0 и всех 0 < ξ < η ≤ 1 , называют функцией типа модуля гладкости
r -го порядка.

В качестве функций типа модуля гладкости r -го порядка можно указать функции вида
δr logr1 1

δ , δ
r logr1 1

δ log logr2 1
δ и т.п., где соответственно r ≥ 1, 0 < r1 < +∞,−∞ < r2 <

+∞ .
Пусть ωr1 , ..., ωrs - система функций типа модуля гладкости порядков r1, ..., rs

соответственно. В дальнейшем, не ограничивая общности (в случае необходимости,
переходя к

(
ωrj (δ) + δr

)
/(ωrj (1) + 1) ), будем считать, что все функции ωrj (j = 1, .., s)

строго возрастают на [0, 1] и ωrj (1) = 1 .
Обратную к инъективной функции g будем обозначать через g−1 .
Рассмотрим функции ω−1

rj (ζ) , обратные к ωrj (δ) , и положим

δ = τ−1(ζ) =
s∏
j=1

ω−1
rj (ζ) (0 ≤ ζ ≤ 1) .

Очевидно, что δ = τ−1(ζ) является строго возрастающей непрерывной функцией на [0,1],
причем τ−1(0) = 0 и τ−1(1) = 1 .Функцию ζ = τ (δ) , обратную к τ−1(ζ) , следуя В.И.
Коляде [13], будем называть средней функцией системы ωr1 , ..., ωrs .

Отметим, что в случае ωr1(δ) = ... = ωrs(δ) = ωr(δ) средняя функция этой системы,
очевидно, есть функция ζ = τ(δ) , обратная к функции δ = τ−1(ζ) =

(
ω−1
r (ζ)

)s .
13
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Класс W
ωr1 ,...,ωrs
2 есть, по определению, множество всех суммируемых 1-периодических

по каждой переменной функций f(x) = f(x1, ..., xs) , тригонометрические коэффициенты
Фурье-Лебега f̂(m) которых удовлетворяют условию

∑
m∈Zs

∣∣∣f̂(m)
∣∣∣2 ·
 1

ω2
r1

(
1
m1

) + ...+
1

ω2
rs

(
1
ms

)
 ≤ 1,

где Zs - множество всех векторов m = (m1, ...,ms) с целочисленными компонентами, mj =
max{1, |mj |}, j = 1, .., s .

В частности, при ωrj (δ) = δrj классы W
δr1 ,...,δrs

2 сводятся к обычным анизотропным
классам Соболева W

r1,...,rs
2 .

3. Классы Никольского - Бесова (см. [10, с. 75-76].
Пусть s = 1, 2, ... и k = 0, 1, 2, ... ,

Qk =
{
m = (m1, ...,ms) ∈ Zs : −2k ≤ mj ≤ 2k, j = 1, 2, ..., s

}
, Q−1 = ∅, Γk = Qk\Qk−1.

Здесь и далее для функций f (x) ∈ Lp (0, 1)s через f̂ (m) обозначим тригонометрические
коэффициенты Фурье

f̂ (m) =

∫
[0, 1]s

f (x) e−2πi(m,x)dx.

Для измеримой функции g(x) положим

‖g‖pp =

∫
[0,1]p

|g (x)|p dx,

а для набора чисел {a (k)}k∈A , где A – заданное счетное множество, через ‖ak‖lθ(A)

обозначим sup
k∈A
|a (k)| при θ = +∞ и

(∑
k∈A |a (k)|θ

) 1
θ при 1 ≤ θ < +∞.

Класс Никольского-Бесова Br
p,θ (0, 1)s (s = 1, 2, ...; r > 0; 1 < p < +∞; 1 ≤ θ ≤ +∞)

состоит из всех 1-периодических по каждой переменной функций f (x) ∈ Lp (0, 1)s таких,
что ∥∥∥∥∥∥2kr

∥∥∥∥∥∥
∑
m∈Γk

f̂ (m) e2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥∥∥
lθ(k≥0,k∈Z)

≤ 1.

4. Классы функций с доминирующей смешанной производной и гладкостью
Начнем с трех из них, определяемых в виде свертки функции, выполняющей роль

производной определяемой функции, с соответствующим ядром, заданием скорости
убывания в заданной норме разности значений функции в точках и скорости убывания
коэффициентов Фурье соответственно:
1) Класс Соболева SW r

q (0, 1)s (r > 0, 1 ≤ q ≤ +∞) есть множество всех функций
f(x) , представимых в виде (y = (y1, . . . , ys))

f (x) = (ϕ ∗ Fr) (x) =

∫
[0,1]s

ϕ (x+ y) 2s
s∏
j=1

∑
kj>0, kj∈Z

(2πkj)
−r cos 2π (kjyj − r/4) dy,

где ‖ϕ‖Lq(0,1)s ≤ 1.

2) Класс Никольского SHr
q (0, 1)s (r > 0, 1 ≤ q ≤ +∞) есть множество всех 1-

периодических по каждой переменной функций f (x) ∈ Lp (0, 1)s таких, что для
некоторого l > r выполнено соотношение∥∥∥∆l

h1
...∆l

hsf (x1, ..., xs)
∥∥∥
Lp(0,1)s

≤
s∏
j=1

|hj |r ,

где ∆hjf ≡ ∆1
hj
f = f (x1, ..., xj−1, xj + hj , xj+1, ..., xs)− f (x1, ..., xs) , ∆k

hj
= ∆hj

(
∆k−1
hj

)
.
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3) Класс Коробова Ers(r > 1, s = 1, 2, ...) (см. [14]) состоит из всех 1-периодических
по каждой переменной функций f (x) = f (x1, ..., xs) , тригонометрические коэффициенты
Фурье которых удовлетворяют неравенству

∣∣∣f̂ (m)
∣∣∣ ≤

 s∏
j=1

max {1; |mj |}

−r .
4) Классы Никольского - Бесова - Аманова с доминирующей смешанной разностью

(см., например, [10]). Пусть r = (r1, ..., rs) , rj > 0, 1 ≤ p < +∞,≤ θ ≤ +∞ .
Класс SBr1,...,rs

p,θ состоит из всех 1-периодических по каждой переменной функций f (x) ∈
Lp (0, 1)s таких, что∥∥∥∥∥∥∥∥∥2τ1r1+...+τsrs

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∑

2τj−1≤|mj |<2τj−1,
j=1,...,s

f̂ (m) e2πi(m,x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
lθ(τj=1,2,...,j=1,...,s)

≤ 1.

Пояснение 2. Разрешение на такое название классов SBr1,...,rs
p,θ нами было получено

от академика АН СССР и России С.М. Никольского и члена - корреспондента РАН
О.В.Бесова 3 июля 2003 года во время Международной научно-практической конференции
«Теория функций, функциональный анализ и их приложения», посвященной 80-летию со
дня рождения члена-корреспондента АН Каз. ССР Тулеубая Идрисовича Аманова (1923-
1978) в г. Семей (1-4 июля 2003 г.). См. также статью – Об общем алгоритме численного
интегрирования периодических функций многих переменных // Докл. РАН, 2007, т. 416,
№2, с. 169-173.
5) Класс Eθs (λ) . Пусть λ (m) > 0 (m ∈ Zs) и класс Eθs (λ) (1 ≤ θ ≤ +∞) состоит из

1-периодических по каждой переменной суммируемых функций f (x1, ..., xs) таких, что∑
m∈Zs

λ−1 (m) < +∞

и ∥∥∥λ (m)
∣∣∣f̂ (m)

∣∣∣∥∥∥
lθ(Zs)

≤ 1.

Пусть

λ (m) =
s∏
j=1

max (|mj | , 1)r , r > 1,

тогда при θ = +∞ множество E∞s (λ) ≡ Ers есть класс Коробова [14], а при θ = 2
множество E2

s (λ) ≡ SW r
2 есть класс Соболева с доминирующей смешанной производной.

5. Классы Ульянова Us (β, θ, α;ψ) (см. [15])
П.Л. Ульяновым были доказаны следующие теоремы:
Теорема А (П.Л. Ульянов [16]). а) Пусть даны числа α ∈ (0,+∞) , β ∈ (−∞,+∞)

и θ ∈ (0, 1) . Тогда, если у 1-периодических функции f ∈ C∞ коэффициенты Фурье∣∣∣∣∫ 1

0
f (x) e2πinxdx

∣∣∣∣ =
∣∣∣f̂ (n)

∣∣∣ ≤ A (f) |n|β θ|n|
1/α

, |n| ≥ 1, (1)

то для любого целого k ≥ 1

max
−∞<x<+∞

∣∣∣f (k) (x)
∣∣∣ ≡ ∥∥∥f (k)

∥∥∥ ≤ A (f)C1 (α, β, θ) kγqkkkα,

где

q =

(
α

e ln 1
θ

)α
, γ = αβприα ∈

(
0,

1

2

)
и γ = αβ + α− 1

2
приα ≥ 1

2
(2)
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б) Для всяких чисел α ∈ (0,+∞) , β ∈ (−∞,+∞) и θ ∈ (0, 1) найдется функция
f0 = f0 (t; α, β, θ) ∈ C∞ такая, что для нее выполнены условия (1) и, кроме того,

lim
k→+∞

∥∥∥f (k)
0

∥∥∥
kγqkkkα

> 0, где q и γ взяты из (2).

Теорема В (П. Л. Ульянов [16])
а) Пусть даны числа α > 0, q > 0 и τ ∈ (−∞,+∞) . Тогда если у 1-периодической

функции f ∈ C∞ нормы ∥∥∥f (k)
∥∥∥ ≤ A (f) kτqkkkαприk ≥ 1, (3)

то ∣∣∣f̂ (n)
∣∣∣ ≤ A (f)C2 (α, q, τ) |n|

τ
α θ|n|

1/α

при |n| ≥ 1, (4)

где

θ = e
α

eq
1
α

б) Для любых чисел α > 0, q > 0 и τ ∈ (−∞,+∞) существует функция f0 =
f0 (t; α, q, τ) такая, что выполнено неравенство (3) и, однако,

lim
n→+∞

∣∣∣f̂0 (n)
∣∣∣

n
τ
α θn

1
α

> 0,

где θ взято из (4).
На основе этих результатов П.Л. Ульянова [16] Н. Темиргалиевым [15] были определены

классы Us (β, θ, α;ψ) функций f (x) = f (x1, ..., xs) , 1-периодических по каждой из s(s =
1, 2, . . . ) переменных и таких, что ( y = max {|y| ; 1} ):∣∣∣ f̂(m)

∣∣∣ ≤ s∏
j=1

(mj)
βj θ

m
α−1
j
j

j ψj(mj)(m ∈ Zs),

где β = (β1, ..., βs) ∈ Rs , θ = (θ1, ..., θs) ∈ (0, 1]s , α = (α1, ..., αs) (αj > 0 (j = 1, ..., s)) ,
ψ = (ψ1, ...ψs) (ψj(x) - медленно колеблющиеся положительные функции при всех
j=1,. . . ,s, т.е. существуют пределы lim

y→+∞
ψj (y) yδ (j = 1, ..., s) и равны 0 или +∞ в

зависимости от того δ < 0 или δ > 0 ). f̂ (m) = f̂ (m1, ...,ms) - тригонометрические
коэффициенты Фурье.

Шкала классов Us (β, θ, α;ψ) представляет собой классификацию функций в широком
диапазоне от предельно малой гладкости до аналитических и их подклассов, включая
известные классы Коробова [14] Ers ≡ Us

(
−r,~1,~1;~1

)
, где ~b = (b, ..., b) ∈ Zs и r =

(r1, r2, ..., rs) с rj > 1 при всех j = 1, ..., s . Более того, при определенных значениях
параметров, класс Us (β, θ, α) ≡ Us

(
β, θ, α;~1

)
с точностью до постоянных сомножителей

может быть определен не опосредованными типа формул Фурье, а прямыми ограничениями
на саму бесконечно дифференцируемую функцию.

Именно, как это доказано в [16], при всех β ∈ Rs, θ ∈ (0, 1)s , α ∈
(
0, 1

2

]s класс
Us (β, θ, α) в указанном выше смысле совпадает с классом бесконечно дифференцируемых
1-периодических по каждой переменной функций f (x) = f (x1, ..., xs) таких, что для всех
k = (k1, ..., ks) ∈ Zs (kj ≥ 0 (j = 1, ..., s)) выполнены неравенства∥∥∥∥∥ ∂k1+···+ks

∂xk1
1 ...∂x

ks
s

f (x1, ..., xs)

∥∥∥∥∥
C[0,1]s

≤
s∏
j=1

kj
αj(βj+kj)

(
αj

e ln 1
θj

)αjkj
.

6. Функциональные классы `ps (D) (см. [17])
В качестве исходных рассмотрим классы Соболева с доминирующей смешанной

производной, основанные на определении производной Вейля и равенстве Парсеваля: класс
16
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SW r
2 (0, 1)s состоит из всевозможных 1-периодических по каждой переменной функций f

из класса Лебега L2(0, l)s таких, что∥∥∥f (r)
∥∥∥2

L2(0,1)s
=
∑
m∈Zs

∣∣∣Ds (m) f̂ (m)
∣∣∣2 ≤ 1.

где f (x) ∼
∑

m∈Zs f̂ (m) e2πi(m,x) . Здесь последовательно положено:

f (r) (x) ≡ f (r1,...,rs) (x1, ..., xs) =
∑
m∈Zs

f̂ (m)
(
e2πi(m,x)

)(r1,...,rs)
, (5)

(
e2πimjxj

)(rj) = D (mj)rj e
iηrj (mj)e2πimjxj , mj ∈ Z, rj ∈ R, (6)

D (mj)rj =
(
2πmj

)rj , ηrj (mj) = rj
π

2
signmj , 1rj ≡ 1, (7)

Заметим, что определение (5) отличается от определения производной f (r1,...,rs), данного
в [18, стр. 238], тем, что в силу соглашений (6), (7) в записи f (r1,...,rs) учтены также
коэффициенты Фурье f̂ (m1, ...,ms) , в которых не все mj отличны от нуля.

Таким образом, запись f ∈ SW r
2 (0, 1)s означает, что последовательность{(

2πim1

)r1 er1iπ2 signm1 · · ·
(
2πims

)rs ersiπ2 signms f̂ (m1, ...,ms)
}

(m1,...,ms)∈Zs
,

или, что то же самое,{(
2πim1

)r1 · · · (2πims

)rs f̂ (m1, ...,ms)
}

(m1,...,ms)∈Zs
,

принадлежит классу `2s .
Резюмируя изложенное выше, для данной положительной последовательности D ≡

Ds ≡ {Ds (m)}m∈Zs и s последовательностей {ηj (mj)}mj∈Z (j = 1, ..., s) действительных
чисел определим класс `ps (D) как множество всех 1-периодических по каждой из
sпеременных функций f ≡ f (x) ≡ f (x1, ..., xs) ∈ L (0, 1)s таких, что

‖f‖`ps(D) ≡
∥∥∥{Ds (m) eiη(m)f̂ (m)

}
m∈Zs

∥∥∥
`ps
≤ 1,

где η (m) = η (m1) + ...+ ηs (ms) .
Тогда при

Ds (m1, ...,ms) =
s∏
j=1

(
2πmj

)rj , ηrj (mj) = rj
π

2
signmj

получим, что `2s (D) ≡ SW r1,...,rs
2 - класс Соболева с доминирующей смешанной

производной, `∞s (D) ≡ Er1,...,rs -класс Коробова и, вообще,

Us (β, θ, α;ψ) ≡ `∞s (D) , где D ≡ Ds =


(∏s

j=1 m̄
βj
j θ

m̄
1/αj
j

j ψj (mj)

)−1

m∈Zs

.

7. Весовые классы Коробова (см. [19])
Пусть функция g (y1, ..., ys) определена на Rs+ = [0, +∞)s , является положительной и

неубывающей по каждой из переменных yj (при фиксированных остальных).
Если при некотором c > 0 и всех (y1, ..., ys) ∈ Rs+ имеет место неравенство

g (2y1, ..., 2ys) ≤ cg (y1, ..., ys) ,

то говорят, что функция g удовлетворяет ∆2 -условию.
Известно (см. [20, с. 15]), что всякая функция, удовлетворяющая ∆2 -условию,

при возрастании аргумента возрастает не быстрее некоторой степенной функции.
Так как квадратурные формулы Смоляка эффективны лишь на классах функций,
тригонометрические коэффициенты Фурье которых убывают со скоростью не выше
степенной (см. [15]), то при различных конкретизациях можно ограничиться четными
монотонными функциями D(m1, ...,ms) , удовлетворяющими ∆2 - условию.

17



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2018, Том 125, №4

Пусть даны число r > 0 и s положительных последовательностей

{γj (m̄j)}mj∈Z (j = 1, ..., s) . Тогда класс l2
(√∏s

j=1

(
m̄j

)r
γ−1
j (m̄j)

)
≡ Hs (r, γ)

согласно [19] называют весовым пространством Коробова.
Обозначим через SW

(Ds, η)
p множество функций f (x ) таких, что

‖f‖
SW

(Ds, η)
p

≡

∥∥∥∥∥ ∑
m∈Zs

Ds (m) eiη(m)f̂ (m) e2πi(m,·)

∥∥∥∥∥
Lp(0,1)s

< +∞.

8. Функциональные классы `∗g,p,s (D) (см. [17])
Классы иного вида получим при замене `ps на дискретные классы типа Лоренца (см. п.

11) `∗g,p,s (см. [21]), где 1 ≤ p <∞, g (k) = g (k1, ..., ks) -положительная последовательность,
определенная на множестве N s

+ = {(k1, ..., ks) ∈ Zs : kj ≥ 1, j = 1, ..., s} . Именно,
для данной комплекснозначной последовательности c ≡ {cm}m∈Zs , обозначая через{
c∗k1,...,ks

}
(k1,...,ks)∈Ns

+

= {|cm1,...,ms |}
∗1,...,∗s
(m1,...,ms)∈Zs невозрастающую перестановку (если

такая существует) последовательности {|cm|}m∈Zs , произведенную последовательно по
переменным m1, ...,ms при фиксированных остальных, полагаем

‖c‖`∗g,p,s ≡

 ∑
(k1,...,ks)∈Ns

+

[
g (k1, ..., ks)

(
c∗k1,...,ks

)]p
1
p

=
∥∥∥{g (k) c∗k}k∈Ns

+

∥∥∥
`∗g,p,s

.

Тогда класс l∗g,p,s (D) состоит из всех 1-периодических по каждой переменной функций
f (x) ∈ L (0, 1)s таких, что конечна величина

‖f‖l∗g,p,s(D) ≡
∥∥∥{Ds (m) eiη(m)f̂ (m)

}∗1,...,∗s
m∈Zs

∥∥∥ l∗g,p,s ≤ 1.

В частности, при g(k1, .., ks) = (k1 · .. · ks)
1
α−

1
p
, 1 ≤ α <∞, получаем пространства l∗α,p,s

с квазинормой

‖c‖`∗α,p,s ≡

 ∑
(k1,...,ks) ∈Ns

+

(k1 · ... · ks)
p
α−1 (c∗k1,...,ks

)p
1
p

≤ 1. (8)

Согласно [22, стр. 184] под невозрастающей перестановкой комплекснозначной
последовательности {cm}m∈Z понимается перестановка в невозрастающем порядке
последовательности |c0| , |c1| , |c−1| , . . . , из которой исключены нули, что обеспечивает,
например, условие limm→∞ cm = 0 .

Нарушение этого условия, вообще говоря, исключает возможность указанной
перестановки. Например, последовательность, полученную разложением в
последовательность всех рациональных чисел отрезка

[
1
2 , 1
]
, нельзя переставить в

порядке невозрастания.
Заметим, что применение определения невозрастающей перестановки, данной для

функций, в случае последовательностей с дискретной мерой, когда каждая точка
пространства N+ имеет меру, равную 1 (см. [23]), приводит к тому, что «невозрастающая
перестановка» последовательности f (m) = 1 − 1

m есть f∗ (k) ≡ 1 . Это говорит о том,
что такой путь не ведет к цели, и, по-видимому, не может привести в принципе: счетное
множество

{
1− 1

m : m = 1, 2, ...
}

нельзя выписать в виде убывающей последовательности
(см. также [17] ).

Учитывая эти обстоятельства, при определении классов l∗g,p,s (D) всегда будем
предполагать, что при всяком j = 1, 2, ..., s и всяком (m1, . . . ,mj−1,mj+1, . . . ,ms) ∈ Zs−1

имеет место равенство
lim

mj→∞
D (m) f̂ (m) = 0.
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Тем самым, классы типа `∞s (D) , в частности Ers , не вписываются в шкалу классов
`∗g,p,s (D) (вопреки, напр., утверждению из [23, стр. 138 -139]).

Замечание 1. Некоторые мотивы к изучению классов с привлечением невозрастающих
перестановок числовых последовательностей в теории рядов Фурье приведены в [22,
стр.191-196].

Замечание 2. При p = ∞ определим `∗g ,p ,s (D) как множество, составленное из
всевозможных последовательностей {cm}m∈Zs , для которых невозрастающие перестановки{
c∗k1...,ks

}
(k1...,ks)∈Ns

+

существуют и конечны величины

‖c‖l∗g,∞,s = sup
(k1,...,ks)∈Ns

+

g (k1, ..., ks) · c∗k1,...,ks .

Для g (k1 , ..., ks) = (k1 · · · ks)
1
α −

1
p

при = ∞ полагаем g (k1 , ..., ks) = (k1 · · · ks)
1
α

; тогда
условие (8) для l∗α,∞, s сведется к условию

‖c‖l∗α,∞,s = sup
(k1,...,ks)∈Ns

+

(k1 · · · ks)
1
α · c∗k1,...,ks <∞,

которое совпадает с аналогичным условием из [24].
Замечание 3. Поскольку в определениях классов функций, данных в этом параграфе,

величины
D (m1, ...,ms) e

2πi(η1(m1)+...+ηs(ms)),

обобщающие производные экспонент e2πi(m,x) , берутся по модулю, то в обозначениях этих
классов последовательности η1 (m1) , ..., ηs (ms) указывать не будем, а само D (m1, ...,ms)
будет предполагаться положительным.
9. Обобщенные пространствa Морри
Пусть Φ (δ) - положительная и неубывающая на (0,+∞) функция. Следуя Морри [25]

(см. также [18, §27]) положим для функции

f (x) ∈ Lp (Ω) ,Ω ⊂ Rs, |Ω| > 0 (0 < p < α; s = 1, 2, . . .)

‖f‖p,Φ,T ≡ sup
E∈T

1

Φ (|E|)

(∫
E
|f (t)|p dt

) 1
p

, (9)

где T есть фиксированное семейство измеримых подмножеств Ω положительной конечной
меры, содержащее возрастающую последовательность множеств, сходящуюся к Ω , а
|E| означает s –мерную меру Лебега измеримого множества E .

Приведем некоторые конкретизации исходного определения (9).
1◦ . Обобщенные пространства Лебега-Морри.
В случае Φ (δ) ≡ 1 норма ‖f (x)‖p,Φ,T совпадает с обычной лебеговской Lp - нормой,

а в общем случае, в зависимости от величины интегралов от |f (t)|p , принимаемых на
выделенных измеримых подмножествах Ω , порождает еще одну классификацию функций
из Lp (Ω) - классы Лебега - Морри Lp,Φ,T (см, напр., [26]) функций с конечной нормой (9):

Lp,Φ,T =

{
f ∈ Lploc : ‖f‖p,Φ,T ≡ sup

E∈T

1

Φ (|E|)

(∫
E
|f (t)|p dt

) 1
p

< +∞

}
. (10)

В свою очередь, различные конкретизации T и Φ приводят к встречающимся в
литературе разновидностям пространств Морри.

2◦ . Пространства Морри на основе параметризованных семейств множеств.
Семейства T множеств положительной меры из области Ω ⊂ Rs могут задаваться
параметрически (также можно сказать «индексированными как отдельными числами, так
и числовыми наборами, или же, более общими поддающимися интегрированию по ним
переменными»). Например (δ > 0; δ1 > 0, . . . , δs > 0)

Ex,δ = {y ∈ Ω ⊂ Rs : ‖y − x‖Rs < δ} (11)
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и
Ex,δ1,...,δs =

{
y = (y1, . . . , ys) ∈ Ω ⊂ Rs : |yj − xj | <

δj
2

(j = 1, . . . , s)

}
(12)

В общем случае (B ⊂ (0,+∞) в условиях (11) либо B ⊂ (0,+∞)s при (12)),

T = T (ΩT , B) =
{
Ex,b ⊂ Ω ⊂ Rs : x ∈ ΩT ⊂ Ω, b ∈ B

}
, (13)

причем
Ω =

⋃
x∈ΩT ,b∈B

Ex,b, |Ex,b| < +∞, (x ∈ ΩT , b ∈ B) . (14)

В условиях определений и обозначений (11)–(14) приходим к следующей конкретизации
определения (10) пространств Лебега – Морри ( 0 < p <∞,Ω ⊂ Rs - измеримое множество
положительной меры)

T1 ≡ T (Ω1,∆1) = {Ex,δ ⊂ Ω : x ∈ Ω1 ⊂ Ω, δ ∈ ∆1 ⊂ (0,+∞)} (15)

и

Lp,Φ,T (Ω1,∆1) =

f ∈ Lploc : ‖f‖p,Φ,T1
≡ sup

x∈Ω1,Ex,δ ,δ∈∆1

1

Φ (|Ex,δ|)

 ∫
Ex,δ

|f (t)|p dt


1
p

< +∞

 ,

(16)

T2 ≡ T (Ω2,∆2) = {Ex,δ1,...,δs ⊂ Ω : x ∈ Ω2 ⊂ Ω, (δ1, ..., δs) ∈ ∆2 ⊂ (0,+∞)s} (17)
и

Lp,Φ,T (Ω2,∆2) =

=

f ∈ Lploc : ‖f‖p,Φ,T2
≡ sup

x∈Ω2,Ex,δ1,...,δs ,(δ1,...,δs)∈∆2

1

Φ (|Ex,δ1,...,δs |)

 ∫
Ex,δ1,...,δs

|f (t)|p dt


1
p

< +∞

 ,

(18)
и, в общем случае (13)–(14),

Lp,Φ,T (ΩT ,B) =

f ∈ Lploc : ‖f‖p,Φ,T ≡ sup
x∈ΩT ,b∈B

1

Φ (|Ex,b|)

 ∫
Ex,b

|f (t)|p dt


1
p

< +∞

 . (19)

В целях дальнейшей конкретизации параметризованных определений пространств
Лебега-Морри, обратимся известным в литературе локальным и глобальным
пространствам Морри (см., напр., [27] и имеющуюся в ней библ.).

В случае (11) последовательно получаем |Ex,δ| = V (s) δs где V (s) = π
s
2

Γ( s2 +1)

Отсюда, δ =

(
|Ex,δ|
V (s)

) 1
s

, далее, положим по определению ω (δ) := Φ−1

((
|Ex,δ|
V (s)

) 1
s

)
=

Φ−1
1 (|Ex,δ|) , где Φ1 (δ) := Φ

((
δ

V (s)

) 1
s

)
.

Тогда при Ω = Rs получаем соответственно

L

p,Φ−1

( |Ex,δ|
V (s)

) 1
s
,T ({0},(0,+∞))

=: LMp,+∞,ω (20)

и
L

p,Φ−1

( |Ex,δ|
V (s)

) 1
s
,T (Rs,(0,+∞)s)

=: GMp,+∞,ω (21)

- локальные и глобальные пространства Морри (в терминах [27]).
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Таким образом, как это видно из определений (9) – (21) локальные и глобальные
пространства Морри являются конкретизациями общего определения (9) –(10).

Добавление множителей вида ϕ (δ) и ϕ (x, δ) под знак sup в определениях (15)–
(21)приводит к, как называют в [27], соответствующим обобщенным пространствам
Морри.

И ещё одну серию пространств Морри составляют пространства, получающихся при
весовом интегрировании или, что тоже самое, при «усреднении» по параметрам (с
одновременным ослаблением условий на Φ (δ) как положительной измеримой на (0,+∞)
функции).

3◦ . Пространство Морри на основе «усреднений» по параметризованным
множествам. Положим

‖g‖Lθh(B) =


sup vrai

B
h(b) |g(b)| при θ = +∞(∫

B h(b) |g(b)|θ dµ(b)
) 1
θ при 0 < θ < +∞,

где h (b) - весовая функция.
Тогда, по определению, в общем случае (13)–(14) положим ( 0 < θ ≤ +∞ )

‖f‖p,Φ,T,θ = sup vrai
x∈ΩT

∥∥∥‖f‖p,Φ,Ex,b∥∥∥Lθh(B)
, (22)

где

‖f‖p,Φ,E =
1

Φ(|E|)

(∫
E
|f (t)|p dt

) 1
p

.

В частности, согласно (15) –(16) и (17) – (18) получим при 0 < θ < +∞

‖f‖p,Φ,T (Ω1,∆1),θ = sup
x∈Ω1

∫
∆1

 1

Φ (|Ex,δ|)

(∫
Ex,δ

|f (t)|p dt

) 1
p

θ

dδ


1
θ

(23)

и

‖f‖p,Φ,T (Ω2,∆2),θ = sup
x∈Ω2

∫
∆2

 1

Φ (|Ex,δ1,...,δs |)

(∫
Ex,δ1,...,δs

|f (t)|p dt

) 1
p

θ

dδ1...dδs


1
θ

. (24)

Соответственно, с продолжением от θ = +∞ к 0 < θ < +∞ определений (20) и (21),
получим

LMp,θ,ω = L

p,Φ−1

( |Ex,δ|
V (s)

) 1
s
,T ({0},(0,+∞)),θ

(25)

и
GMp,θ,ω = L

p,Φ−1

( |Ex,δ|
V (s)

) 1
s
,T (Rs,(0,+∞)s),θ.

(26)

4◦ . Изотропные пространства Соболева – Морри (см. [28]).
Пусть даны числа s (s = 1, 2, ...) , r (r > 0) и 1 ≤ p < ∞ . Классом Соболева – Морри

W r
p,Φ,”(Ω) , Ω - область в Rs , называют множество всех тех измеримых на Ω функций

f(x) , для каждой из которых конечна норма

‖f‖W r
p,Φ,T (Ω) ≡ ‖f‖p,Φ,T +

s∑
i=1

‖Dr
i f‖p,Φ,T . (27)

Здесь Dr
i f(x) – производная порядка r по i – ой переменной в x =

(x1, x2, ...xs), ‖ · ‖p,Φ,T есть норма ‖ϕ‖p,Φ,T ≡ sup
E∈T

1
Φ(|E|)

(∫
E |ϕ(t)|p

) 1
p , где T есть заданное

семейство измеримых множеств положительной меры из Ω .
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Полагая в (27) r = (r1, ..., rs) получаем анизотропные пространства Соболева – Морри
(см. [29])

‖f‖W r1,...,rs
p,Φ,T (Ω) ≡ ‖f‖p,Φ,T +

s∑
i=1

‖Dri
i f‖p,Φ,T .

Для степенных функций Φ(δ) = δα классы W r
p,Φ,T (0, 1)s впервые были изучены Морри

[25]. В дальнейшем, эти исследования были продолжены в работах различных авторов
(см. [10, c. 39-40], [18, §27], [28–33] и т.п.).

5◦ . Пространства Никольского-Бесова-Морри, Лизоркина-Трибеля-Морри и
т.п., получаются при замене в соответствующих определениях Лебеговых Lp(Ω) -норм на
нормы (10) в пространствах Лебега – Морри Lp,Φ,T (Ω) (см., напр., [26–33]).

Все построения (9) - (27) разновидностей норм и полунорм Морри (с прилагательными)
производились на основе Lp – пространств Лебега. То же получается при замене Lp –норм
на смешанные, симметричные и иные нормы.
10. Классы Hω

p (см. [6])
Пусть ω (δ) -непрерывная на [0,1] функция, удовлетворяющая условиям
0 = ω (0) ≤ ω (δ) ≤ ω (δ + η) ≤ ω (δ) + ω (η) при всех 0 ≤ δ ≤ δ + η ≤ 1 .
Такие функции называют модулями непрерывности.
Пусть 1 ≤ p ≤ ∞ (причем L∞(0, 1) ≡ C [0, 1] ) и f ∈ Lp(0, 1) . Модулем непрерывности

(в Lp ) функции f называют

ωp(δ, f) =


sup

0<h≤δ

(∫ 1−h
0 |f(x+ h)− f(x)|p dx

) 1
p при 1 ≤ p <∞,

sup
|x−y|≤δ

|f(x)− f(y)| при p =∞.
(28)

где δ ∈ (0, 1] .
Пусть ω (δ) -модуль непрерывности и 1 ≤ p ≤ ∞ . Через Hω

p обозначают множество
всех функций f ∈ Lp(0, 1) таких, что ωp(δ; f) ≤ ω (δ) при всех δ ∈ (0, 1] .

Теперь перейдем к определению модулей гладкости произвольного порядка.
Пусть Ω = [0, 2π] или же Ω = [0, 1] (в первом случае речь будет идти о 2π -

периодических функциях).
Для β > 0 и целого ν ≥ 0 полагают

(
β
ν

)
= β(β−1)···(β−ν+1)

ν! для ν > 1 ,
(
β
ν

)
= β для

ν = 1 и
(
β
ν

)
= 1 для ν = 0 .

Для целого положительного k модулем гладкости k -го порядка (в Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ )
функции f(x) ∈ Lp(Ω) называют функцию (L∞ ≡ C)

ωk(δ, f)p = sup
0<h<δ

∥∥∥∥∥
k∑
ν=0

(−1)k−ν
(
k

ν

)
f(x+ νh)

∥∥∥∥∥
Lp(Ωk,h)

, (29)

где Ωk,h = [0, π] для функций 2π - периодических и Ωk,h = [0, 1−kh] в остальных случаях.
Для произвольного положительного α модулем гладкости дробного порядка α 2π -

периодической функции f ∈ Lp называют функцию

ωα (f, δ)p = sup
|h|≤δ

‖∆α
hf (x)‖Lp(Ω) , (30)

где

∆α
hf (x) =

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f (x+ (α− ν)h)

- разность порядка α функции f с шагом h в точке x .
Ясно, что если α = k -целое положительное, то это определение совпадает с (29). При

α = 1 модуль гладкости называют модулем непрерывности, причем в наших обозначениях
(см. (28)–(30)): ωp (δ; f) ≡ ω1 (δ; f)p .
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Всякую непрерывную неубывающую на [0, 1] функцию ωα (δ) (α ≥ 1) такую, что
ωα (0) = 0, t−αωα (t) ≤ cδ−αωα (δ) (0 < δ < t ≤ 1) называют функцией типа модуля
гладкости порядка α .

Аналогично определению Hω
p :

Hωα
p =

{
f ∈ Lp(0, 1) : ωα (δ, f)p ≤ ωα (δ) (0 ≤ δ < 1)

}
.

11. Пространства Лоренца. Более тонкой классификацией функций, нежели
пространства Лебега Lp(0, 1) , являются пространства Лоренца L(µ, ν) :

L(µ, ν) =

{
f(x) ∈ L(0, 1) : ‖f‖νL(µ, ν) ≡

∫ 1

0
[f∗(t)]νt

ν
µ
−1
dt <∞

}
, (31)

где f∗(x) - равноизмеримая невозрастающая перестановка |f(x)| , т.е.
f∗(t) = inf {y > 0 : mes {x ∈ [0, 1] : |f(x)| > y} < t} .

Другими словами, невозрастающая неотрицательная на [0, 1] функция [f∗(x)]ν

(интеграл от которой равен ‖f‖νLν(0,1) ), умноженная на степенную функцию t
ν
µ
−1 , которая

при ν
µ − 1 > 0 , т.е. при ν > µ «помогает» сходимости интеграла∫ 1

0
[f∗(x)]ν t

ν
µ
−1
dt,

тем самым, расширяя исходный класс Lν(0, 1) , в то время как при ν
µ − 1 < 0 , т.е. при

0 < ν < µ ситуация обратная и получаем «сужение» класса Lν(0, 1) .
И, наконец, в случае ν = µ получаем равенство множеств Lν(0, 1) = L(ν, ν) .
В математической литературе встречаются другие варианты определения (31), основным

в которых является перестановка f∗ , быть может с различными усреднениями и весами
(не обязательно степенными). Так, Л.А. Шерстневой [34,35] дано следующее определение.

Пусть ψ - выпуклая вверх неубывающая функция на [0, 1] такая, что ψ (0) = 0 ,

αψ = lim
t→0+

ψ (2t)

ψ (t)
> 1, βψ = lim

t→0+

ψ (2t)

ψ (t)
< 2.

Пространство Лоренца Λ (ψ, ν) , 0 < ν ≤ ∞ состоит из всех измеримых, 2π -
периодических функций f (x) , для которых конечен функционал

‖f (x)‖Λ(ψ,ν) =


(∫ 2π

0

[
ψ(x)
x

∫ x
0 f
∗ (t) dt

]q
dx
x

) 1
q
, 0 < ν <∞,

sup
x∈[0,2π]

ψ(x)
x

∫ x
0 f
∗ (t) dt, ν =∞.

.

12. История возникновения пространств Бесова может служить ещё одним
примером как трудно добываются научные истины, но затем становятся для всех
"понятными" (а для автора досадными – "С чего я так долго крутился вокруг
очевидного").

Действительно, казалось бы все просто и естественно (здесь ограничимся одномерным
r = r + α , r -целое неотрицательное, 0 < α ≤ 1 случаем). Были известны банаховы
функциональные пространства Никольского Hr

p (R) ,

‖f‖Hr
p

= ‖f‖Lp +

∥∥∥∥∥f (r) (·+ h)− 2f (r) (·) + f (r) (· − h)

hα

∥∥∥∥∥
L∞(R)

< +∞

и здесь достаточно норму ‖·‖L∞ = ‖·‖vrai sup , как это только потом стало общепринятым,
заменить на норму ‖·‖Lθ(R, dhh ) и получить банаховы функциональные пространства Бесова
Br
p,θ (R) (см. [139]).
По нашей просьбе Олег Владимирович поделился воспоминаниями об истории

возникновения пространств Бесова. "Семейство пространств С.М.Никольского обладает
рядом важных свойств, например, оно замкнуто по отношению к теоремам вложения
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и их обращениям. В случаях целого положительного значения r эти пространства
не совпадают с пространствами Соболева той же гладкости. О.В. Бесов предпринял
попытку изучить пространства Соболева методом С.М.Никольского, т.е. с помощью
аппроксимаций целыми функциями конечной степени. Им было установлено с помощью
преобразования Фурье, что при p = 2 и натуральных r можно построить
пространство Br

2,2 , совпадающее с пространством Соболева W r
2 . В качестве обобщения

он рассмотрел четырёхпараметрическое семейство банаховых пространств Br
p,θ(R

n) ,
обладающее свойствами семейства пространств Никольского. При p = θ = 2 и целых
положительных r эти пространства совпадают с пространствами Соболева W r

2 (Rn) .".
Много различных задач приводят к пространствам Бесова, вот один из них (см. [140],

а также [141, стр. 207]): Пусть u = u(x, t) – решение краевой задачи (0 < r < 1)∂
2u
∂t2

=
−∆u(t > 0), u = f(t = 0) . Тогда

Br
p,θ = {f ∈ Φ′|f ∈ Lp,

 ∞∫
0

(t1−r ‖∂u/∂t‖p)
θdt/t

1/θ

<∞}.

К тому же добавим еще одно замечательное свидетельство "надежности
математической номенклатуры" – это интерполяционная теорема [141, стр. 182]

(W r1
p ,W

r2
p )α,β = B

(1−α)r1+αr2
p,θ (0 < α < 1),

где два разных Соболевских пространств интерполяционно соединяют именно
пространства Бесова. Тем самым, Олега Бесова (в ту пору еще аспиранта!) интуиция не
подвела – пусть и не в первоначальном замысле по замкнутости, но "кровная" связь с
пространствами Соболева есть.

§2. Теория вложений и приближений
В этом параграфе, как, впрочем, и во всей этой статье, мы ограничимся рассмотрением

классов и результатов служащих целям данной статьи (всюду ниже в этом параграфе
будем пользоваться определениями и обозначениями модуля гладкости и соответствующих
классов из §1, хотя для удобства чтения здесь воспроизводим некоторые из них). Отметим
также, что нумерация в каждом пункте - своя.
1. Прямые и обратные задачи теории приближений (в одной метрике)
Центральными понятиями теории вложений и приближений являются понятия модуля

непрерывности (гладкости) и наилучшего приближения(полиномами по ортогональной
системе {ϕk} ), которые для f(x) ∈ Lp(a, b)(1 ≤ p ≤ ∞, L∞ ≡ C) , определяются
соответственно равенствами:

ω1 (δ; f)p ≡ ωp (δ; f) ≡


sup

0<h≤δ

{∫ b−h
a |f (x+ h)− f (x)|p dx

} 1
p
, если 1 ≤ p <∞

max
a≤x<y≤b

|f (x)− f (y)| , если p =∞

и ( {ϕk}∞k=1 - ортогональная на [a, b] система; n=1,2, . . . )

En(f)p ≡ En(f ; {ϕk})p = inf
c1,...cn

∥∥∥∥∥f(·)−
n∑
k=1

ckϕk(·)

∥∥∥∥∥
Lp(a,b)

.

Общепринято, что модуль гладкости и наилучшие приближения отражают совершенно
различные свойства функции – структурные (как быстро изменяется на промежутке
задания) и конструктивные (как хорошо приближается линейной комбинацией функций,
принятых в качестве эталонных) соответственно, и в этом заключается «интрига» темы.

Тем самым, следующие соотношения между ними (здесь ортогональная система –
тригонометрическая; 1 ≤ p ≤ ∞ ; n=1,2,. . . )

En (f)p ≤ cωp
(

1
n , f

)
(1)
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и

ωp
(

1
n , f

)
≤ c 1

n+ 1

n∑
k=0

Ek (f)p (2)

составляют основу теории и называются соответственно прямыми и обратными теоремами
теории вложений и приближений (а им подобные - теоремами типа Джексона и типа
Бернштейна соответственно, - по именам авторов (1) и (2)).

Тем не менее, развитие теории приближений, даже в ее основах, продолжается.
Здесь в качестве показательного примера можно привести следующее, в какой-то мере

неожиданное, соотношение Потапова – Симонова [7, 36] (в одной и той же метрике p, 1 <
p <∞;α > 0 )

ωα

(
1

n
; f

)
p

� En(f)p + n−α
∥∥∥S(α)

n (f)
∥∥∥
p

(n = 1, 2, ...), (3)

показывающее, что если привлечь еще и частичные суммы Sn (f) тригонометрического
ряда Фурье функции f ∈ Lp (0, 2π) по спектру 1

2 , cosx, sinx, ..., cosnx, sinnx , по которому
производится наилучшее приближение, то структурные и конструктивные характеристики
функции f «смыкаются».

В связи с чем еще раз повторим, что основная ценность неравенств Джексона
(1) и Бернштейна (2) состояла именно в выраженных в них соотношениях между
этими принципиально разными характеристиками свойств функций – структурной и
конструктивной.

При α = 1 из (2)–(3) следует цепочка неравенств (1 < p <∞; n = 1, 2, ...) :

c1 (p)ωp

(
1

n
; f

)
≤ En(f)p +

‖S′n (f)‖p
n

≤ c2 (p)ωp

(
1

n
; f

)
≤

≤ c3 (p)
1

n+ 1

n∑
k=0

Ek (f)p . (4)

Покажем, что из (4) следуют уточнения неравенств Джексона и Бернштейна.
Уточнение неравенства (1): из (4) следует

‖S′n (f)‖p
n

+ En (f)p ≤ c2 (p)ωp
(

1
n ; f

)
, (5)

так что в (1), по сравнению с (5), «потеряно» целое слагаемое
‖S′n(f)‖p

n - «представитель»
гармонического анализа!

Уточнение неравенства (2): из (4) следует

c1 (p)ωp

(
1

n
; f

)
≤ En(f)p +

‖S′n (f)‖p
n

≤ c3 (p)
1

n+ 1

n∑
k=0

Ek (f)p , (6)

откуда

c1 (p)ωp

(
1

n
; f

)
≤ En(f)p +

‖S′n (f)‖p
n

. (7)

Как это следует из (6), сумма En(f)p +
‖S′n(f)‖p

n «вклинивается» в неравенство (2), тем
самым, можно сказать, «существенно улучшает» (2), поскольку, разные аналитические
выражения редко бывают эквивалентными (что, конечно, надо будет подтвердить
примерами, однако здесь мы этим заниматься не будем).
2. Теоремы вложения (вокруг подхода П.Л. Ульянова)
В постановках различных задач участвуют разные множества, составленные из всех

функций для каждой из которых выполнены заранее объявленные свойства, т.е. классы
функций. Изучение взаимоотношений между классами составляет предмет теории
вложений - необъятного раздела теории функций с многочисленными ответвлениями
в многие области математики. При этом постановка задач теории вложений, по
существу, заключается в выяснении неулучшаемых соотношений между числовыми и
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функциональными параметрами, определяющих два класса, при выполнении которых один
из них в том или ином смысле содержится в другом.

Пусть ω(δ) - модуль непрерывности (см.§1) и λ ≡ {λn} -положительная
последовательность, убывающая к нулю (λn ↓ 0) .

Положим (1 ≤ p ≤ ∞)

Hω
p ≡ {f ∈ Lp(0, 1) : ωp (δ, f) = O (ω (δ)) (δ → +0)} , Hδα

p ≡ Lip(α, p)

и (ортогональная система - тригонометрическая)

Ep(λ) ≡ {f ∈ Lp(0, 1) : En(f)p = O (λn) (n = 1, 2, ...)} .

Первая теорема вложения была получена Титчмаршем [37] в 1927 году. Этот результат
был усилен Харди и Литтлвудом [38], доказавшими вложение (1 ≤ p < q ≤ ∞)

Lip(α, p) ⊂ Lip(α−
(

1

p
− 1

q

)
, q). (1)

В свою очередь, неусиляемость в определенном смысле вложения (1) была установлена
П.Л. Ульяновым [6] в 1967 году.

Утверждение (1) фактически означает, что функция, имеющая степенную гладкость
в метрике Lp , при переходе к более сильной метрике Lq в степенной же шкале теряет
гладкость на величину

(
1
p −

1
q

)
.

Отметим, что эта величина неизменно присутствует в теоремах вложения разных метрик
для классов дифференцируемых функций многих переменных – Соболева W r

p (0, 1)s ,
Никольского Hr

p(0, 1)s , Бесова Br
p,θ(0, 1)s , равно как и в теоремах вложения Т.И. Аманова

[39] для классов функций с доминирующей смешанной производной SBr
p,θ(0, 1)s , где

гладкость r теряется соответственно на величины s(1/p− 1/q) и (1/p− 1/q) .
В развитой теории вложений классов функций одного и многих переменных, где

преимущественно исследовались классы, определяемые значениями числовых параметров,
в середине 60-ых годов П.Л. Ульянов сформулировал, и в ряде важнейших случаев,
на основе разработанных им же тонких методов метрической теории функций, получил
решение новых задач, заключающихся в нахождении необходимых и достаточных условий
вложения для классов функций, определяемых заданными функциями - прямо или
опосредствованно характеризующих произвольную гладкость, что, заметим, и сделало
содержательными эти новые постановки.

Впоследствии, теория вложений в стиле постановок П.Л Ульянова была предметом
исследований многих математиков из разных стран: В.А Андриенко, Э.А. Стороженко,
В.И Коляда, М.К. Потапов, М.Ф. Тиман, Л. Лейндлер, О.В.Бесов, В.П. Ильин, П.
Освальд, Н. Яхонссон, Ю.В. Нетрусов, М.Л. Гольдман, М.Мильман, К.Ж. Наурызбаев,
Н. Темиргалиев, К.Сулейменов, М. Сихов, М. Жайнибекова, С. Кудайбергенов, Л.К.
Панджикидзе, Е. Айдосов, Л.А. Шестернева, Л.В. Матвиюк, Б.В.Симонов, С.Ю.Тихонов,
З Дициан (Z.Ditzian) и В. Тотик (V. Totik), Г. Акишев, М. Есмаганбетов и другие.

Хотя результаты П.Л. Ульянова относились только к одномерному случаю,
представленные в них новые методы исследований и новые постановки задач о вложении
классов функций многих переменных привели к новым результатам или существенному
дополнению известных результатов как в одномерном, так и в многомерном случаях (см.
напр., [4, 7, 10,26,28,29,33–35,43,45,48–62,64,70–76,78,80,87,89,103,124,127–131]).

Первая общая теорема вложения, носящая характер необходимых и достаточных
условий, выраженных через произвольный модуль непрерывности, доказана П.Л.
Ульяновым [6] и состоит в следующем (1 ≤ p < q <∞) :

Hω
p ⊂ Lq (0, 1)⇔

∞∑
n=1

n
q
p
−2
ωq (1/n) <∞. (2)

Здесь достаточность одновременно доказана также в работах Петре [40] – Гривара [41]
– Головкина [42].
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П.Л. Ульянов также сформулировал и решил задачу, ответ на которую дан в следующем
критерии (1 ≤ p < q <∞)

Hω
p ⊂ Hω∗

q ⇔

{ ∞∑
n=m

n
q
p
−2
ωq
(

1

n

)} 1
q

= O

{
ω∗
(

1

m

)}
(m ↑ ∞) , (3)

где дополнительные условия на ω (δ) в [6] были полностью сняты В.А. Андриенко [43].
В случае q =∞ (L∞ ≡ C) , 1 < p <∞ имеет место критерий Ульянова [44]

∞∑
k=1

k
1
p
−1
ω

(
1

k

)
< +∞ ⇔ Hω

p ⊂ C (4)

и критерий Андриенко [45]

Hω
p ⊂ Hω∗

∞ ⇔
∞∑
k=n

k
1
p
−1
ω

(
1

k

)
= O

{
ω∗
(

1

n

)}
(n ↑ ∞) . (5)

Критерию (2) предшествовал такой же замечательный критерий [46] (содержащийся в
(2) при p = 1 и q = 2 )

Hω
1 ⊂ L2 (0, 1)⇔

∞∑
n=1

ω2 (1/n) <∞. (6)

Для классов Ep(λ) c заданными мажорантами наилучших приближений
тригонометрическими полиномами имеет место следующий аналог критерия (6) (см. [47]-
достаточность и [48] – необходимость)

E1 (λ) ⊂ L2 (0, 1)⇔
∞∑
n=1

λ2
n <∞,

а в общем случае (µ ≡ {µn} , µn ↓ 0) :

Ep(λ) ⊂ Lq(0, 1)⇔
∞∑
n=1

n
q
p
−2
λqn < +∞(1 ≤ p < q <∞) (7)

и

Ep(λ) ⊂ Eq(µ)⇔
∞∑
k=n

(k − n+ 1)
q
p
−2
λqk = O(µqn)(1 < p < q <∞) (8)

Достаточность в (7) доказана П.Л. Ульяновым [47], необходимость – В.И. Колядой [49],
в частном случае p = 1 < q < ∞ - Н. Темиргалиевым [48](такие случаи наложения
исследований П.Л. Ульянов всегда одобрял: «Значит работаете в полный такт с
другими»).

Критерий (8) доказан В.И. Колядой [50], причем представленному там условию
вложения предшествовало его же условие [49]:

(νm+1 − n)
1
p
− 1
q λn +

{ ∞∑
k=m+1

(νk+1 − νk)
q
p
−1
λqνk

} 1
q

= O(µn)(νm ≤ n < νm+1), (9)

где ν0 = 0, νn+1 = min {k : λνn ≥ 2λk} (n = 0, 1, ...).
Перейдем к многомерному случаю. Пусть задана система модулей непрерывности

{ω1; ...;ωs} . Средним модулем непрерывности для этой системы, следуя В.И. Коляде
[13,51], назовем функцию (см. также п.3 из §1)

ω (δ) = inf
δ1...δs=δ
0≤δi≤1

max
1≤j≤s

ωj (δj) (0 ≤ δ ≤ 1) . (10)
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Если f ∈ Lp(0, 1)s , то средним модулем непрерывности ωp (f ; δ) функции f называют
средний модуль для системы

{
ω

(i)
p (f ; δ)

}s
i=1

, где (i = 1, ..., s)

ω(i)
p (f ; δ) = sup

0≤hi≤δ

(∫ 1

0
...

∫ 1−hi

0
...

∫ 1

0
|f (x1, ..., xi−1, xi + hi, xi+1, ..., xs)− f (x1, ..., xs)|p dx1...dxs

) 1
p

есть i -тый частный модуль непрерывности.
Многомерный аналог (4), как это установлено В.И. Колядой [52], выглядит так:

вложение (здесь 1 ≤ p <∞, ωi(δ) – строго возрастающие модули непрерывности)

Hω1,...,ωs
p =

{
f (x) ∈ Lp (0, 1)s : ω(i)

p (f ; δ) = O (ωi (δ)) (i = 1, ..., s)
}
⊂ C (0, 1)s (11)

имеет место тогда и только тогда, когда для ω (δ) из (10) сходится числовой
ряд

∑∞
n=1 n

1
p
−1
ω
(

1
n

)
< ∞, где в случае необходимости предполагается, что модули

непрерывности ω1, ... , ωs удовлетворяют условиям
n∑

m=1

ωi

(
1

m

)
= O

{
nωi

(
1

n

)}
(i = 1, . . . s) . (12)

Выполнение вложения (11) означает, что каждая функция f ∈ H
ω1, ...,ωs
p эквивалентна

некоторой функции, непрерывной на [0, 1]s , а обратное утверждение – в классе H
ω1, ...,ωs
p

найдется существенно неограниченная, стало быть, существенно разрывная функция f .
Н.Темиргалиевым [58–61] был получен аналог критерия (4) для изотропных классов

Hω
p,s ≡ H

ω, ...,ω
p функций многих переменных (без дополнительных условий (12)).

Критерий (5) в многомерном случае, как это установлено В.И. Колядой [52], заключается
в следующем:

Пусть s < p < ∞, ω1 (δ) , ..., ωs (δ) - строго возрастающие модули непрерывности, ω -
средний модуль и ω−1 - функция, обратная к ω . Если η1, ..., ηs - модули непрерывности
и ∫ ω−1(ωi(δ))

0
t
−1− 1

pω (t) dt = O {ηi (δ)} (i = 1, ..., s) , (13)

то каждая функция из H
ω1, ...,ωs
p эквивалентна некоторой функции класса H

η1, ...,ηs
∞ .

Далее, условие (13) является не только достаточным, но и необходимым для того,
чтобы любая функция из Hω1, ...,ωs

p , где каждая ωi удовлетворяет (12), была эквивалентна
некоторой функции класса H

η1, ...,ηs
∞ .

Тем самым (случай q <∞ см. в статье В.И.Коляды [13]), при дополнительных условиях
(12) для всех 1 ≤ p < q ≤ ∞ критерии вложения

H
ω1, ...,ωs
p ⊂ Lq (0, 1)s (14)

и
H
ω1, ...,ωs
p ⊂ H η1,...,ηs

q

полностью определяются поведением среднего модуля непрерывности ω (δ) системы
{ω1, ..., ωs} .

Что же происходит, если (12) не выполнено?
Справедлив критерий В.И. Коляды [51]: вложение (14) в случае (1 ≤ p < q <∞) имеет

место тогда и только тогда, когда

sup

( ∞∑
n=1

(
s∏
i=1

εi (n)

))q/p−1

2n[s(q/p−1)−q] <∞, (15)

где sup берется по всем неотрицательным последовательностям εi (n) (i = 1, ..., s) таким,
что (k = 1, 2, ...)

k∑
n=1

εpi (n) ≤ 2−k
[
ω−1
i

(
2−k
)]−1

, где g−1 −функция, обратная к g.
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П.Л. Ульянов, которому принадлежит постановка задачи (14), критерий (14)–(15) В.И.
Коляды, равно как и все приведенные здесь предыдущие критерии, называл выдающимся
результатом. Как и большинство других результатов этого редкой силы аналитика,
которым созданы мощные методы анализа, нашедшие применение при решении многих
задач как внутри темы, так и вне математиками из разных стран, в том числе и из
Казахстана.

Об уровне трудности решения задачи (14) и, соответственно, сложности нахождения
необходимого и достаточного условия (15), говорит тот факт, что даже в частном случае
степенных модулей непрерывности ωi (δ) = δαi , выполнение и невыполнение условия
(15) представляет собой сложную картину взаимоотношений между α1, ... , αs , p и q ,
состоящую в следующем.

Пусть 0 < αj ≤ 1, 1 ≤ p <∞,

α ≡
(

1

α1
+ ...+

1

αs

)−1

<
1

p
и q∗ =

p

1− αp
.

Если все αj < 1 (j = 1, ..., s) , то вложение

Lip (α1, ..., αs; p) ≡ Hδα1 ,...,δαs
p (0, 1)s ⊂ Lq (0, 1)s (16)

имеет место тогда и только тогда, когда q < q∗ (С. М. Никольский).
Если все αj = 1 (j = 1, ..., s) и q = q∗ , то вложение (16) справедливо (Гальярдо-

Ниренберг-Соболев).
Стало быть, остается неизученным случай, когда хотя бы одно αi = 1 и хотя бы одно

αj < 1 .
При 1 ≤ p < ∞, 0 < αj ≤ 1 (j = 1, ..., s) , α < 1

p , q = q∗ для того, чтобы имело место
вложение (16), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) хотя бы одно из чисел αi равно 1;

2) если αi1 , ..., αit - все те из чисел αj , которые меньше 1, то
(

1
αi1

+ · · ·+ 1
αit

)−1
≥ 1

p .
Все эти рассуждения наводят на мысль, что содержащаяся в (15) последовательность

{εi (n)} возникла не из-за недостаточности метода доказательства, а по существу, как
объединяющая в одно условие различные взаимоотношения между определяющими класс
модулями непрерывности ω1 (δ) , . . . , ωs (δ) и числовыми параметрами p и q , как это было
в самом простом (в смысле сложности задания ωj (δ) , но никак не самого доказательства
даже в этом частном случае!) случае степенных модулей непрерывности.

Во всяком случае, преобразование условия (15) к более простому виду, если
предположить, что это возможно, уже никак не связано с полностью решенной задачей
(14) исследования структурных свойств функций.

Как оказалось, в случае задачи дискретизации решений волнового уравнения, ответ
при определенных условиях на анизотропные модули гладкости, выражается именно через
средний модуль непрерывности В.И. Коляды (см. [137]).

В случае задач (11) и (14), как выше отмечалось, в изотропном случае ω (δ) = ω1 (δ) =
· · · = ωs (δ) имеют место критерии

Hω
p,s ≡ Hω, ...,ω

p ⊂ C (0, 1)s ⇔
∞∑
n=1

n
s
p
−1
ω

(
1

n

)
<∞ (17)

и

Hω
p,s ≡ Hω, ...,ω

p ⊂ Lq (0, 1)s ⇔
∞∑
n=1

n
s
(
q
p
−1
)
−1
ωq
(

1

n

)
<∞ (18)

без каких-либо условий на модули гладкости ω (δ) .
Критерий (17) был доказан Н.Темиргалиевым (случай s < p < ∞ см. [58], а случай

1 ≤ p ≤ s в [59]). Достаточность в (18) была установлена Н.Темиргалиевым в [62],
необходимость В.И.Колядой в [13].
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В связи с критериями (10) - (16) возникает вопрос, с которым автор этих строк
обратился к В.И. Коляде (с результатами фундаментального значения [13, 49–57]) с
просьбой объяснить «внутреннюю причину» почему вложение Hω1,...,ωs

p ⊂ Lq для любых
ω1, ..., ωs , без каких-либо условий регулярности, не определяется одним только средним
модулем непрерывности?

Ведь тогда, ещё в начале 70-ых годов ХХ века, когда из Одессы приехал В.И. Коляда
с докладом на семинар «Теория функций действительного переменного» Д.Е. Меньшова
и П.Л. Ульянова в МГУ им.М.В. Ломоносова, казалось, что все многомерные теоремы
вложения анизотропных классов решаются именно через средние модули непрерывности
(см. [13], а также [51, 52]). Здесь, конечно, интересны, что называется «с первых
рук», разъяснения В.И. Коляды, с разрешения которого здесь воспроизводим его ответ
(14.IV.2011):
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С свете приведенных здесь задач и их решений, вспоминается, как в начале 70-ых
годов нам довелось в качестве аспиранта, занимающегося теорией вложений, участвовать в
обсуждении член-корр. АН СССР Д.Е. Меньшовым, Е.М. Никишиным и С.В. Бочкаревым
цикла работ П.Л. Ульянова, выдвинутых на соискание Государственной премии СССР
(которую ему всё-же присудили, но не в СССР, а в суверенной России).

Нас тогда поразило, что не (2), а более частный критерий (6) был ими оценен как
выдающийся, тем более, что (6) доказывается применением известных результатов, тогда
как при доказательстве (2) был создан, как уже отмечалось выше, новый тонкий метод в
теории вложений.

Это обсуждение наложило на нас отпечаток того (быть может, в какой-то мере
отраженный и в этой статье), что помимо всего прочего, следует учитывать и
такие составляющие полученного ответа на поставленную задачу как простота, явная
выраженность через исходные данные задачи и красота результата.

При этом, выраженность через исходные данные может быть различной. Может быть
непосредственной через параметры задачи, как это наблюдается в критериях (2)-(8).
Может быть опосредованной через вспомогательные составляющие как объединение в
одном условии различающихся в существенном частных случаев, но каждое из которых
опять же выражено только через параметры задачи, как в критерии (14)-(15).

Таким образом, в записи решения обозримый выход на исходные параметры
задачи всегда должен быть.

Вместе с тем, надо иметь ввиду, что разумно поставленная задача может быть, как
когда-то выразился П.Л. Ульянов, «неблагодарной» в том смысле, что не имеет решений,
формулируемых непосредственно в исходных терминах. Этим мы также объясняем
часто используемый здесь термин "обозримое" решение (надеемся, что приводимые здесь
результаты таковыми являются, что уже относит их к разряду значимых).
Задачи.
1 ◦ . К настоящему времени многие из задач, поставленных П.Л Ульяновым, решены.

Вместе с тем, данная тематика имеет продолжение в новых постановках задач, где
первоначальная идея замены степенной функции на модуль гладкости, т.е. ведущей
характеристики на более общую, переносится и на другие составляющие уже изученных
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классов, что опять же приводит к содержательным задачам получения необходимых и
достаточных условий вложения этих обобщенных классов.

Примерами таких классов являются классы Никольского-Бесова
B
ω(δ)
p,θ (Rs)

(
Br
p,θ (Rs) = Bδr

p,θ (Rs)
)

обобщенной гладкости (см., напр., [63] и [10, с. 78-
133]).

Несмотря на большое количество публикаций, теория многомерных вложений ещё далека
от завершения.

2 ◦ . Как это выше отмечалось В.И. Колядой, неизвестны критерии вложений
(s = 2, 3, ...; 1 ≤ p < q ≤ ∞; 0 < θ, γ ≤ ∞)

Hω1,...,ωs
p (0, 1)s ⊂ Hη1,...,ηs

q (0, 1)s , (19)

Bω1,...,ωs
p,θ (0, 1)s ⊂ Lq (0, 1)s , (20)

Bω1,...,ωs
p,θ (0, 1)s ⊂ Bη1,...,ηs

q,γ (0, 1)s (21)

при произвольных модулях гладкости ω1, ..., ωs, η1, ..., ηs .
Не исключено, что здесь критерии будут в общем случае в том или ином виде повторять

критерий (14)-(15) В.И. Коляды, которые же при условиях типа (12) опять будут выражены
через средний модуль гладкости (10) (что, напр., в задаче (20) имеет место в статье [64]).

3 ◦ . Задачи типа (19)-(21) допускают дальнейшие обобщения путем замены Lp - норм
на смешанные Lp1,...,ps - нормы и нормы пространств Орлича, Лоренца, Морри и т.д. (см.
§1).

Разумеется, здесь в первую очередь должны быть полностью изучены классы функций,
определяемые посредством числовых параметров и выяснены неулучшаемые соотношения
между ними, обеспечивающие вложения одних таких классов в другие (и в явном виде
включены во все обзоры и монографии по теме).

4 ◦ . Случай вложения классов функций, определенных на произвольных областях
(отличных от (0, 1)s и Rs ) также относится к малоизученным.

Сформулируем следующую задачу П.Л. Ульянова [65]: «... нам неизвестны
необходимые и достаточные условия вложения классов функций многих переменных,
определенных на областях достаточно общего вида».

Здесь результатов совсем немного (см. [63, с. 414-415], [10, с. 90-94]). Один из интересных
моментов в этой задаче состоит в выяснении того, как геометрия области и, разумеется,
показатель гладкости отразятся в условии вложения (многие известные теоремы вложения
имеют такой же вид, что и для всего евклидова пространства, где влияния границы нет).

В этой тематике к эталонным мы отнесли бы критерий С.К. Водопьянова и В.М.
Гольдштейна [66], к формулировке которого переходим.

Если область = ⊂ Rs такова, что для любой функции f из класса F (=) существует
функция u из класса F (Rs) , сужение u|= на = которой совпадает с f , то говорят, что
область = удовлетворяет условию продолжения F (Rs)|= = F (=) .

Для заданной области U ⊂ Rs через ℘1
p(U) обозначим класс функций u с полунормой

(∇u - градиент u )

‖u‖℘lp(U) =

(∫
U
|∇u|p dx

)1/p

.

В случае плоских областей = ⊂ R2 имеет место следующий замечательный критерий.
Теорема (см. [67, теорема 3.1]). Для того чтобы неограниченная односвязная

область G удовлетворяла условию продолжения ℘1
2

(
R2
)∣∣
G

= ℘1
2 (G) , необходимо

и достаточно, чтобы граница ∂G области G являлась жордановой кривой,
удовлетворяющей условию Альфорса [68]: для любых её трех точек ζ1, ζ2, ζ3 выполнено
условие

|ζ3 − ζ2| / |ζ2 − ζ1| ≤ C,

где точка ζ3 лежит между ζ1 и ζ2 , а постоянная С не зависит от выбора точек.
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По-видимому, к исходным задачам здесь можно отнести нахождение необходимых и
достаточных условий вложения соболевских пространств ( r > 0, 1 ≤ p < q ≤ ∞,Ω ⊂ Rs -
произвольная область)

W r
p (Ω) ⊂ Lq(Ω). (22)

В частности, пусть γ(t) - четная строго возрастающая на [0, 1] функция, такая
что γ (0) = 0 , γ(1) = 1 и lim

t→+0

γ(t)
t = +∞ . Положим

Ω = Ωγ = {(x1, x2) : −1 ≤ x1 ≤ 1, γ(x1) ≤ x2 ≤ 1} . (23)

Не исключено, что в случае (4) критерий вложения (3) имеет вид∫ 1

0
γA(t)tBdt < +∞,

где А и В числовые параметры, зависящие от p, q и r и подлежащие определению.
Первоначальные задачи типа (22)-(23) теории вложений на областях в контексте

“эффекта границ”, равно как и задачи продолжения как с сохранением класса, так и с
потерей гладкости, очевидным образом распространяются на общий многомерный случай.
3. Методы гармонического анализа широко применяются при решении задач

из различных областей математики (см. об этом статью Е.М.Никишина [69, стр.
880]), к которым относятся и задачи из данной статьи

В связи с этим, в частности в задачах восстановления, возникает специфическая задача
продолжения функции, определенной на области Ω ⊂ (0, 1)s на единичный куб [0, 1]s , с
сохранением свойств.

Специфика состоит в том, что дополнительно требуется следующее. Пусть на [0, 1]s

задано конечное множество (сетка) ξ1, ..., ξN . Необходимо, чтобы значения продолженной
функции в точках сетки из [0, 1]s \Ω выражались, желательно линейным образом, через
значения исходной функции в точках сетки из Ω . Разумеется, речь идет о непрерывных
функциях (во всяком случае с вполне определенными значениями).

Возвращаясь к основной теме статьи, среди доказанных нами теорем вложения [48, 58–
62,70,71] к наиболее значимым мы относим следующий критерий вложения в пространство
Лоренца.
4. Критерий вложения классов Hω

p в пространства Лоренца L (µ, ν)
Как это уже отмечалось в п.11 (§1), более тонкой классификацией функций, нежели

Lp (0, 1) , являются пространства Лоренца L (µ, ν) , которые при µ = ν = p совпадают с
Lp (0, 1) .

К центральным в теории вложений относится критерий (2) из п. 2 Ульянова вложения
классов Hω

p в пространство Лебега Lq (0, 1) (1 ≤ p < q <∞) :

Hω
p ⊂ Lq(0, 1)⇔

∞∑
k=1

k
q
p
−2
ωq
(

1

k

)
<∞. (1)

Возникает естественная задача вложения Hω
p в пространство Лоренца L (µ, ν) , ответ

на который следующий (см. Н.Темиргалиев [70,71])

Hω
p ⊂ L (µ, ν)⇔


∞∑
n=1

n
ν
(

1
p
− 1
µ

)
−1
ων
(

1
n

)
<∞, если µ > p, 0 < ν <∞,

∞∑
n=10

1

n(lnn)
ν
p
ων
(

1
n

)
<∞, если 0 < ν < p.

(2)

Ясно, что в случае 1 ≤ p < q = µ = ν < +∞ , критерий (2) сводится к (1).
Во всех остальных случаях имеет место вложение Lp (0, 1) ⊂ L (µ, ν) , так что задача в

(2) теряет смысл.
В условиях актуального ныне вопроса об оценке результатов, когда ведущие по

направлениям специалисты брали на себя научную ответственность, отметим, что еще в
1980 году критерий (2) П.Л.Ульянов оценил как основной докторский результат. В свете
дальнейшего развития темы можно прийти к выводу, что принципиальный результат в (2)
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заключается, по-видимому, в выяснении полной картины решения исследуемой задачи как
предъявления всех возможных видов окончательного ответа (с переносом такой постановки
во все аналогичные задачи).

В более развернутом изложении критерий (2) есть
Теорема (Н. Темиргалиев [70,71]).Пусть даны ω (δ) - модуль непрерывности и числа

1 ≤ p <∞, 0 < ν <∞, 0 < µ <∞ . Тогда
1) если µ > p, 0 < ν <∞ , то для выполнения вложения

Hω
P ⊂ L (µ, ν) (3)

необходимо и достаточно, чтобы ряд
∞∑
n=1

n
ν
(

1
p
− 1
µ

)
−1
ωv
(

1

n

)
(4)

сходился;
2) если µ = p и 0 < ν < p , то для выполнения вложения

Hω
P ⊂ L (p, v) (5)

необходимо и достаточно, чтобы ряд
∞∑

n=10

1

n (lnn)
v
p

ωv
(

1

n

)
(6)

сходился.
Ради полноты изложения, воспроизведем фрагмент доказательства достаточности (6)

для вложения (5) в статье [70].
Сначала приведем используемые вспомогательные утверждения и обозначения:

‖f‖νp,ν,ψ ≤ C1 (ν, p, ψ)

{[
f∗
(

1

2

)]ν
+

∞∑
k=10

1

(n lnn)ν/p
ψ

(
1

n

)
ωνp

(
1

n
; f

)}
, (7)

f

(
1

2k

)
= λk (k = 0, 1, 2, ...), (8)

‖f‖νµ,ν,ψ ≤ 2
ν
µ

∞∑
k=1

2
−k ν

µψ

(
1

2k

)
λνk,

‖f‖νµ,ν,ψ ≤ C2 (µ, ν, ψ)

{
λν1 +

∞∑
k=1

2
−k ν

µψ

(
1

2k

)
(λk+1 − λk)ν

}
, (9)

ξn =

∞∑
k=n

2−k (λk+1 − λk)p (n = 1, 2, ...), (10)

ξn ≤ 4ωpp

(
1

2n
; f

)
(n = 1, 2, ...), (11)

а также
Лемма 3 (П.Л. Ульянов [6, c. 659]). Пусть конечная неотрицательная функция β(x)

не возрастает на полупрямой [1,∞) и α ∈ (−∞,∞) – некоторое действительное число.
Тогда

C1(α)

∞∑
n=2

2n(1−α)β(2n) ≤
∞∑
n=3

n−αβ(n) ≤ C2(α)

∞∑
n=1

2n(1−α)β(2n).

Здесь так же, как и в предыдущей теореме, достаточно для всех невозрастающих на
(0, 1] функций f (x) ∈ Lp (0, 1) установить неравенство (7).

Для этого воспользуемся обозначениями (8) и (10), а также неравенством (9). Имеем

‖f‖νp,ν,ψ ≤ C1 (p, ν, ψ)

{
λν1 +

∞∑
k=1

2
−k ν

pψ

(
1

2k

)
(λk+1 − λk)ν

}
=
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= C1 (p, ν, ψ)

{
λν1 +

∞∑
k=1

ψ

(
1

2k

)
(ξk − ξk+1)

ν
p

}
=

= C1 (p, ν, ψ)

λν1 +
∞∑
n=0

2n+1−1∑
k=2n

1

k
ψ

(
1

2k

)
k (ξk − ξk+1)

ν
p

 ≤
≤ C1 (p, ν, ψ)

λν1 +
∞∑
n=0

1

2n
ψ

(
1

22n

)
2n+1

2n+1−1∑
k=2n

(ξk − ξk+1)
ν
p

 .

Теперь, сначала применяя неравенство Гельдера, затем пользуясь неравенством (11),
получаем

‖f‖νp,ν,ψ ≤ 2C1 (p, ν, ψ)

fν
(

1

2

)
+
∞∑
n=0

ψ

(
1

22n

)
2n+1−1∑

k=2n

1

1− ν
p
2n+1−1∑

k=2n

(ξk − ξk+1)
ν
p



 =

= 2C1 (p, ν, ψ)

{
fν
(

1

2

)
+
∞∑
n=0

ψ

(
1

22n

)
2n

(1− νp )
(ξ2n − ξ2n+1)

ν
p

}
≤ 2

1+ 2ν
p C1 (p, ν, ψ)×

×

{
fν
(

1

2

)
+

∞∑
n=0

ψ

(
1

22n

)
2n

(1− νp )
ωνp

(
1

22n
, f

)}
.

Применяя к последней сумме два раза лемму 3, именно, сначала при

α =
ν

p
− 1, β (n) =

1

n
ψ

(
1

22n

)
2n

(1− νp )
ωνp

(
1

22n
, f

)
,

затем при

α = 1, β (n) = (lnn)
− ν
p ψ

(
1

2

)
ωνp

(
1

n
, f

)
,

приходим к искомому неравенству (7).
В работе [70] в случае необходимости условия (6) для вложения (5) предполагалось

ω (δ) = O
{
ω
(
δ2
)}

(0 ≤ δ ≤ 1) . Это ограничение с сохранением формулировки снято Л.В.
Матвиюк [72].

Как это видно из критерия (2), условие вложения для «далеких» от Lp = L (p, p)
пространств Лоренца L (µ, ν) (µ > p , случай 1) резко отличается от условия вложения
для пространств «близких» ( µ = p , случай 2).

Именно, в шкале «правильных» модулей непрерывности ω (δ) = δα
(
log 1

δ

)β ,
пограничный показатель гладкости ᾱ , разделяющий условия, при которых вложение
Hω
P ⊂ L (µ, ν) имеет место и когда не имеет места, различен – в первом случае это

ᾱ ≡ 1
p −

1
µ > 0, −∞ < β < − 1

ν , в то время как во втором случае, в отличие от первого
– степенного, этот вопрос уже решается на уровне показателя логарифма: ᾱ = 0, −∞ <
β < 1

ν −
1
p < 0 .

Замечание. Приведенное здесь доказательство второй (и, по-видимому, основной)
части (2) имеет целью обратить внимание на то поучительное обстоятельство, что при
обнаружении новых эффектов принципиального характера в продвижении направления
исследований, для П.Л. Ульянова длина доказательства не имела никакого значения.

Задачи 1 ◦ . Заменой как в уже решенных, так и ранее не исследованных задачах
пространств Лебега Lp на пространства Лоренца L (µ, ν) (равно как и их различных
видоизменений), можно получать большое количество задач, чему, на самом деле,
посвящена обширная литература (см., напр., [34, 35,72,73]).

Именно так, заменой Lq (0, 1) на L (µ, ν) в критерии (1), выполнены работы [70,71].
2 ◦ . Основной целью исследования в пространствах Лоренца становится установление

всех возможных случаев с различными видами неулучшаемых условий решения
поставленной задачи, - таков результат критерия (2).
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И не только в теоремах вложения, но и во всех других задачах - интерполяционных,
сходимости рядов Фурье и оценок норм полиномов по тем или иным системам, норм тех
или иных операторов, и т.п., где производится замена лебеговских норм на лоренцовские
полунормы (и, как ниже увидим, (см. здесь п.п. 8-9) не только на лоренцовские).

В противном случае речь скорее всего будет идти лишь об обобщениях, не вносящих
какого-либо заметного вклада в развитие темы, или, в лучшем случае, лишь о
промежуточном результате.

Отложив подробное обсуждение темы обобщений на дальнейшее, приведем пример,
где установлены все различные виды решений поставленной задачи.

3 ◦ . Впервые обнаруженный в работах [70, 71] эффект «далеких» и «близких»
пространств Лоренца имел продолжение и подтверждение, в той или иной полноте, в
последующих работах различных авторов.

Один из первых результатов в «лоренцовском» направлении принадлежит Л.А.
Шерстневой [34, 35], которая установила действие эффекта «далеких» и «близких»
пространствв полном объемев случае неравенства Джексона-Никольского для
тригонометрических многочленов относительно обобщенных пространств Лоренца
Λ (ψ, q) (см. п. 11, §1).

1 ◦ . Эффект «близких» пространств Лоренца:
Пусть ψ - выпуклая вверх неубывающая функция на [0, 1] такая, что ψ (0) = 0 ,

αψ = lim
t→0+

ψ (2t)

ψ (t)
> 1, βψ = lim

t→0+

ψ (2t)

ψ (t)
< 2,

α, q1, q2 -положительные числа.
Тогда для пространства Лоренца Λ (ψ, q) имеет место соотношение (m+ 2 < n)

sup

∥∥Tm,n (x)
∥∥

Λ(ψ,q2)∥∥Tm,n (x)
∥∥

Λ(ψ,q1)

� {log2 (n−m)}[
1
q2
− 1
q1

]+ .

2 ◦ . Эффект «далеких» пространств Лоренца:
Пусть ψ1(t), ψ2(t) − ψ - функции такие, что βψ2 < αψ1 , αψ2 > 1 и βψ1 < 2 , а q1 и

q2 - положительные числа. Тогда

sup
‖Tm,n‖∗Λ(ψ2,q2)

‖Tm,n‖∗Λ(ψ1,q1)

�
ψ2( 1

n−m+1)

ψ1( 1
n−m+1)

.

Пусть теперь p1, p2, q1 и q2 - положительные числа. Тогда, в частности

sup
‖Tn‖∗p2,q2

‖Tn‖∗p1,q1

� (n+ 1)

[
1
p1
− 1
p2

]
+ ,

где во всех случаях sup берется по всем тригонометрическим полиномам

Tm,n (x) =
n∑

k=m

(ak cos kx+ bk sin kx) , а [u]+ = max {0 ;u} .

5. Прямые и обратные задачи теории приближений (в разных метриках)
Исследования этого пункта берут начало из следующих задач П.Л. Ульянова, чему был

посвящен предыдущий пункт (1 ≤ p < q <∞)

Hω
p ⊂ Hω∗

q (1)

и
Ep(λ) ⊂ Eq(µ). (2)

Просто из соображений симметрии (быть может и из эстетических тоже) нами в качестве
курсовой (!) работы в Казахском университете (Алма-Ата) были предложены задачи:

Hω
p ⊂ Eq(λ) (3)

и
Ep(λ) ⊂ Hωk

q . (4)
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В этом направлении, для тригонометрической системы доказаны следующие
утверждения - соответственно прямая и обратная теоремы теории приближений в разных
метриках.

Теорема 1 (М. Жайнибекова [74]). Если 1 ≤ p < q <∞ , то

Hω
p ⊂ Eq(λ)⇔

∞∑
ν=n

ν
q
p
−2
ωq
(

1

ν

)
= O (λqn) . (5)

Теорема 1 обобщена А.И. Аганиным и М.К. Потаповым в [75].
Теорема 2 (М.Сихов [76]). Пусть 1 < p < q <∞, k = 1, 2, 3, ... . Тогда

Ep(λ) ⊂ Hωk
q ⇔

1

nk

[
n∑
ν=0

(ν + 1)
q
(
k+ 1

p
− 1
q

)
−1
λqv

] 1
q

+

[ ∞∑
v=n+1

v
q
p
−2
λqv

] 1
q

= O

(
ωk

(
1

n

))
. (6)

Фактически в (6) М. Сиховым получено неравенство

ωk

(
1

n
; f

)
q

�
p,q,k

1

nk

[
n∑
v=0

(v + 1)
q
(
k+ 1

p
− 1
q

)
−1
Eqv(f)p

] 1
q

+

[ ∞∑
v=n+1

v
q
p
−2
Eqv(f)p

] 1
q

(7)

а для доказательства ее окончательности в рамках подхода П.Л. Ульянова приходится
переходить на язык теорем вложений и критерий (6) дает одну из формулировок
неусиляемости неравенства (7).

Отметим, что результаты, близкие к (6), одновременно и независимо получены Н.А.
Ильясовым [77].

Задачи (1) и (2) в каждой из своих составляющих (в смысле согласования необходимых
и достаточных условий) потребовали по нескольку лет интенсивных исследований, причем,
как потом рассказывал П.Л. Ульянов, для него самым трудным было установить сам вид

∞∑
n
q
p
−2
ωq(

1

n
)

окончательного условия, для чего экспериментировал с конкретными модулями
непрерывности ω(δ) , но, как только вид был найден, остальное было, как говорят, делом
техники (не забудем, что речь идет о выдающемся аналитике П.Л. Ульянове).

Такого же типа трудности были и в установлении окончательного вида критерия в задаче
(2), когда т.н. «разбивающие последовательности» в (6) из п.2 были заменены на «сдвиги»
в (5) из п.2.

В случаях задач (3) и (4) мы в Алма-Ате руководствовались предупреждениями П.Л.
Ульянова, отмечавшего, что два последовательно применяемых точных неравенств могут
привести к неточному, поскольку точность в составляющих неравенствах достигается на
разных функциях.

Как оказалось, возможен и тот, и другой случай: если в задаче (3), решенной М.
Жайнибековой в виде (5), что есть основной результат ее кандидатской диссертации
[74] (оппонировал М.К. Потапов), окончательное условие было комбинацией неравенств
Ульянова и Джексона, то в задаче (4), решенной М. Сиховым, такие комбинации к
неулучшаемым условиям не приводили. Критерий М.Сихова (6)–(7) составил основной
результат его кандидатской диссертации [76] (оппонировал В.И.Коляда).

Отметим, что осознание задач (3) и (4) как соответственно прямых и обратных задач
теории приближений разных метрик пришло значительно позже.

Тогда же обнаружилось, что результату М. Сихова (6) – (7) по установлению
неулучшаемых обратных теорем предшествовали работы ряда авторов.

Достаточная часть вложения (6) изучалась многими авторами (см. [78, с. 220-226]). В
частности, М.Ф. Тиман [79] доказал неравенство( β = min(2; q) ):

ωk

(
1

n
; f

)
q

�
p,q,k

1

nk

[
n∑
v=0

(v + 1)
β
(
k+ 1

p
− 1
q

)
−1
Eβv (f)p

] 1
β

+
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+

[ ∞∑
v=n+1

v
β
(

1
p
− 1
q

)
−1
Eβv (f)p

] 1
β

(1 ≤ p ≤ q <∞). (8)

Оценка (7) всегда не хуже оценки (8), а, согласно критерию (6), оценка (7) усиливает (8)
до окончательного.

В монографии 2000 года [80, стр. 59] сформулирована достаточная часть критерия (6),
т.е. неравенство (7) и сообщается, что при 1 ≤ p < q ≤ 2 это неравенство непосредственно
вытекает из работ [47,79,81–85], а при остальных p и q > 2 доказывается тем же методом,
что и в работах [47, 79, 86]. Хотя можно и должно было сформулировать критерий (6), с
указанием авторства, поскольку без наличия (7) нельзя предугадать указанные длинные
пути его обоснования.

В связи с чем вспоминается, как однажды на семинаре Меньшова-Ульянова в МГУ
им. М.В.Ломоносова возник вопрос о качестве и авторстве теоремы в контексте способа
доказательства, который был разрешен П.Л.Ульяновым в следующих словах, которые, по-
видимому, можно возвести в основной принцип (критерий) для всех подобных ситуаций:
«А у вас есть такая формулировка?».

Задачи (3)-(4) имеют смысл не только для тригонометрической системы.
Ряд теорем вложений обсуждаемых здесь типов относительно систем Франклина, Хаара

и Уолша изучался С. Кудайбергеновым [87] (определение этих и других систем можно
найти, напр., в [88,89]).

Для системы Франклина имеет место
Теорема (С.Кудайбергенов [87]). Если 1 ≤ p ≤ q <∞(L∞ ≡ C; θ = 1 если q =∞ и

θ = q если q <∞) , то

Hω
p ⊂ Eq(λ)⇔

∞∑
v=n

v

(
1
p
− 1
q

)
θ−1

ωθ
(

1

v

)
= O

(
λθn

)
(9)

и

Ep(λ) ⊂ Hω
q ⇔

1

n

[
n∑
v=0

(v + 1)

(
1+ 1

p
− 1
q

)
θ−1

λθv

] 1
θ

+

[ ∞∑
v=n+1

v

(
1
p
− 1
q

)
θ−1

λθv

] 1
θ

= O(ω(
1

n
)) (10)

Критерий (9) справедлив и для систем Хаара и Уолша, если только 1 ≤ p ≤ q < ∞ см.
[87]).

Е. Айдос [90] получил ряд точных теорем вложения для классов функций с заданной
мажорантой наилучших приближений функций многомерными тригонометрическими
полиномами со спектром из гиперболических крестов и полиномами по системам типа
Хаара.

Подведем итоги. В развитие идей П.Л. Ульянова, наряду с теоремами вложения типа
Hω
p ⊂ Hω1

p и Ep(λ) ⊂ Eq(µ) (см.п.2), М. Жайнибекова [74], М.Сихов [76], С.Кудайбергенов
[87] и Е.Айдосов [90] изучали вложения типа Hω

p ⊂ Eq(λ) и Ep (λ) ⊂ Hωk
q , что, с учетом

сказанного выше, и вошло в название данного пункта.
На этом, в общем-то проясненном П.Л. Ульяновым, В.А.Андриенко и В.И.Колядой, фоне

своего рода сюрпризом в случае равных метрик выглядит теорема Потапова-Симонова
(см. [4,7,36]), устанавливающая неулучшаемую связь между модулем гладкости функции и
соответствующими основными понятиями гармонического анализа – частичными суммами
их тригонометрических рядов Фурье в виде норм их производных и уклонений от исходной
функции с переходом при p = 1 , как это обычно делается, к соответствующим суммам
Валле-Пуссена, к формулировке которой сейчас же перейдем.

Для 2 π - периодической суммируемой функции f(x) положим
an = an(f) = 1

π

∫ π
−π f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...) и

bn = bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx(n = 0, 1, 2, ...)
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Пусть ряд

f ∼
∞∑
ν=0

Aν (x) , A0 (x) =
a0

2
, Aν (x) = aν cos νx+ bν sin νx (11)

есть ряд Фурье f ∈ L (0, 2π) .
Введем следующие обозначения: Sn (f) - n-я частичная сумма, Vn (f) - средняя Валле

-Пуссена ряда (11) и Kn (x) - ядро Фейера, т.е.

Sn (f) =
n∑
ν=0

Aν (x) , Vn (f) =
1

n

2n−1∑
ν=n

Sν (f) ,

Kn (x) =
1

n+ 1

n∑
ν=0

(
1

2
+

ν∑
m=1

cosmx

)
.

Справедлива
Теорема (М. К. Потапов, Б. В. Симонов [7]). Если 1 < p < ∞ и α > 0 , то для

всякого f (x) ∈ Lp (0, 2π) имеют место неравенства

C1 (p, α)ωα

(
f,

1

n

)
p

≤
(
n−α

∥∥∥S(α)
n (f, x)

∥∥∥
p

+ ‖f (x)− Sn (f, x)‖p
)
≤ C2 (p, α)ωα

(
f,

1

n

)
p

.

Если же 1 ≤ p ≤ ∞ и α > 0 ,то для всякого f (x) ∈ Lp (0, 2π) выполнено

C3 (p, α)ωα

(
f,

1

n

)
p

≤
(
n−α

∥∥∥V (α)
n (f, x)

∥∥∥
p

+ ‖f (x)− Vn (f, x)‖p
)
≤ C4 (p, α)ωα

(
f,

1

n

)
p

.

Если соотношение (3) из п.1 относится к фундаментальным, можно сказать, парадным
результатам теории, то приведенная её формулировка несет скорее всего техническую, или,
как ещё говорят, рабочую нагрузку.

Тем самым, страшно сказать (но, как говорится, это математика, где все можно
доказательно обосновать), в основах прямых и обратных задач теории приближений
соотношения (1) и (2) из п.1 должны быть заменены на эквивалентные соотношения
Потапова-Симонова (3), как более точно отражающих суть вопроса нежели неравенства
Джексона и Бернштейна.

Таким образом, в данном круге задач в настоящее время картина выстраивается такая:
в случае одной и той же метрики имеет место соотношение (3) из п. 1 и (5) –(6) в случае
разных метрик (но при целых порядках α модулей гладкости).
Задачи. 1. Рассматривая наилучшие приближения в тех или иных нормах и

метриках по различным ортогональным системам одного и многих переменных, получаем
необозримое количество содержательных задач (см., например, [6, 47, 78]).

EX(λ) ⊂ ϕY (L), Hωk
X ⊂ ϕY (L), EX(λ) ⊂ EY (µ), EX(λ) ⊂ Hωk

Y , Hωk
X ⊂ EY (λ),

и далее с заменой классов H на SH, B, SB, WH, WB и т.п., в которых нормы пространств Lp
и Lq заменены соответственно на нормы или полунормы пространств X и Y (определение
класса ϕ(L) см. в §1).

В частности, нам неизвестно необходимое и достаточное условие вложения Ep(λ) ⊂ Hωk
q

для классов по системе Хаара (см.также (6) и (10).
2. Способ создания задач методом расширения действующих и введения новых

параметров в определениях, перенесения с одних ортогональных систем на другие приводят
к разного качества и значения результатам. Так, замена П.Л.Ульяновым в определении
классов Никольского степенной функции ω(δ) = δr на произвольный модуль гладкости
ω(δ) привела, в уточнение известных, к новым результатам.

Замена целого положительного k на произвольное действительное α > 0 в определении
модуля гладкости и, соответственно, в определении классов H и B , как показывает
нижеследующий результат Потапова-Симонова-Тихонова [10,91], может служить причиной
достижения окончательных выводов в развитии тематики.
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Было известно неравенство П.Л.Ульянова [6] (всюду ниже 1 < p < q <∞ )

ω1 (f, δ)q �
(∫ δ

0

(
t
−
(

1
p−

1
q

)
ω1 (f, t)p

)q dt
t

) 1
q

,

которое было усилено в шкале модулей непрерывности (т.е. при α = 1 ) В.И.Колядой [92]

ω1 (f, δ)q � δ
1− 1

p
+ 1
q

(∫ 1

δ

(
t

1
p−

1
q−1

ω1 (f, t)q

)p
dt

) 1
p

�
(∫ δ

0

(
t
−1
p+

1
q ω1 (f, t)p

)q dt
t

) 1
q

,

в то время как окончательное неулучшаемое неравенство при всех α > 0 есть теорема
Потапова-Симонова-Тихонова [4, 91]

ωα (f, δ)q �
(∫ δ

0

(
t
−1
p+

1
q ω

α+
1
p−

1
q

(f, t)p

)q dt
t

) 1
q

�
(∫ δ

0

(
t
−1
p+

1
q ωα (f, t)p

)q dt
t

) 1
q

,

которое даже при целых α > 0 требует привлечения модулей гладкости дробного порядка
α+ 1

p −
1
q .

6. Новые задачи об аппроксимативных возможностях полиномов по
ортогональным системам с произвольным спектром

Центральные теоремы теории приближений - неравенства Д.Джексона и
С.Н.Бернштейна, на случай разных метрик неулучшаемым образом распространены
М.Жайнибековой и М.Сиховым соответственно.

Многомерный случай, ввиду произвольности спектра приближающих агрегатов по тем
или иным ортогональным системам и разнообразия типов модулей гладкости, порождает
большое количество новых задач.

В качестве примера обсудим один такой случай, относящийся к тригонометрической
системе [93].
7. Теорема М. Сихова об оптимальном приближении функций из классов

в зависимости от спектра приближающих тригонометрических многочленов (с
комментариями)

Пусть спектр G задан посредством непрерывной на [0, 1]s функции Λ(t) = Λ(t1, . . . , ts) ,
неубывающей по каждой переменной при фиксированных остальных и такой, что Λ(t) > 0
и Λ(t) = 0 смотря по тому

∏s
j=1 tj > 0 или

∏s
j=1 tj = 0 .

Определим следующие множества (N > 0 ):

(Λ, N) =

{
n ∈ Zs+ : Λ

(
2−n

)
≥ 1

N

}
,⊥ (Λ, N) = Zs+\ (Λ, N) ,

ρ (n) =
{
m = (m1, ...,ms) ∈ Zs : 2nj−1 ≤ |mj | < 2nj

} (
n ∈ Zs+

)
, Q (Λ, N) =

⋃
n∈(Λ,N)

ρ (n) .

‖n‖1 = ‖(n1, ..., ns)‖1 = |n1|+ ...+ |ns| , Ω
(
2−n

)
= Ω

(
2−n1 , ..., 2−ns

)
.

Прямые теоремы:

1 ≤ p < q <∞ : sup
f∈SHΩ

p

EQ(Λ,N) (f)q �
[∑

n∈Zs+:Λ(2−n)< 1
N

2
‖n‖1

(
q
p
−1
)
Ωq (2−n)

] 1
q

1 < q ≤ p <∞ :

1
2

sup
f∈SHΩ

p

EQ(Λ,N) (f)q �
[∑

n∈Zs+:Λ(2−n)< 1
N

Ω2 (2−n)
]

f∈SHΩ
p

.


(1)

Обратная теорема:

1 < p < q <∞ :
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Ep,Λ (λ) ⊂ SHΩ1
q ⇔

1

2k‖n‖1

‖n‖1∑
l=0

2
l
(
qk+ q

p
−1
)
λql

 1
q

+

 ∞∑
l=‖n‖1+1

2
l
(
q
p
−1
)
λql

 1
q

= O

(
Ω1

(
1

2n

))
(2)

Прокомментируем первую из этих теорем - соотношение (1). Пусть дано нормированное
пространство Y числовых функций, определенных на измеримом множестве Is ⊂ Rs и
пусть F ⊂ Y . Для n - мерного подпространства Mn пространства Y и фиксированного
множества Dn , состоящего из n - мерных подпространств Mn , последовательно положим

E (f,Mn)Y = inf
g∈Mn

‖f − g‖Y ,

E (F,Mn)Y = sup
f∈F

E (f,Mn)Y , (3)

dn (F,Dn)Y = inf
Mn∈Dn

E (F,Mn)Y . (4)

И случае, когда Dn есть множество {Mn} всех возможных n -мерных подпространств
Y , величина (4) есть поперечник по Колмогорову, а в случае, когда множество Dn

составлено из подпространств, натянутых на все возможные разные n тригонометрических
функций e2πi(m(1),x), ..., e2πii(m(n),x) - тригонометрический поперечник.

Изучению различных видов поперечников посвящена обширная литература [2]. Вместе
с тем, изучение величин вида (3), можно сказать «Предпоперечника Колмогорова», как
это следует из (1), является самостоятельной задачей, отвечающей на ряд содержательных
вопросов, и потому естественной и перспективной.

Действительно, в двусторонней оценке (1) содержится большая информация.
Во-первых, здесь содержится точная количественная информация об

аппроксимативных возможностях полиномов с достаточно произвольным Λ - спектром
относительно функций данного класса.

Именно, каждая функция Λ определяет класс конечных подмножеств Zs -
расширяющийся до Zs последовательность спектров, конкретизация которых в виде
Q (Λ, N) осуществляется посредством параметра N . После чего для данного класса
F = SHΩ

p - обобщенного класса Никольского с ограниченной смешанной разностью
в (1) получен точный порядок наихудшей (и тогда остальные не хуже) из наилучших
приближений функций этого класса тригонометрическими полиномами со спектром из
Q (Λ, N) в метрике Lq , тем самым, определены аппроксимативные возможности агрегатов
приближения данного типа в данной метрике данного класса функций.

Также отметим, что соотношение (1) имеет один и тот же вид для всех размерностей s ,
влияние которых проявляется опосредовано через кратность ряда и количество переменных
в определяющих спектр и класс функций Λ и Ω .
Во-вторых, она позволяет при заданном числе точек спектра вычислить геометриюΛ -

спектра с наилучшими аппроксимативными возможностями и, одновременно, вычислить
точный порядок оптимальной Λ -аппроксимации. Для этого достаточно по заданной
функции Ω выделить спектр "больших слагаемых" ряда в правой части (1)

Eε =

{
n ∈ Zs+ : 2

‖n‖1
(
q
p
−1
)
Ωq(2−n) ≥ ε > 0

}
, (5)

поскольку если из данной суммы неотрицательных чисел нужно удалить заданное число
слагаемых таким образом, чтобы оставшаяся часть имела наименьшее значение, то,
разумеется, надо убрать самые большие по значению.

Для иллюстрации остановимся на конкретизации соотношения (1) в модельном случае
выбора Ω ,

Ω1 (t1, t2, ..., ts) =

s∏
j=1

trj (r > 0) , N = 2k (k = 1, 2, ...) . (6)
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Тогда, согласно (5), имеем
(
ε = 2−k, k = 1, 2, ...

)
Eε = Ak =

{
n ∈ Zs+ : 2

‖n‖1
(
q
p
−1
)
2−qr‖n‖1) ≥ 2−k > 0

}
=

{
n ∈ Zs+ : ‖n‖1

(
rq − q

p
+ 1

)
≤ k

}
.

Для обеспечения теоретико-множественного равенства Ak = Γ(Λ, 2k) желательно, чтобы
Λ - спектр был достаточно широким. Легко видеть, что это равенство выполнено в случае

Λ1(t1, t2, ..., ts) =
s
Π
j=1

tβj , β = rq − q

p
+ 1 > 0,

при этом соответствующий экстремальный спектр есть

Q(Λ1, 2
k) =

{
m ∈ Zs : 2nj−1 ≤ 2nj (j = 1, ..., s), ‖n‖1 ≤

k

β
(n ∈ Zs+)

}
- ступенчатый гиперболический крест с числом точек M,M � 2

k
β k(s−1) .

Возникающая при этом погрешность имеет порядок

γM ≡ E(SHr
p ;Q(Λ1, 2

k))Lq(πs) �

 ∑
‖n‖1>

k
β

2−‖n‖1β


1
q

�

 ∑
l∈Z:l> k

β

2−lβ
∑

n‖n‖1=l

1


1
q

� 2
− k
q k

s−1
q ,

а в пересчете на число гармоник

γM �
1(

2
k
β k(s−1)

)β
k

k
(s−1)(β−1)

q � (M lnM)
−
(
r− 1

p
+ 1
q

)
(lnM)

1
q ,

что в свою очередь соответствует порядку ортопоперечника, вычисленного
В.Н.Темляковым (см. [99, стр. 81-84].

Таким образом, в соответствующих известных случаях оптимальные порядки Λ -
аппроксимации совпадают с известными результатами о тригонометрических и иных
поперечниках, имеющих длительную историю развития.
В-третьих, соотношение (1) представляет собой неулучшаемую прямую теорему теории

приближений разных метрик.
В-четвертых, соотношение (1) в качестве многомерного случая с точными

порядковыми соотношениями естественным образом в форме (3) вписывается в общую
задачу (3) из п.5, также имеющую респектабельную историю и развития.

Впервые в 1937 г. в одномерном случае Фавар [100] и Ахиезер-Крейн [101] получают
точные равенства

sup
f∈W r

∞(0, 1)
En (f)C = sup

f∈W r
∞(0, 1)

inf
aj , bj

∥∥∥∥∥f (x)−

(
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

)∥∥∥∥∥
C

=

=
1

nr
4

π

∞∑
k=0

(−1)k(r−1)

(2k + 1)r+1 , (7)

а С.М. Никольский [102] в 1946 г.- асимптотическое равенство

sup
f |f(x)−f(y)|≤|x−y|,−1≤x,y≤1

E1
n (f)C =

π

2n
+O

(
1

n log n

)
, (8)

где E1
n есть наилучшее приближение функции f (не обязательно периодической) при

помощи алгебраических многочленов степени n− 1 на отрезке [−1, 1] .
В дальнейшем, точные одномерные результаты по задаче (3) получены другими

математиками, главным образом в научной школе Н.П. Корнейчука (см. [103] и имеющуюся
в ней библиографию). Как правило, точные и асимптотические равенства типа (7) и
(8) получают в одномерном случае, а в многомерном, за редким исключением типа
гильбертовых пространств – порядковые. Соотношение (1) относится к последнему.
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Тем самым, задача (3) имеет самостоятельное значение и свою историю, не всегда
сводящуюся к задаче (4). Более того, поперечники по Колмогорову не всегда совпадают с
тригонометрическими и тому подобными поперечниками (например, это следует из широко
известных результатов Б.С. Кашина по вычислению поперечников одномерных классов
Соболева).

Отметим также, что не исключено, что во всех случаях функций Ω , а не
только в степенном случае (6), выбор (5) «больших слагаемых» в (1) дает значение
соответствующего тригонометрического поперечника и искомого экстремального спектра.

Тем самым, можно говорить об математическом аналоге периодической системы
Д.Менделеева.
В-пятых, определим новизну результатов (1)-(2) по отношению к ранее известным.
Именно, сравним с аналогичными результатами из работ Н.Н. Пустовойтова [104,105].
Во-первых, в частном случае Λ (t) =

∏s
j=1 tj оценки сверху в (1) совпадают с

утверждением теоремы 3 из [104], носящим характер достаточного условия. Во-вторых,
в работе [105] изучается только случай Λ (t) = Ω (t) , т.е. случай, когда спектр
приближающих полиномов жестко связан с заданной мажорантой Ω (t) , в то время как
в (1)-(2) функции Λ (t) и Ω (t) независимы. Как показывает сравнение теоремы (1) с
теоремой 1 из [105], это обстоятельство существенным образом отражается на самом виде
окончательного результата. В-третьих, теорема (1) применима при менее стеснительных
ограничениях на Ω (t) нежели теорема 2 из [105]. Именно, в [105] при дополнительном
условии принадлежности Ω (t) множеству⋃

1
p
− 1
q
<α<1

(Sα) (9)

получено соотношение (1 ≤ p < q <∞)

sup
f∈SHΩ

p

EQ(Ω,N) (f)q �
1

N

 ∑
n∈Γ⊥(Ω,N)\Γ⊥(Ω,2kN)

2
‖n‖1

(
q
p
−1
)

1
q

. (10)

В теореме (1) условие (9) расширено до естественных границ и носит окончательный, в
применяемых терминах, характер. Так, функция

Ω1 (t) =
s∏
j=1

t
1
p
− 1
q

j

(
ln

1

tj

)−βj
(βj > 1 (j = 1, ..., s))

не принадлежит множеству (9), и потому соотношение (10) не применимо. Вместе с тем,
для Ω1 (t) выполнено условие (Sα) при α = 1

p −
1
q , так что в силу теоремы (1) получаем

содержательный результат

sup
f∈SHΩ1

p

EQ(Ω1,N) (f)q �
∑

n∈Γ⊥(Ω1,N)

s∏
j=1

1

n
βj
j

.

Теперь сделаем замечания общего характера.
Как оказалось, при переходе от одномерных пространств к многомерным, происходит

«переоценка ценностей»: если в одномерном случае приоритеты можно поставить в порядке
(4) и (3) из п.5, то в многомерном случае-наоборот.

Задача (3) из п.5 приняла форму «Предпоперечника Колмогорова» (3) и её решение,
являющееся одним из основных, а среди основных-основным в [93], получено в стиле П. Л.
Ульянова- класс Никольского SHr

p = SHδr
p заменен на SHΩ

p с необязательно степенным
Ω , ответ дан в виде остатка сходящегося ряда.

Новым моментом в постановке задачи (3) являлось независимое (от функции
типа модуля гладкости Ω в определении класса) задание расширяющегося до Zs

последовательности конечных множеств ΛN , т.е. спектра, иначе говоря, «номеров»
гармоник, по которым осуществляется наилучшее приближение.
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Хотя, как это выше уже отмечалось, задача (3) уже решалась в одномерном случае -
это теоремы Фавара-Ахиезера-Крейна и С.М. Никольского конца 30-ых годов ХХ века, где
был естественный спектр. Задача (3) в случае многомерного спектра, где нет естественного
порядка, на первый взгляд, казалась неестественной (по крайней мере по реакциям
некоторых международно-значимых журналов).

Здесь своевременной оказалось поддержка академика АН СССР и РАН С. М.
Никольского, который в разные годы в Казахстане заслушивал М. Сихова, давал
конкретные советы, а редактируемый им журнал «Analysis mathematics» первым
опубликовал статью М. Сихова [94] на эту тему.

Пользуясь случаем, хотелось бы еще раз обратить внимание на, во многих отношениях
важное для развития конкретных тем исследований, то обстоятельство, что данный
случай относится ко многим известным, включая примеры и с автором данной статьи,
когда Сергей Михайлович как математик первым понимал и как академик решительно
поддерживал новизну в исследованиях.

Здесь хотелось бы отметить также такое согласование в (1) функций Ω и Λ ,
что при определенных соотношениях между ними в (1) содержатся наилучшие спектр
и порядок в известных поперечниковых задачах. Именно эту возможность, по-
видимому надлежит учитывать (и обеспечить) при дальнейших исследованиях по
«Предпоперечникам Колмогорова» в задачах (3).

И, наконец, в постановке (3) заложен вопрос «Как хорошо частичные суммы ряда Фурье
по той или иной ортогональной системе с наперед заданным Λ -спектром приближают
функцию f из класса F по сравнению с выраженным через наилучшие приближение
максимально возможным?».

Как уже отмечалось выше, в качестве n - мерного подпространства Mn могут выступать
полиномы по той или иной ОНС, в том числе по кратным системам Хаара, Франклина,
Уолша (заметим, что С. Кудайбергеновым (1990г.) одномерные прямые и обратные
теоремы приближений разных метрик установлены для системы Франклина, прямые
теоремы – для систем Хаара и Уолша, в то время как для этих последних двух систем
остается неизвестной обратная теорема в постановке (4) из п.5).

Возвращаясь к теме [93], отметим, что решение (1)–(2) главных задач (4) и (3) из
п.5 повлекло постановки и решения соответствующих задач типа неравенств Бернштейна
и Никольского (это глава II диссертации) и одного приложения в том же режиме
фиксированных спектров к вопросам квадратур (глава III).

Приведем некоторые из них (все необходимые исторические сведения см. в [93]).
Задача вложения классов SBr1,...,rs

p,ν в пространства Lq (0, 1)s и SBγ1,...,γs
q,θ также хорошо

изучена (см. [10]).
Приведем один из критериев вложения обобщенных классов Никольского-Бесова-

Аманова SBΩ
q,θ , где указан окончательный вид взаимоотношений между определяющими

классы параметрами.
Теорема 1 (М. Сихов [93]). Пусть 1 < p ≤ q <∞, 1 ≤ ν ≤ ∞, Ω (t) и Ω∗ (t) - функции

типа смешанного модуля гладкости порядков k и l соответственно, удовлетворяющие
условию (S) . Пусть также Ω (t) удовлетворяет условию (Sk) , а Ω∗ (t) - условию (Sl) .
Тогда для того чтобы имело место вложение

SBΩ
p,∞ ⊂ SBΩ∗

q,ν ,

необходимо и достаточно, чтобы∑
n∈Zs+

[
2
‖n‖1

(
1
p
− 1
q

)
Ω
(
2−n

)
/Ω∗

(
2−n

)]ν
<∞.

Далее, справедлива
Теорема 2 (Обратная многомерная теорема теории приближений разных метрик, М.

Сихов [93]). Пусть 1 < p < q < ∞, 1 = τ1 ≤ τ2 ≤ ... ≤ τs, ωk - функция типа модуля
гладкости порядка k и {λn} - последовательность положительных чисел, λn ↓ 0 (n ↑ ∞) .
Пусть функция Λ (t) удовлетворяет условию (Sτ ) на (0, 1]s при τ = (τ1, ..., τs) ,Λ (1) = 1
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и Λ (t1, ..., ts) /t1 невозрастает на (0, 1] при всех фиксированных (t2, ..., ts) . Тогда для
того чтобы имело место вложение EP,Λ (λ) ⊂ SHΩ1

q , необходимо и достаточно, чтобы
было выполнено условие

1

2k‖n‖1

‖n‖1∑
l=0

2
l
(
qk+ q

p
−1
)
λql

 1
q

+

+

 ∞∑
‖n‖1+1

2
l
(
q
p
−1
)
λql

 1
q

= O

(
Ω1

(
1

2n

))
где

Ep,Λ(λ) = {f(x) ∈ Lp0(πs) : EQ(Λ,2n)(f)p = O(λn) (n→∞)}.
В [93] по функции Λ (t) определены (из них второе формально, поскольку на самом деле

будет изучаться F
(β)
Q(Λ,N) (x) ) функции

MQ(Λ,N) (x) =
∑

n∈(Λ,N)

δn (x) , δn (x) =
∑

m∈ρ(n)

ei(m,x), x ∈ Rs,

и
FQ(Λ,N) (x) =

∑
n∈⊥(Λ,N)

δn (x) .

В отношении этих ядер, в продолжение исследований из обзора [106], получены
следующие точные порядковые оценки (в них p0 ≡ p0 (p) = p при 1 < p <∞ и p0 (p) = 1
при p =∞ )

Теорема 3 (М.Сихов [95]). Пусть 1 < p ≤ ∞, β ∈ Rs. Тогда

∥∥∥M (β)
Q(Λ,N) (x)

∥∥∥
p
�

 ∑
n∈(Λ,N)

2
p0

(
n,β+1− 1

p

) 1
p0

.

Теорема 4 (М.Сихов [95]). Пусть 1 < p ≤ ∞, β ∈ Rs. Функция F
(β)
Q(Λ,N) (x)

принадлежит пространству Lp тогда и только тогда, когда∑
n∈Zs+

2
p0

(
n,β+1− 1

p

)
<∞. (11)

При этом, если выполнено условие(11),то

∥∥∥F (β)
Q(Λ,N) (x)

∥∥∥
p
�

 ∑
n∈⊥(Λ,N)

2
p0

(
n,β+1− 1

p

) 1
p0

.

Следующая конкретизация теоремы 3 показывает, что даже относительно простой
спектр приводит к достаточно сложным точным порядковым соотношениям, которые, тем
не менее, выписываются в явном виде. Именно, в случае

Λ(t1, t2) =
tr1

(log 1
t1

)b1
· tr2

(log 1
t2

)b2
,

1 < p ≤ ∞ , β, b1, b2 ∈ R , r > 0 и β + 1− 1
p > 0 , α0 = p0

(
β + 1− 1

p

)
, имеем∥∥∥M (β)

Q(N) (x)
∥∥∥
p
� N

α0
rp0 (Φ (b1, b2, r, α0, N))

1
p0
,
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где

Φ (b1, b2, r, α0, N) =



(logN)−
b1α0
r
− b2α0

r
+1 , если b1α0 < r, b2α0 < r;

(logN)−
b1α0
r log logN, если b1α0 ≤ r, b2α0 = r;

(logN)
b2α0
r log logN, если b1α0 = r, b2α0 ≤ r;

(logN)−
b1α0
r , если b1α0 ≤ r, b2α0 > r;

(logN)−
b2α0
r , если b1α0 > r, b2α0 ≤ r;

(logN)−
min{–b1,b2}α0

r , если b1α0 > r, b2α0 > r.

И, наконец, в качестве иллюстрационного примера развития темы в [93] приведем одно
симпатичное соотношение – точное в смысле порядка неравенство типа Бернштейна и
Джексона-Никольского (подробности см. в [94]):

Пусть 1 < p ≤ q <∞, β ≥ 0, r > 0 и выполнено одно из условий
1) 0 < b2 ≤ b1, 1 + r

b1
< p ≤ q ≤ 1

1+β

(
1 + r

b2

)
;

2) b1 > 0, b2 ≤ 0, 1 + r
b1
< p ≤ q.

Тогда

sup
t∈T (Q(N))

∥∥t(β) (x)
∥∥
q

‖t (x)‖p
� N

1
r

(
β+ 1

p
− 1
q

)
· (logN)

− b2
r

(
β+ 1

p
− 1
q

)
.

Задачи. Начатая в исследованиях Фавара, Ахнезера – Крейна и Никольского тема
(3) в форме «Предпоперечника Колмогорова» как задача выяснения аппроксимативных
возможностей данного класса вычислительных агрегатов (быть может даже заведомо
не относящихся к оптимальным по классу, как образно выразился один из оппонентов
по докторской диссертации [93] В.Г. Кротов «А у меня техника сломалась»), как нам
представляется, относится к недостаточно изученным в теории приближений.

Очевидно, актуальность этой темы напрямую определяется численным анализом, в
особенности с развитием компьютерных технологий.

Тема (3) органически связана с дальнейшим развитием поперечниковых задач,
неравенств типа Бернштейна и Никольского, теории вложений и приближений, что можно
отнести к основным выводам исследования [93].

Тем самым, приходим к большому количеству новых задач.
8. Пространства типа Морри (иллюстративный результат – теорема

Г.Т.Джумакаевой о вложении классов Соболева-Морри в C (0, 1)s )
1 ◦ . Пространства Лебега-Морри Lp,Φ,T с нормой ‖ϕ‖p,Φ,T ≡ sup

E∈T

1
Φ(|E|)

(∫
E |ϕ (t)|p

) 1
p

изучены К.Ж. Наурызбаевым и Г.Т. Джумакаевой [26], в частности, ими установлены
следующие критерии.
Теорема 1 (К.Ж. Наурызбаев и Г.Т. Джумакаева [26, 1982г.]). Пусть 1 ≤ p <

q <∞ , тогда

Lp,Φ,T0 ⊂ C(0, 1)s ⇔ lim
δ→+0

Φp (δ)

δ
= 0, Lp,Φ,T0 ⊂ Lq(0, 1)s ⇔

∫ 1

0
δ
− q
pΦq (δ) dδ < +∞, (1)

Lp,Φ,T0 ⊂ Lq,ψ,T0 ⇔
∫ η

0
δ
− q
pΦq (δ) dδ � ψq (η) (0 < η ≤ 1) ,

где T0 - семейство всех измеримых подмножеств (0, 1)s положительной меры.
Далее, необходимое и достаточное условие вложения классов Лебега-Морри в

пространства Лоренца выяснено в следующей теореме.
Теорема 2 (К. Ж. Наурызбаев и Г.Т. Джумакаева [26, 1982г.]). Имеют место

следующие утверждения:
1) Если 1 ≤ p < µ < +∞ , 0 < ν < +∞ , то

Lp,Φ,T0 ⊂ L (µ, ν)⇔
∫ 1

0
δ
− ν
p

+ ν
µΦν (δ)

dδ

δ
< +∞; (2)

47



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2018, Том 125, №4

2) Если 1 ≤ p = µ <∞, 0 < ν < p , то

Lp,Φ,T0 ⊂ L (p, ν)⇔
∫ 1

0
(ln δ)

− ν
p Φν (δ)

dδ

δ
< +∞. (3)

(в случае необходимости предполагается Φ(δ)� Φ(δ2) ).
В случае 1 ≤ p < µ = ν = q <∞ критерий (2) сводится к (1).
Отметим, что в оставшихся случаях L (µ, ν) не будет собственным подмножеством Lp ,

так что вопроса о вложении не возникает.
2 ◦ . Пространства Соболева-Морри. Заменяя в определении функциональных

пространств Lp - норму на норму ‖ϕ‖p,Φ,T ≡ sup
E∈T

1
ϕ(|E|)

(∫
E |ϕ (t)|p

) 1
p будем также получать,

аналогично Lp,Φ,T , более тонкую классификацию исходных пространств. Остановимся на
одной из них.

Пусть даны числа s и r(s, r = 1, 2, ...), 1 ≤ p < ∞ . Пространством Соболева - Морри
W r
p,Φ(0, 1)s называют множество всех тех измеримых на (0, 1)s функций f(x) , для каждой

из которых конечна норма

‖f‖W r
p,Φ(0,1)s ≡ ‖f‖p,Φ +

s∑
i=1

‖Dr
i f‖p,Φ , (4)

где Dr
i f(x) - производная порядка r по i - ой переменной в x = (x1, ..., xs), ‖ · ‖p,Φ

есть норма ‖ϕ‖p,Φ,T ≡ sup
E∈T

1
Φ(|E|)

(∫
E |ϕ (t)|p

) 1
p в случае, когда семейство T состоит из

всевозможных кубов E = [a1, b1]×· · ·× [as, bs], 0 < aj < bj < 1, b1−a1 = bj−aj (j = 2, ..., s) .
Для степенных функций Φ(δ) = δα пространства W r

p,Φ(0, 1)s впервые были изучены
Морри [25]. В дальнейшем, эти исследования были продолжены в работах различных
авторов (см. [18, §27], [10, с. 39–40], [26–33,107–122,124,125] и т.п.).

Как обычно, через C(0, 1)s обозначим множество всех определенных и равномерно
непрерывных на (0, 1)s функций.

Справедлива
Теорема 3 (Г.Т. Джумакаева [28, 1985г.]). Пусть даны числа p(1 ≤ p <

∞), s и r(s, r = 1, 2, ...) такие, что rp 6= s . Пусть также дана неубывающая на
(0, 1] положительная функция Φ(δ) , для которой при некотором C > 0 справедливо
неравенство Φ(δ)/δ ≤ CΦp(η)/η(0 < η < δ < 1) . Тогда для того чтобы имело место
вложение

W r
p,Φ(0, 1)s ⊂ C(0, 1)s, (5)

необходимо и достаточно выполнение условия∫ 1

0
δ
r
s
− 1
p · Φ(δ)

dδ

δ
< +∞. (6)

Следствие. Пусть rp < s . Тогда для каждой функций из следующей
последовательности

Φ (δ) = δ
1
p
− r
s

+ε
, Φ (δ) = δ

1
p
− r
s ·
(

log
1

δ

)−(1+ε)

,Φ (δ) = δ
1
p
− r
s ·
(

log
1

δ

)−1

·
(

log log
1

δ

)−(1+ε)

, ...

вложение (5) будет или не будет иметь место в зависимости от ε > 0 или ε = 0 .
3 ◦ . Обобщенные классы Никольского-Морри в смешанной норме. Имеет место
Теорема 4 (Г.Т. Джумакаева [32, 1981г.]). Пусть даны числа n (n = 1, 2, ...) ; 1 ≤

pi < +∞ (i = 1, ..., n) , ω (δ) -строго возрастающий модуль непрерывности на [0, 1] и
неубывающая, неотрицательная на [0, 1] функция Φ (δ) с Φ (2δ) = O

=
{Φ (δ)} и пусть∫ 1

0
ω (δ) Φ (δn) δ

−
(

1
p1

+...+ 1
pn

)
dδ

δ
< +∞.
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Тогда если функция u (x) принадлежит классу Лебега со смешанной нормой
L(p1,...,pn) ([0, 1]n) и удовлетворяет условию
∫ bn

an

...
∫ b2

a2

(∫ b1

a1

|u (x1 + t1, ..., xn + tn)− u (x1, ..., xn)|p1 dx1

) p2
p1

dx2


p3
p2

...


pn
pn−1

dxn


1
pn

≤

≤ Kω
(√

t21 + . . .+ t2n

)
Φ ((b1 − a1) ... (bn − an))

для некоторого K > 0 и всех ti, bi и ai таких, что

0 ≤ ai ≤ bi ≤ bi + ti ≤ 1 (i = 1, 2, ..., n) ,

то функция u (x) на [0, 1]n эквивалентна некоторой непрерывной функции u∗ (x) ,
причем

|u∗ (x)− u∗ (y)| ≤ CK
∫ {ω̃−1[ω(|x−y|)]}

1
n

0
ω (δ) Φ (δn) δ

−
(

1
p1

+...+ 1
pn

)
−1
dδ (x, y ∈ [0, 1]n) ,

где ω̃−1 есть функция, обратная к ω̃ (δ) = ω
(
δ

1
n

)
, а С зависит от ω (δ) и Φ (δ) , но не

зависит от u (x) .
При p = p1 = ... = pn, ω (δ) = δα, Φ (δ) = δ

1
p(1− β

n) (0 ≤ β ≤ n) эта теорема сводится к
одному результату из [107], а при Φ (δ) ≡ 1 обобщает достаточную часть основной теоремы
из [108] в том смысле, что дополнительно устанавливается степень гладкости функции
u∗ (x) .

Пусть теперь ω1(δ), ..., ωn(δ) есть система строго возрастающих на [0, 1] модулей
непрерывности и пусть ωi(1) = 1 (i = 1, ...., n) . Тогда классом Никольского-Морри
Hω1,...,ωn
p1,....,pn,Φ,S(Ω) будем называть множество всех функций f(x) ∈ L(p1,...,pn) (Ω) таких, что

для некоторого Cf > 0 и всех E ∈ T, h = (0, ..., hi, ..., 0) выполнены неравенства

‖f(·+ h)− f(·)‖p1,...,pn,Φ;Eh
≤ Cfωi (|h|) (i = 1, ..., n),

где Eh есть множество всех x ∈ Ω ∩ E таких, что x+ h ∈ Ω .
Ясно, что для Φ (δ) ≡ 1 , p = p1 = ... = pn и степенных ωi(δ) = δαi (0 < αi < 1; i =

1, ..., n) эти классы сводятся к классам С.М. Никольского Hα1,...,αn
p .

Следуя В.И. Коляде, средним модулем непрерывности системы ω1 (δ) , . . . , ωn (δ) будем
называть функциюω (δ) =

[∏n
i=0 ω

−1
i (δ)

]−1
, где g−1 означает функцию, обратную к g .

Через Tω ≡ Tω1,...,ωn обозначим следующее семейство параллелепипедов
(x ∈ [0, 1]n , k = 0, 1, ...) :

{
(y1 . . . yn) : |xj − yj | ≤ 1

2ω
−1
j

(
ω
(

1
2k

))
, j = 1, . . . , n

}
.

В условиях принятых определений и обозначений имеют место следующие теоремы.
Теорема 5 (Г.Т. Джумакаева [30, 1982г.]). Если 1 < p <∞ и

∫ 1
0 δ
− 1
pω (δ) Φ (δ) dδδ <

+∞, то каждая функция f (x) ∈ Hω1,...,ωn
P,Φ,Tω

([0, 1]n) в смысле n - мерной меры Лебега
эквивалентна на [0, 1]n некоторой функции f̃ (x) , причем

∣∣∣f̃ (x+ t)− f̃ (x)
∣∣∣ ≤ Cf ∫ ω

−1{ωj(|t|)}

0
δ
− 1
pω (δ) Φ (δ)

dδ

δ
(i = 1, . . . , n) ,

где t = (0, . . . , ti, . . . , 0) .
Теорема 6 (Г.Т. Джумакаева [30, 1982г.]). Если числа 1 ≤ pi < ∞ (i = 1, . . . , n) и

модуль непрерывности ω (δ) таковы, что∫ 1

0
δ
−
∑n
i=1

1
pi ω (δ) Φ (δn)

dδ

δ
< +∞,

49



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2018, Том 125, №4

то каждая функция f (x) ∈ Hω,...,ω
p1,...,pn;Φ,Tω

([0, 1]n) эквивалентна в смысле n - мерной меры
Лебега некоторый непрерывной на [0, 1]n функции f̃(x) , причем для некоторого Cf > 0
и всех x, y ∈ [0, 1]n выполнено∣∣∣f̃(x)− f̃(y)

∣∣∣ ≤ Cf ∫ |x−y| 1n
0

δ
−
∑n
i=1

1
pi ω (δ) · Φ (δn)

dδ

δ
.

Опять же, из теорем 5 и 6 следуют некоторые известные утверждения из [107,108].
Теперь приведем теоремы вложения для анизотропных классов Соболева – Морри [29].
Для того чтобы сформулировать эти результаты, напомним соответствующие

определения и обозначения в анизотропном случае.
Пусть даны целые положительные числа s и rj (j = 1, . . . , s) , положительные числа

ℵj (j = 1, . . . , s) , 1 ≤ p <∞ и положительная неубывающая на (0, 1] функция Φ (δ) .
Определим множество параллелепипедов Tℵ1,...,ℵs ,

Tℵ = Tℵ1,...,ℵs =

Iϑℵ (y) =
s∏
j=1

[
yj −

1

2
ϑℵj , yj +

1

2
ϑℵj
]
⊂ [0, 1]s :

0 < yj < 1 (j = 1, . . . , s) , 0 < ϑ ≤ 1

}
и соответствующую ей норму

‖ϕ‖p,Φ,Tℵ ≡ ‖ϕ‖p,Φ,Tℵ1,...,ℵs
≡ ‖ϕ‖p,Φ,ℵ1,...,ℵs ≡ sup

E∈Tℵ

1

Φ (|E|)

∫
E

|ϕ (x)|p dx

 1
p

,

где |E| есть лебегова мера множества E .
Классом (анизотропным) Соболева-Морри W r1,...,rs

p,Φ,ℵ1,...,ℵs ((0, 1)s) назовем множество,
состоящее из всех измеримых на [0, 1]s функций f(x) , для каждой из которых

‖f‖W r1,...,rs
p,Φ,ℵ1,...,ℵs

≡ ‖f‖p,Φ,ℵ1,...,ℵs +

s∑
j=1

∥∥Drj
xjf
∥∥
p,Φ,ℵ1,...,ℵs ≤ 1,

где D
rj
xjf - обобщенная производная порядка rj по переменной xj .

Класс W r1,...,rs
p,Φ,ℵ1,...,ℵs ((0, 1)s) в случае r1 = · · · = rs = r, ℵ1 = · · · = ℵs обозначим через

W r
p,Φ,T ((0, 1)s) , где T есть семейство всех s -мерных кубов из (0, 1)s , стороны которых

параллельны осям координат.
Ясно, что при Φ (δ) ≡ 1 классы W r1,...,rs

p,Φ,ℵ1,...,ℵs ≡W
r1,...,rs
p,1,ℵ1,...,ℵs сводятся к соответствующим

пространствам Соболева W r1,...,rs
p ((0, 1)s) .

Для ℵ1 > 0, . . . ,ℵs > 0 будем писать |ℵ| = ℵ1 + . . .ℵs.
Теорема 7. Пусть даны целые положительные числа s, r1, . . . , rs , положительные

числа ℵj(j = 1, . . . , s) , действительное число 1 ≤ p < ∞ и неубывающая на (0, 1]
положительная функция Φ (δ) , удовлетворяющая условию Φ (2δ) � Φ (δ) . Тогда для
того чтобы имело место вложение

W r1,...,rs
p,Φ,ℵ1,...,ℵs ((0, 1)s) ⊂ C ((0, 1)s)

достаточно, а в случае выполнения условий

1

p

s∑
j=1

1

rj
6= 1 и rτℵτ = 1 (τ = 1, . . . , s)

ηΦ (δ)� δ Φ (η) (0 < η < δ < 1)

необходимо, чтобы
1∫

0

δ

(
1− 1

p

∑s
j=1

1
rj

) max
τ=1,...,s

rτℵτ

|ℵ|
Φ(δ)

dδ

δ
< +∞.

50



Н. Темиргалиев

При r1 = ... = rs = r, ℵ1 = ... = ℵs, Tℵ = T эта теорема сводится к теореме 3,
В последнее время наблюдается большая научная активность по темам вложений

классов Бесова-Морри, Лизоркина-Морри и Трибеля-Морри, ограниченности классических
операторов, в их числе максимального и Харди, риссовских потенциалов и т.п.,
интерполяции в пространствах Морри (см., напр., [27,109–122] и имеющуюся в них библ.).

Теперь обратимся к случаю rp = s , впервые изученному в [123], краткий обзор
последующих результатов дан в [18, стр. 133–134]. Справедлива
Теорема 8. Пусть 1

p

∑s
j=1

1
rj

= 1 . В случае Φ (δ) = log−β 1
δ (0 < δ < 1;β > 0) вложение

W r1,...,rs
p=
∑s
j=1

1
rj
,Φ,ℵ1,...,ℵs

((0, 1)s) ⊂ C ((0, 1)s) , (7)

имеет место при β > 1 и при всех ℵj > 0 (j = 1, . . . , s) и не имеет места при β ≤
1− 1

p (p > 1) ,ℵj = 1
rj

(j = 1, . . . , s) .

И, в заключение, обратимся к вложению в Lq(0, 1)s (см. [124]).
Через D(α1,...,αs)F обозначим множество, составленное из всех определенных на

единичном s -мерном кубе [0, 1]s функций f (x) = f (x1, ..., xs) , обобщенные производные
f (α1,...,αs) (x) которых принадлежат классу F . Тогда условие∫ 1

0
δ

[
1−
∑s
j=1

(
αj+

1
p

)
1
rj

] max
τ=1,...,s

rτℵτ

ℵ1+...+ℵs Φ(δ)
dδ

δ
< +∞

влечет вложение
W r1,...,rs
p,Φ,ℵ1,...,ℵs (0, 1)s ⊂ D(α1,...,αs)C (0, 1)s .

Отсюда, в частности, следует
Следствие (В.П. Ильин [125]). Если при a > 0 выполнено неравенство

1−
s∑
j=1

αj
rj
−

 s∑
j=1

1

rj
−
∑s

t=1 ℵt
max rτℵτ
τ=1,...,s

· a

 1

p
> 0,

то при Φ (δ) = δ
a
p имеет место вложение

W r1,...,rs

p;δ
a
p ;ℵ1,...,ℵs

(0, 1)s ⊂ D(α1,...,αs)C (0, 1)s .

Теперь обратимся к случаю вложений в лебеговы пространства Lq (0, 1)s . В степенном
случае имеет место следующий критерий.
Теорема 9. При Φ (δ) = δβ (β > 0) , r

s <
1
p −

1
q , 1 ≤ p ≤ q

(1+
√
q)

имеем

W r
p,δβ ,T (0, 1)s ⊂ Lq (0, 1)s ⇔ β >

[(
1

p
− 1

q

)
− r

s

]
· 1

1− p
q

.

Здесь общее достаточное условие вложения

W r1,...,rs
p;Φ;ℵ1...ℵs(0, 1)s ⊂ D(α1,...,αs)Lq(0, 1)s

при 1 ≤ p < q <∞ состоит в сходимости интеграла

∫ 1

0
ϑ
−
∑s
j=1

αj
rj
−
(

1
p
− 1
q

)∑s
j=1

1
rj Φ

1− p
q

ϑ ℵ1+...+ℵs
max

τ=1,...,s
rτℵτ

 dϑ < +∞.

Задачи. 1 ◦ . Заменяя во всех постановках задач, где это возможно, лебеговскую
Lp - норму на норму ‖ϕ‖p,Φ,T ≡ sup

E∈T

1
Φ(|E|)

(∫
E |ϕ (t)|p

) 1
p и на различные ее модификации

(см., напр., п.9 из §1), получим, подобно приведенным выше утверждениям, необозримое
количество классов и задач. Таковыми являются, например, задачи вложения пространств
Лебега - Морри, Никольского - Морри, Соболева – Морри и Бесова - Морри, приложения
к дифференциальным уравнениям, рядам Фурье и т.п.
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Эти задачи были сформулированы в Обзоре-1997 [1] по результатам исследований 1981-
1985 годов [26,28,30,32].

2 ◦ . Как это следует из критерия (2)-(3) К.Ж. Наурызбаева и Г.Т. Джумакаевой, в
случае вложения пространства Лебега-Морри в пространства Лоренца повторяется эффект
(2) из п.3 резкого отличия условий вложения класса Hω

p в пространство Лоренца L (µ, ν)
при µ > p («далекий случай») и при µ = p («близкий случай»), разумеется, со своими
особенностями.

3 ◦ . Из теоремы 8 следует, что аналогичный эффект имеет место и в случае вложения
(5) пространства Соболева-Морри в пространство непрерывных функций.

Именно, при rp < s ( 1
p −

r
s > 0 ) выполнен критерий

W r
p,Φ (0, 1)s ⊂ C (0, 1)s ⇔

∫ 1

0
δ
r
s
− 1
pΦ (δ)

dδ

δ
�
∞∑
n=1

1

n
1−
(

1
p
− r
s

)Φ

(
1

n

)
< +∞.

Из оставшихся, случай rp > s , в виду вложения (см. [123]) W r
p,1 (0, 1)s ⊂ C (0, 1)s

неинтересен, поскольку W r
p,Φ (0, 1)s ⊂ W r

p,1 (0, 1)s , что подтверждается и теоремой 3: при

rp > s
(
r
s −

1
p > 0

)
, Φ (δ) ≡ 1 имеем

∞∑
n=1

1

n
1−
(

1
p
− r
s

)Φ

(
1

n

)
=
∞∑
n=1

1

n
1+
(
r
s
− 1
p

) < +∞.

И, наконец, случай rp = s . Опять же, согласно теореме вложения Соболева [123], при
rp = s , p = 1 (1

p −
r
s = 1− r

s = 0, r = s),Φ (δ) ≡ 1 имеет место вложение

W s
1,1 (0, 1)s ⊂ C (0, 1)s ,

в то время как
∞∑
n=1

1

n
1−
(

1
p
− r
s

)Φ

(
1

n

)
=

∞∑
n=1

1

n1
= +∞,

т.е. при этих предположениях условие (6) не является необходимым для вложения (5).
Теорему 8 можно рассматривать как распространение теоремы 10.4 из [18, стр. 129–130]

на случай
∑s

j=1
1
rj

= p, 1 ≤ p ≤ +∞. Здесь случай 1− 1
p < β ≤ 1 остается открытым. Не

исключено, что вложение (7) имеет место во всех этих случаях.
9. Модули непрерывности переменного приращения и теоремы вложения

(К.Сулейменов, Н.Темиргалиев)
В. Дитциан и В. Тотик [126] предложили следующее обобщение модуля непрерывности

( 1 ≤ p <∞, 0 ≤ α < 1 )

ωα,p (δ, f) = sup
0<h≤δ

(∫
0≤x≤x+hxα≤1

|f (x+ h · xα)− f (x)|p dx
) 1
p

(0 < δ ≤ 1) , (1)

в котором обычное приращение функции |f (x+ h)− f (x)| было заменено на
|f (x+ h · xα)− f (x)| , с зависящим от аргумента функции x переменным приращением
h · xα .

Цель ввода определения (1) состояла, в частности, в приведении к одному и тому же виду
оценок приближений по тригонометрической и алгебраической системам (подробности см.
в [126]).

Разумеется, сразу же возникает вопрос о влиянии параметра α из характеристики
(1) структурных свойств функций в задачах метрической теории функций, в своих
формулировках содержащих модуль непрерывности.

Естественно начать с фундаментального, в теории вложений, значения критерия
Ульянова

Hω
p ⊂ Lq (0, 1)⇔

∞∑
n=1

n
q
p
−2
ωq
(

1

n

)
<∞ (1 ≤ p < q <∞) . (2)
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В силу неравенства (Ульянова [6], Осколкова – Теляковского [127], Брудного [128] и, в
самой общей формулировке, П. Освальда [129])

ωp (δ; f∗) ≤ cpωp (δ, f) (0 ≤ δ ≤ 1) , (3)

где f∗(x) есть равноизмеримая невозрастающая перестановка |f (x)| , т.е., напомним,

f∗ (t) = inf {y > 0 : mes {x ∈ [0, 1] : |f (x)| > y} < t} ,

критерий (2), в силу (3) в эквивалентной форме можно переписать так

H̄ω
0,p ⊂ Lq (0, 1)⇔

∞∑
n=1

n
q
p
−2
ωq
(

1

n

)
<∞ (1 ≤ p < q <∞) . (4)

Здесь при 0 ≤ α < 1, 1 ≤ p < ∞ класс H̄ω
α,p составлен из всех неотрицательных

неубывающих на (0, 1] функций f (x) ∈ Lp(0, 1) таких, что

ωα,p (δ; f) ≤ ω (δ) (0 ≤ δ ≤ 1) , (5)

где ω (δ) - заданный модуль непрерывности.
Тогда имеет место критерий (см. [130])

H̄ω
α,p ⊂ Lq (0, 1)⇔

∞∑
n=1

n
q
p( 1

1−α)− 1
1−α−1

ωq
(

1

n

)
<∞ (1 ≤ p < q <∞, 0 ≤ α < 1) . (6)

Далее, критерий вложения в пространство Лоренца (2) из п. 4 в эквивалентной форме
переписывается в виде

H̄ω
0,p ⊂ L (µ, ν)⇔


∞∑
n=1

n
ν
(

1
p
− 1
µ

)
−1
ων
(

1
n

)
<∞, если µ > p, 0 < ν <∞,

∞∑
n=10

1

n(lnn)
ν
p
ων
(

1
n

)
<∞, если µ = p, 0 < ν < p.

(7)

а критерий вложения в пространство Лоренца для α > 0 следующий

H̄ω
α,p ⊂ L (µ, ν)⇔

⇔


∞∑
n=1

n
ν

1−α

(
1
p
− 1
µ

)
−1
ων
(

1
n

)
<∞

(
1 ≤ p < µ, 0 ≤ α < 1−

(
1
p −

1
µ

)
, 0 < ν <∞

)
∞∑
n=3

1

n(lnn)
ν
p
ων
(

1
n

)
< +∞ (1 ≤ p <∞, µ = p, 0 < ν < p, 0 ≤ α < 1)

(8)

(в случае необходимости в последнем случае предполагается ω (δ) =
O
{
ω
(
δ2
)}

(0 ≤ δ ≤ 1) ).
Отметим, что при α = 0 критерий (6) сводится к критерию (4), стало быть,

эквивалентному ему критерию (2).
Точно также, при α = 0 критерий (8) сводится к критерию (7), и, тем самым, к

эквивалентному ему критерию (2) из п. 4.
И, наконец, при 1 ≤ p < q = µ = ν < +∞ из критерия (8) следует критерий (6).

(1 ≤ p < µ, 0 ≤ α < 1− (1/p− 1/µ) , 0 < ν <∞) .

Отметим, что в критериях (4) и (7) также использовано то обстоятельство,
что в необходимой части соответствующих утверждений строится неотрицательная
невозрастающая на (0, 1] функция.

Теперь обратимся к ещё одному случаю выявления действия параметра α , а именно к
неравенству (П.Л. Ульянова [6], Э.А.Стороженко [131], Гарсиа [132])

f∗ (x) ≤ c (p)

{∫ 1

x
t
−
(

1
p

+1
)
ωp (f, t) dt+ ‖f‖p

}
(0 < x ≤ 1) , (9)

также относящемуся к центральным в теории вложений
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Опять же в силу (3), неравенство (9) эквивалентно выполнению для всякой
неотрицательной невозрастающей на (0, 1] функции f (x) ∈ Lp (0, 1) (1 ≤ p <∞)

f (x) ≤ c (p)

{∫ 1

x

ω0,p (f, t)

t
1
p

+1
dt+ ‖f‖p

}
(0 < x ≤ 1) , (10)

которое, как это установлено в [130], при 0 < α < 1 переходит в определенном смысле (см.
об этом ниже) неулучшаемое неравенство

f (x) ≤ c (α, p)


∫ 1

x

ωα,p

(
f, 2−1

(
2

2
1−α − 1

)
t1−α

)
t

1
p

+1
dt+ ‖f‖p

 (0 < x ≤ 1) . (11)

Очевидно, что при α = 0 неравенство (11) сводится к (10).
В более подробном изложении доказаны следующие теоремы
Теорема 1 (К. Сулейменов, Н. Темиргалиев [130]).Пусть даны числа 1 ≤ p <

∞, 0 ≤ α < 1 . Тогда для любой невозрастающей неотрицательной функции f ∈ Lp (0, 1)
справедливо неравенство

f (x) ≤ c (α, p)


∫ 1

x

ωα,p

(
f, 2−1

(
2

2
1−α − 1

)
t1−α

)
t

1
p

+1
dt+ ‖f‖p

 (0 < x ≤ 1) .

Имеет место
Предложение 1. Пусть даны числа 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ α < 1 и γ такие, что 0 <

α+ 1
p − 1 < γ < 1

p . Тогда имеет место соотношение

ωα,p

(
1

xγ
, δ

)
� δ

1
1−α

(
1
p
−γ
)

(0 < δ ≤ 1) .

Отсюда следует неулучшаемость неравенства (11) в том смысле, что ее левые и правые
части относительно 0 < x < 1 имеют одинаковый порядок по отношению к каждому из
параметров 1 ≤ p <∞, 0 ≤ α < 1 , 0 < τ < 1 (ωα,p (x−γ , δ) � δτ ).
Предложение 2. Пусть даны числа 1 ≤ p < ∞ и 0 ≤ α < 1 . Тогда для функции

f (x) = 1
xγ при γ = 1

p − τ (1− α) , 0 < τ < 1 модуль непрерывности имеет порядок
ωα,p (x−γ , δ) � δτ и справедливы следующие утверждения:

1) если 0 < τ < 1, 0 ≤ α < 1 , то оценка (11) точна для всех 1 ≤ p < 1
τ(1−α) ,

2) если 1 ≤ p <∞ и 0 < τ < 1 , то оценка (11) точна для всех 1− 1
pτ < α < 1 ,

3) если 0 ≤ α < 1 и 1 ≤ p <∞ , то оценка (11) точна для всех 0 < τ < 1
p(1−α) .

Далее, справедливы
Теорема 2 (К. Сулейменов, Н. Темиргалиев [130]). Пусть даны числа 1 ≤

p < µ, 0 ≤ α < 1 − (1/p− 1/µ) , 0 < ν < ∞ . Пусть также дан некоторый модуль
непрерывности ω (δ) . Тогда для того чтобы имело место вложение

H̄ω
α,p ⊂ L (µ, ν) ,

необходимо и достаточно, чтобы
∞∑
n=1

n
v

1−α

(
1
p
− 1
µ

)
−1
ωv
(

1

n

)
<∞.

Следствие 1. При 1 ≤ p < µ, 0 ≤ α < 1−(1/p−1/µ), 0 < ν <∞, ω(δ) = δτ (0 < τ ≤ 1) ,имеем
H
δτ

α,p ⊂ L(µ, ν)⇔ ντ > ν
1−α(1

p −
1
µ) > 0 .

Следствие 2. При 1 ≤ p < µ, 0 ≤ α < 1 − (1/p − 1/µ), 0 < ν < ∞, ω(δ) = δτ (0 < τ ≤ 1) ,

ω(δ) = δ
ν

1−α ( 1
p
− 1
µ

) (
log 1

δ

)−τ имеем H
δ

ν
1−α ( 1

p−
1
µ )(log 1

δ )
−τ

α,p ⇔ τν > 1 .
Теорема 3 (К. Сулейменов, Н. Темиргалиев [130]).Пусть даны числа 1 ≤ p <

∞, 0 ≤ α < 1, 0 < ν < ∞ 0 < ν < p . Пусть также дан модуль непрерывности ω (δ) .
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Тогда, для того чтобы имело место вложение

H̄ω
α,p ⊂ L (p, ν) ,

достаточно, а в случае, когда ω (δ) = 0
{
ω
(
δ2
)}

(0 ≤ δ ≤ 1) , и необходимо, чтобы
∞∑
n=3

1

n (lnn)
ν
p

ων
(

1

n

)
< +∞.

Следствие 1. При 1 ≤ p <∞, 0 ≤ α < 1, 0 < τ <∞ , 0 < ν < p , ω(δ) =
(
log 1

δ

)−τ имеем

Hα,p ⊂ L(µ, ν)⇔ ν(
1

p
+ τ) > 1.

Следствие 2. При 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ α < 1, 0 < τ < ∞ , 0 < ν < p , ω(δ) =(
log 1

δ

)−(1− ν
p

) (
log log 1

δ

)−τ , имеем H
(log 1

δ )
−(1− νp )(log log 1

δ )
−τ

α,p ⇔ τν > 1 .
Замечание 1. Изученные здесь задачи ранее рассмотрены в статье N.X. Ky [133].
Так, как это утверждается в [133], влияние параметра α при замене в (10) модуля

непрерывности ωp (f, δ) ≡ ω0,p (f, δ) на ωα,p (f, δ) будет следующее

f (x) ≤ C (p, α)

{∫ 1

x

ωα,p (f, t)

t
α+1+ 1

p

dt+ ‖f‖p
}

(0 < x ≤ 1) , (12)

т.е. в отличие от замены ω0,p (f, t) на ωα,p
(
f, t1−α

)
в числителе подынтегрального

выражения в (10), предлагается замена t
1+ 1

p на t
α+1+ 1

p в знаменателе. Не говоря об
ошибочности доказательств в [133], как показывает пример в Предложении 1, неравенство
(12) не является точным.

То же относится и к вложению в Lq (0, 1) : в [133] утверждается, что для вложения
H̄ω
α,p ⊂ Lq (0, 1) (1 ≤ p < ∞, 0 ≤ α < 1) , достаточно, а в случае выполнения условий (в

совокупности, по сути, противоречивых)

lim
t→0

inf
ω (t)

t
> 0,

∫ h1+α

0

ωp (t)

tpα+1
dt = O {ωp (h)} (h→ 0) ,

∫ 1

h1+α

ωp (t)

tp+1
dt = O

{
ωp (h)

hp

}
(h→ 0)

и необходимо, чтобы
∞∑
n=1

n
αq+ q

p
−2
ωq
(

1

n

)
< +∞,

в то время как неулучшаемым условием является (6).
Замечание 2. Изученные здесь задачи относились лишь к случаю неотрицательных

невозрастающих функций f (x) ∈ Lp (0, 1) ( 1 ≤ p < ∞ ), что, в силу неравенства (3), в
эквивалентных формулировках при α = 0 сводились к известным случаям (2), (2) из п. 3
и к (9).

Нам неизвестно, имеет ли место неравенство

ωα,p (f∗, δ) ≤ c (α, p)ωα,p (f, δ) (0 ≤ δ ≤ 1)

при всех 1 ≤ p < ∞, 0 < α < 1 и f (x) ∈ Lp (0, 1) , как и справедливость теорем 1-3 для
всех f (x) ∈ Lp (0, 1) .

Замечание 3. Критерий (8) (теоремы 2 и 3), являют собой случаи, когда полностью
выявлены границы разных форм ответов на одну и ту же постановку задачи (о чем
достаточно подробно говорилось здесь в п.4).

Интересно отметить, что в «близком» случае вложения H̄ω
α,p в L (p, ν) , зависимость

от α , 0 ≤ α < 1 только в константах в соответствующем неравенстве типа вложения
(1 ≤ p <∞, 0 < ν < p, 0 < α < 1) :

‖f‖L(p, ν) ≤ C(p, ν, α)(

∞∑
n=3

1

n(ln)
ν
p

ωνα,p(f ;
1

n
) + ‖f‖

ν

p)
1
ν . (13)
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Задачи. Большое количество задач можно получить, заменяя в известных результатах
и новых задачах обычные модули гладкости на модули гладкости переменного приращения
Дитциана-Тотика, следя за влиянием параметра α из определения (1) (или, в общем
случае, за действием функции ϕ (x) ) в разности ∆h,ϕf (x) ≡ f (x+ hϕ (x))− f (x) .

§3. Заключение и выводы
Итак, заданы оператор T на функциональном классе F со значениями из

нормированного пространства Y .
Задача заключается в получении критерия вложения TF ⊂ Y как условия

формирования величины

δN (0;T ;FDN )Y ≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

sup
f∈F,

(τ=1,....,N)

∥∥∥Tf ( · )− ϕN
(
l
(1)
N (f) , ..., l

(N)
N (f) ; ·

)∥∥∥
Y
,

при минимальных условиях на T, F и Y .
Если по условиям поставленной задачи выполнено вложение TF ⊂ Y , то вопрос о

критерии вложения, понятно, само собой снимается (например, если задача состоит в
приближении функции f(x) ∈ Lp(0, 1) в метрике Lq(0, 1) при 1 ≤ q < p <∞ ).

При Tf = f и Tf = f (α1,...,αs) это будут обычные теоремы вложения F ⊂ Y ⇔? и
D(α1,...,αs)F = F (α1,...,αs) =

{
f (α1,...,αs) : f ∈ F

}
⊂ Y ⇔?

Если Tf = u (y; f) есть решение дифференциального уравнения Lu = 0 с начальными
и (или) граничными условиями, задаваемых набором функций f = (f1, ..., fk) , то речь
будет идти о неулучшаемом вложении (см. [134–137] )

{Tf ≡ u(x; f) : f ∈ F} ⊂ Y.

Так, например, приходим к теоремам вложения нового типа (см. [137] при F1 =
W r1

2 (0, 1)s, F2 = W r2
2 (0, 1)s и Y = Ls,∞ ):{

u(x, t; f1, f2) =
∑
m∈Zs

[
f̂1(m) cos(t

√
4π2(m,m) + 1) + f̂2(m)

sin(t
√

4π2(m,m) + 1)√
4π2(m,m) + 1

]
· e2πi(m,x) :

f1 ∈ F1, f2 ∈ F2

}
⊂ Y, (1)

в котором требуется получить не только условие вложения, но еще и неулучшаемое.
Тем самым, дискретизация проводится по числовой информации от f = (f1, f2) в
функциональном ряде из (1).

Если Tf ≡ u(y; f) есть решения интегрального уравнения

u(x) =

∫
Ω
K(x, y, u(y))dy + f(x),

то речь будет идти о вложении (при фиксированном ядре K(x, y, u(y)) )

{u(x; f) : f ∈ F} ⊂ Y.

Вместе с тем, в случае Tf ≡
∫

[0,1]s f(x)dx при условии F ⊂ C (0, 1)s необходимо будет

Y = R ≡ (−∞,∞) , так что, в силу u(f) ≡
∑N

k=1 ckf(tk) ∈ R ≡ Y нахождение условия
вложения TF ⊂ Y теряет смысл, поскольку выполняется по самой постановке задачи.

Беглый осмотр оглавлений классических монографий по теории вложений показывает,
что содержание теории вложений состоит из изучения средств приближения, определения
классов, прямых и обратных теорем теории приближений, эквивалентных норм и
собственно теорем вложений.

То же в случае интегральных представлений с непосредственным обращением к теоремам
вложений.

* * *
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Этот номер Серии журнала завершает первый годовой цикл. Сложился определенный
стиль журнала - одна программного характера несущая статья и несколько значимых
статей на разные темы (с доказательством и без), в совокупности, ещё раз повторимся,
нацеленные на внутренние казахстанские интересы.

Редакция журнала надеется на расширение списка авторов по несущей части, помимо,
как это объявлялось в [138], статей по темам (в номерах 2–4 Серии уже освещены
Направления 1 и 12, Темы 2 и 15, частично Направления 14 и 17):

НАУЧНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ИТМиНВ

Направление 1. Компьютерный (вычислительный) поперечник (К(В)П) как синтез
известного и нового в Теории приближений, Вычислительной математике, Численном
анализе, который, согласно К. Флетчеру, "включает в себя в качестве составных
частей формулировку задачи, математический анализ, построение алгоритма и доведение
компьютерной программы до того, чтобы она давала результаты"

Тема 2. Классы (и пространства) функций, что, по словам А. Н. Колмогорова, решает
проблему "Нас много", т. е. "многих" обеспечить публикациями

Направление 3. Математический инструментарий прямого применения: алгебраическая
теория чисел в сочетании с гармоническим анализом в задачах численного интегрирования
и теории случайных чисел

Направление 4. Математический инструментарий прямого применения: тензорные
произведения функционалов в сочетании с гармоническим анализом в задачах численного
анализа, восстановления функций и дискретизации решений уравнений в частных
производных по значениям начальных и граничных условий в точках

Направление 5. Иррегулярные распределения и метод квази-Монте Карло как, согласно
К. Роту, перспективные направления исследований в математике-информатике XXI века с
обширными применениями

Тема 6. Восстановление функций в контексте К(В)П
Тема 7. Численное дифференцирование функций в контексте К(В)П
Тема 8. Дискретизация решений уравнений в частных производных в контексте К(В)П
Направление 9. Теоретико-вероятностный подход к задачам Анализа: конструирование

вероятностных мер на классах функций
Тема 10. Теоретико-вероятностный подход к задачам Анализа: погрешности методов

численного интегрирования "в среднем" относительно вероятностных мер на классах
функций

Тема 11. Теоретико-вероятностный подход к задачам Анализа: погрешности методов
восстановления функций и дискретизации решений уравнений в частных производных "в
среднем" относительно вероятностных мер на классах функций

Направление 12. Теория вложений и приближений - решенные и нерешенные задачи
Тема 13. Ряды Фурье: преобразования коэффициентов и суммирование
Направление 14. Предпоперечник Колмогорова от Мирболата Сихова
Тема 15. Теория "Морри" не как "тривиальные обобщения заменой нормы Лебега на

норму Морри"
Направление 16. Дискретные и быстрые "алгебраические" преобразования Фурье
Направление 17. Генераторы случайных чисел в контексте новых формул дискретных

"алгебраических" преобразований Фурье. Генерирование случайных чисел Лехмера с
максимальным периодом по требованиям Ковею-Макферсона и обширные их применения

Направление 18. "Геометрия чисел" в контексте алгебраической теории чисел
Направление 19. Метод Галеркина и новые теоретические разработки с последующими

применениями в контексте всегда сопровождающей его уязвимости
Направление 20. К(В)П - анализ бесконечно гладких функций от Ерика Нурмолдина.
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Л.Н. Гумилева атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң Теориялық математика және ғылыми есептеулер
институты, Астана, Қазақстан

Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр және функциялар теориясының iшкi мәселелерi мәнмәтiнiндегi
жуықтау және енгiзу теориясы

Аннотация: Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр, бiздiң ойымызша, Жуықтау теориясы, Есептеуiш математика
және Сандық анализдiң басты есептерiн айқын «Барлық уақытқа!» деңгейiнде тiкелей компьютерлiк есептеу
қызметiмен қоса бередi. Сонымен есеп қойылып жатқан кездегi оның дұрыстығына қойылатын алғашқы шарттарға
енгiзу теориясының жақсармайтын теоремалары сәйкес келедi. Сонымен қатар, П.Л. Ульяновтiң сөзiмен айтқанда,
олардың өзiнде – бұл жерде ол – Енгiзу теориясы және жуықтау теориясы, – «iшкi мәселелерi» бар. Осы мақала
соның дәл өзiне арналған.

Түйiн сөздер: Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр, Енгiзу теориясы, Жуықтау теориясы, функциялар классы
мен кеңiстiктерi, тегiстiк модулi, ең жақсы жуықтау.

N. Temirgaliyev

Institute of Theoretical Mathematics and Scientific Computations ot the L. N. Gumilyov Eurasian National University,
Astana, Kazakhstan

Embedding and Approximation Theories in the Context of Computational (Numerical) Diameter and
Internal Problems of the Theory of Functions

Abstract: The Computational (numerical) diameter, as we see it, is quite distinctly at the level "For all times!"
formulates the main tasks of the Approximation Theory, Computational Mathematics and Numerical Analysis with the
accompanying computer service maintenance. Moreover, already at the task formulation stage, the corresponding unim-
provable theorems of the theory of embeddings are among the first requirements for the correctness of the statement. At
the same time, as P.L. Ulyanov claimed, that "internal problems" were in the Embedding Theorems and Approximation
Theory. This article is devoted to this.

Keywords: The Computational (numerical) diameter, embedding theory, Approximation Theory, classes and spaces
of functions, module of smoothness, best approximations.
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