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А.П. Солодов
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(E-mail: apsolodov@mail.ru)

Асимптотическое поведение суммы ряда по синусам в окрестности нуля 1

Аннотация: Работа посвящена уточнению асимптотики суммы ряда по синусам
с выпуклыми, медленно меняющимися коэффициентами, полученной С. Алянчичем,
Р. Бояничем и М. Томичем [1] и усиленной С.А. Теляковским [2] и А.Ю. Поповым [3].

Ключевые слова: ряды по синусам с монотонными коэффициентами, медленно
меняющаяся функция.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182-2018-125-4-108-112
Рассмотрим невозрастающую и стремящуюся к нулю последовательность

положительных чисел b = {bk}∞k=1 и функцию

g(b, x) =

∞∑
k=1

bk sin kx.

Хорошо известно, что ряд
∑∞

k=1 bk sin kx сходится всюду и сумма этого ряда,
функция g(b, x), непрерывна на (0, 2π). Нас будет интересовать поведение функции
g(b, x) в правой окрестности нуля в сравнении с более просто устроенной функцией.
Наиболее принципиальной является ситуация, когда последовательность коэффициентов
b медленно меняется (limk→∞ b2k/bk = 1). В этом случае последовательность частичных
сумм ряда по синусам сходится очень медленно, а его сумма g(b, x) не интегрируема по
Лебегу.

В случае медленно меняющейся последовательности коэффициентов при
дополнительном условии выпуклости ( bk − 2bk+1 + bk+2 > 0 , ∀k ∈ N ) С. Алянчичем,
Р. Бояничем и М. Томичем получен главный член асимптотического поведения
функции g(b, x).
Теорема А( [1], [4, гл. V, §2, теорема 2.17]). Пусть b — выпуклая, медленно

меняющаяся, стремящаяся к нулю последовательность. Тогда верна асимптотика

g(b, x) ∼
b
(

1
x

)
x

, x→ 0. (1)

Другое направление исследований связано с получением двусторонних оценок при
помощи функции, зависящей от коэффициентов последовательности b . В качестве
таковой Р. Салем предложил функцию

v(b, x) = x

m(x)∑
k=1

kbk, (2)

где m(x) = [π/x] , 0 < x 6 π . Им установлен следующий результат.
Теорема В( [5], [6, гл. X, §7, теорема 1]). Пусть b = {bk}∞k=1 — выпуклая и стремящаяся

к нулю последовательность, а {kbk}∞k=1 — неубывающая последовательность. Тогда
найдется такое x0, что

C1(b)v(b, x) 6 g(b, x) 6 C2(b)v(b, x), 0 < x < x0,

для некоторых величин C1(b) и C2(b).

1Работа выполнена при поддержке Программы поддержки ведущих научных школ РФ (грант № НШ-
6222.2018.1)
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Как показано в [2], [3], ввиду медленного изменения последовательности b при x → 0
справедливо порядковое соотношение

b
(

1
x

)
x
∼
bm(x)

x
∼ 1

π2
xm2(x)bm(x) ∼

2

π2
x

m(x)∑
k=1

kbk. (3)

Следовательно, асимптотику в теореме А можно переписать в следующей эквивалентной
форме g(b, x) ∼ 2π−2v(b, x) , x → +0 . Таким образом, функция Салема v(b, x) удобна
для получения как двусторонних оценок, так и точных порядковых соотношений.

С.А. Теляковский [2] усилил результаты Р. Салема и С. Алянчича, Р. Боянича,
М. Томича. Он показал, что разность между суммой ряда по синусам и главным членом
ее асимптотического разложения удобно сравнивать с функцией

σ(b, x) =
1

m(x)

m(x)−1∑
k=1

k2(bk − bk+1). (4)

А именно, С.А. Теляковским были установлены следующие результаты.
Теорема С( [2]). Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности b

найдутся такие не зависящие от b положительные постоянные C1 и C2, что выполняется
неравенство

C1 σ(b, x) 6 g(b, x)−
bm(x)

2
ctg

x

2
6 C2 σ(b, x), 0 < x 6

π

11
.

Теорема D( [2]). Для любой невозрастающей и стремящейся к нулю последовательности
b найдется такая не зависящая от b постоянная C3, что выполняется неравенство

g(b, x) 6 C3v(b, x), 0 < x 6 π. (5)

Теорема E( [2]). Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности
b найдется такая не зависящая от b положительная постоянная C4, что выполняется
неравенство

g(b, x) > C4v(b, x), 0 < x 6
π

11
. (6)

Если последовательность b медленно меняется, то имеет место (см. [7, гл. II, §2, теорема
2.4]) порядковое соотношение bk−bk+1 = o (bk/k) , k →∞, из которого, как отмечено в [2],
немедленно выводится (см. (3)) асимптотика

σ(b, x) =
1

m(x)

m(x)−1∑
k=1

k2∆bk = o

 1

m(x)

m(x)−1∑
k=1

kbk

 = o
(
v(b, x)

)
= o

(
bm(x)

2
ctg

x

2

)
.

Таким образом, теорема С является усилением теоремы А, а теоремы D и E — усилением
теоремы В.

А.Ю. Попов вычислил точные значения постоянных в неравенствах (5) и (6). Им
доказаны следующие утверждения.
Теорема F ( [3]). Для любой невозрастающей и стремящейся к нулю последовательности

b выполняется неравенство

g(b, x) 6 v(b, x), 0 < x 6 π. (7)

Теорема G ( [3]). Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности b
выполняется неравенство

g(b, x) >
2

π2
v(b, x)− 1

π
bm(x) − bm(x)

(
1

x
− 1

2
ctg

x

2

)
, 0 < x 6

π

2
. (8)

Сравнение оценки (8) с порядковым соотношением (1) доказывает точность постоянной
2π−2 в теореме G. Точность же постоянной 1 в (7) очевидна. Другими словами, имеют
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место равенства

max
b

lim
x→+0

g(b, x)

v(b, x)
= 1,

min
b

lim
x→+0

g(b, x)

v(b, x)
=

2

π2
,

причем максимум берется по всем монотонным и стремящимся к нулю
последовательностям b , а минимум — по всем выпуклым.

В данной работе получены точные постоянные в теореме С. Более того, мы исправим
функции Салема (2) и Теляковского (4) так, чтобы полученные асимптотически точные на
классе выпуклых и медленно меняющихся последовательностей мажоранта и миноранта
как можно меньше отклонялись от суммы ряда по синусам. Рассмотрим модификации
функций v(b, x) и σ(b, x) :

v0(b, x) = x

m(x)−1∑
k=1

kbk +
m(x)

2
bm(x)

 ,

σ0(b, x) = x

m(x)−1∑
k=1

k(k + 1)

2
(bk − bk+1).

Доказаны следующие результаты.

Теорема 1. Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности b
выполняется неравенство

bm(x)

x
+

6(π − 1)

π3
σ0(b, x)−

bm(x) − bm(x)+1

π
− bm(x)

(
1

2
ctg

x

2
− 1

x

)
< g(b, x) <

bm(x)

x
+ σ0(b, x), 0 < x 6

π

11
.

Замечание. Два последних слагаемых в оценке снизу отрицательны и суммарно не
превышают O

(
xbm(x)

)
= o(x), x→ +0.

Теорема 2. Существуют выпуклые, медленно меняющиеся и стремящиеся к нулю
последовательности b и b , для которых найдутся последовательности точек {xl}∞l=1 ,
xl → +0 , и {xl}∞l=1 , xl → +0 , такие, что

lim
l→∞

g(b, xl)−
bm(xl)

xl

σ0(b, xl)
= 1,

lim
n→∞

g(b, xl)−
bm(xl)

xl

σ0(b, xl)
=

6(π − 1)

π3
.

Таким образом, на классе всех выпуклых, медленно меняющихся последовательностей
b решена следующая экстремальная задача, уточняющая теорему С:

max
b

lim
x→+0

g(b, x)− bm(x)

x

σ0(b, x)
= 1,

min
b

lim
x→+0

g(b, x)− bm(x)

x

σ0(b, x)
=

6(π − 1)

π3
.

Теорема 3. Пусть b — положительная, выпуклая и стремящаяся к нулю
последовательность. Тогда для некоторого x0 > 0 при всех x , 0 < x < x0 , выполняется
неравенство

2

π2
v0(b, x) < g(b, x) <

bm(x)

2
ctg

x

2
+ 2 sin

x

2

m(x)−1∑
k=1

k(k + 1)

2
(bk − bk+1).
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Для любого ε > 0 cуществуют выпуклые, медленно меняющиеся и стремящиеся к нулю
последовательности b и b , для которых найдутся последовательности точек {xl}∞l=1 ,
xl → +0 , и {xl}∞l=1 , xl → +0 , такие, что

g(b, xl) <
2

π2
v0(b, xl) + o

(
3
√
xl
)
,

g(b, xl) >
bm(xl)

2
ctg

xl
2

+ 2 sin
xl
2

m(xl)−1∑
k=1

k(k + 1)

2

(
bk − bk+1

)
− o

(
x3−ε
l

)
.

В частности, на классе выпуклых, медленно меняющихся и стремящихся к нулю
последовательностей b имеют место равенства

min
b

lim
x→+0

g(b, x)− 2
π2 v0(b, x)

3
√
x

= 0,

min
b

lim
x→+0

bm(x)

2 ctg x
2 + 2 sin x

2

m(x)−1∑
k=1

k(k+1)
2 (bk − bk+1)− g(b, x)

x3−ε = 0.
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telephone, e-mail - in Kazakh, Russian and English) is given.

8. Address: 010008, Republic of Kazakhstan, Astana, Satpayev St., 2., L.N. Gumilyov Eurasian National
University, Main Building, room 408). E-mail: vest_math@enu.kz. Сайт: bulmathmc.enu.kz.
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