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Параметрические множества для фреймов в анализе Уолша

Аннотация: Определяются параметрические множества для фреймов в анализе Уолша и
указываются соответствующие этим множествам алгоритмы построения фреймов Парсеваля.
Отмечаются взаимосвязи с конструкциями ортогональных всплесков на группах Виленкина и
в пространствах периодических последовательностей комплексных чисел.

Ключевые слова: функции Уолша, ортогональные всплески, кратномасштабный анализ,
фреймы Парсеваля, группы Виленкина, дискретное преобразование Виленкина-Крестенсона,
обобщенная функция Вейерштрасса

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182/2018-124-3-89-94
В настоящем кратком сообщении в дополнение к недавним публикациям [1, 2] с помощью

обобщенных функций Уолша определяются параметрические множества для фреймов на
положительной полупрямой R+ и указываются соответствующие этим множествам алгоритмы
построения фреймов Парсеваля. Как обычно, через Z+ и N обозначаются множества целых
неотрицательных и натуральных чисел соответственно. Для фиксированных p, n ∈ N , p > 2 ,
положим N = pn . Обозначим через 〈s〉p остаток при делении целого числа s на p , а через
[x] целую часть числа x . Для каждого x ∈ R+ положим

xj = 〈 [pjx] 〉p , x−j = 〈 [p1−jx] 〉p , j ∈ N.
Эти числа являются цифрами разложения числа x по основанию p :

x =
∑

j<0 xjp
−j−1 +

∑
j>0 xjp

−j .

Видно, что [x] =
∑∞

j=1 x−jp
j−1 и существует номер k = k(x) такой, что x−j = 0 для всех

j > k. Равенство z = x⊕ y означает, что
z =

∑
j<0〈xj + yj〉pp−j−1 +

∑
j>0〈xj + yj〉pp−j

и, соответственно, z = x	 y , если z ⊕ y = x .
Полагая εp = exp(2πi/p) , для любых x, y ∈ R+ положим

χ(x, y) = ε t(x,y)
p где t(x, y) =

∞∑
j=1

(xj y−j + x−j yj).

Обобщенное преобразование Фурье-Уолша функции f ∈ L1(R+) определяется [3, § 6.1] по
формуле

f̂(ω) =

∫
R+

f(x)χ(x, ω) dx,

и стандартным образом переносится на L2(R+) .
Далее, определим на интервале [0, 1) функцию

w1(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/p),
ε lp, x ∈ [lp−1, (l + 1)p−1), l ∈ {1, . . . , p− 1},

и продолжим ее на полупрямую R+ с периодом 1. Обобщенная система Уолша {wl : l ∈ Z+}
определяется [3, § 1.5] по формуле

w0(x) ≡ 1, wl(x) =
k∏
j=1

(w1(pj−1x))νj , l ∈ N, x ∈ R+,
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где νj – цифры p -ичного разложения числа l :

l =
k∑
j=1

νjp
j−1, νj ∈ {0, 1 . . . , p− 1}, νk 6= 0, k = k(l).

Дискретное преобразование Виленкина-Крестенсона переводит произвольный вектор b =
(b0, b1, . . . , bN−1) пространства CN в вектор a = (a0, a1, . . . , aN−1) с компонентами

ak =
1

N

N−1∑
j=0

bjwj(k/N), 0 ≤ k ≤ N − 1. (1)

Обратное преобразование действует по формуле

bj =
N−1∑
k=0

ak wk(j/N), 0 ≤ j ≤ N − 1. (2)

Маска, ассоциированная с вектором b , имеет вид

mb(ω) =
N−1∑
k=0

akwk(ω), ω ∈ R+,

где коэффициенты ak определены по формуле (1). Соответствующее этой маске
масштабирующее уравнение записывается в виде

ϕ(x) = p
N−1∑
k=0

akϕ(p x 	 k), x ∈ R+, (3)

или ϕ̂(ω) = mb(ω/p)ϕ̂(ω/p), ω ∈ R+. Коэффициенты уравнения (3) вычисляются по вектору
b с помощью формулы (1). Из формулы (2) видно, что mb(j/N) = bj для j = 0, 1, . . . , N − 1 .
Отметим также, что

ϕ̂(0) =

∫ ∞
0

ϕ(x) dx = 1 ⇒ b0 = 1.

Параметрические множества F (p, n) и G0(p, n) определяются условиями

b ∈ F (p, n) ⇐⇒ b0 = 1 и
p−1∑
j=0

|bl+jpn−1 |2 ≤ 1, 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1,

b ∈ G0(p, n) ⇐⇒ b0 = 1 и
p−1∑
j=0

|bl+jpn−1 |2 = 1, 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.

Теорема 1. Пусть маска mb масштабирующего уравнения (3) определена по вектору
b ∈ F (p, n) . Тогда функция ϕ, заданная своим преобразованием Фурье-Уолша по формуле

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

mb(p−jω), ω ∈ R+,

является L2 -решением уравнения (3) и имеет носитель suppϕ ⊂ [0, pn−1] .

В связи с теоремой 1 отметим, что указанный в [1] для каждого b ∈ G0(p, n) способ
вычисления значений функции ϕ̂(ω) применим для любого вектора b ∈ F (p, n) .

Для произвольной функции ϕ ∈ L2(R+) положим

ϕj,k(x) = pj/2ϕ(pjx	 k), x ∈ R+.

Функция ϕ порождает КМА, если, во-первых, система {ϕ(· 	 k) : k ∈ Z+} ортонормирована
в L2(R+) и, во-вторых, подпространства

Vj = closL2(R+)span {ϕj,k : k ∈ Z+}, j ∈ Z,
90
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обладают следующими свойствами

Vj ⊂ Vj+1,
⋂
Vj = {0},

⋃
Vj = L2(R+).

Если ϕ− решение уравнения (3) такое, что система {ϕ(·	k) : k ∈ Z+} ортонормирована в
L2(R+) , то вектор b , по которому определена маска уравнения (3), принадлежит множеству
G0(p, n) (сравните с [6, предложение 3.2]). Пусть W (p, n)− множество векторов b ∈ G0(p, n) ,
для которых решение ϕ уравнения (3) порождает КМА в L2(R+) , а W 0(p, n)− множество
векторов b = (b0, b1, . . . , bN−1) из G0(p, n) , у которых bl 6= 0 для всех 0 ≤ l ≤ pn−1 −
1 . Известно, что для любого b ∈ W 0(p, n) существует конструктивный метод построения
ортогонального всплескового базиса в L2(R+) (см. [1, 7]). При этом случаю Хаара отвечает
множество H(p, n) , состоящее из вектора (b0, b1, . . . , bN−1) , у которого bl = 1 для 0 ≤ l ≤
pn−1 − 1 и bl = 0 для pn−1 ≤ l ≤ N − 1 (библиографию о всплесках Хаара на группах
Виленкина, а также о методах построения ортогональных всплесков в случае b ∈ W (p, n) \
W 0(p, n) см. в [1,2]).

Таким образом, определены параметрические множества:

H(p, n) ⊂W 0(p, n) ⊂W (p, n) ⊂ G0(p, n) ⊂ F (p, n). (4)

В недавней работе [8] предложен алгоритм построения нестационарных всплесков на группе
Виленкина, определяемой по последовательности натуральных чисел {pj}∞j=1 , pj ≥ 2 .

Метод построения ортонормированного базиса всплесков в пространстве CN комплексных
N -периодических поcледовательностей по любому вектору b ∈ G0(p, n) изложен в [9]
(при этом условие b0 = 1 оказывается несущественным). Более того, существует
алгоритм построения фреймов для пространства CN с помощью дискретного преобразования
Виленкина-Крестенсона. Соответствующая конструкция позволяет по комплексным числам
b0 , b1 , . . . , bN−1 , таким, что

|bl|2 + |bl+pn−1 |2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1 |2 ≤ 1, 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1,

построить фрейм Парсеваля для CN (подробности для случая p = 2 см. в [10]).

Алгоритмы построения фреймов Парсеваля по любому вектору b ∈ F (p, n) на группах
Виленкина были предложены в [4] и [5]. Приведенные ниже алгоритмы являются
модификациями этих алгоритмов (в отличие от [4] в алгоритмах A и B не требуется находить
полифазные компоненты масок).

Для данного множества Ψ := {ψ(1), . . . , ψ(r)} ⊂ L2(R+) , r ≥ p−1 , система всплесков X(Ψ)
определяется по формуле

X(Ψ) := {ψ(ν)
j,k : 1 ≤ ν ≤ r, j ∈ Z, k ∈ Z+},

где
ψ

(ν)
j,k (x) = pj/2ψ(ν)(pjx	 k), x ∈ R+.

Система X(Ψ) является фреймом Парсеваля для L2(R+) , если для всех f ∈ L2(R+)
выполнено равенство ∑

j∈Z

∑
k∈Z+

r∑
ν=1

|〈f , ψ(ν)
j,k 〉|

2 = ‖f‖2.

Алгоритм А.
• Шаг 1. Выбрать вектор b = (b0, b1, . . . , bN−1) из G0(p, n) .
• Шаг 2. С помощью формул (1) по компонентам вектора b вычислить коэффициенты
полинома

m0(ω) =

N−1∑
α=0

aαwα(ω).
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• Шаг 3. Найти функцию ϕ ∈ L2(R+) такую, что

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p−jω), ω ∈ R+.

• Шаг 4. Найти полиномы Уолша

mν(ω) =
N−1∑
α=0

a(ν)
α wα(ω), 1 ≤ ν ≤ p− 1,

такие, что матрица
m0(ω) m1(ω) . . . mp−1(ω)
m0(ω ⊕ 1/p) m1(ω ⊕ 1/p) . . . mp−1(ω ⊕ 1/p)

. . . . . . . . . . . .
m0(ω ⊕ (p− 1)/p) m1(ω ⊕ (p− 1)/p) . . . mp−1(ω ⊕ (p− 1)/p)


унитарна при каждом ω ∈ R+ .
• Шаг 5. Определить функции ψ(1), . . . , ψ(p−1) по формулам

ψ(ν)(x) = p

N−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(p x	 α), 1 ≤ ν ≤ p− 1.

Алгоритм В.
• Шаг 1. Выбрать вектор b = (b0, b1, . . . , bN−1) из F (p, n) .
• Шаги 2 и 3 как в алгоритме А.
• Шаг 4. Для данного r ≥ p найти полиномы Уолша

mν(ω) =

N−1∑
α=0

a(ν)
α wα(ω), 1 ≤ ν ≤ r,

такие, что строки матрицы
m0(ω) m1(ω) . . . mr(ω)
m0(ω ⊕ 1/p) m1(ω ⊕ 1/p) . . . mr(ω ⊕ 1/p)

. . . . . . . . . . . .
m0(ω ⊕ (p− 1)/p) m1(ω ⊕ (p− 1)/p) . . . mr(ω ⊕ (p− 1)/p)


при каждом ω ∈ R+ образуют ортонормированную систему.
• Шаг 5. Определить функции ψ(1), . . . , ψ(r) по формулам

ψ(ν)(x) = p
N−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(p x	 α), 1 ≤ ν ≤ r,

или, в терминах преобразований Фурье, по формулам

ψ̂(ν)(ω) = mν(ω/p)ϕ̂(ω/p), 1 ≤ ν ≤ r.

Теорема 2. Пусть множество всплесков Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)} определено для r = p − 1
по алгоритму А и для r ≥ p по алгоритму В. Тогда система X(Ψ) является фреймом
Парсеваля для L2(R+) .

Дискретные вейвлет-преобразования, ассоциированные с параметрическими множествами
(4), применяются для обработки изображений [11], сжатия фрактальных сигналов [12,
13], анализа геофизических данных [13, 14] и анализа финансовых временных рядов
[13]. Как отмечалось в [2] каждое из этих преобразований по сравнению с дискретными
преобразованиями Фурье, Уолша, Хаара и родственных им преобразованиями обладает
большей эластичностью (выбор параметра b с помощью энтропийного, среднеквадратичного
или иного критерия позволяет адаптировать применяемое преобразование к обрабатываемому
сигналу). Как показано в [13], при кодировании значений обобщенной функции Вейерштрасса
построенное для p = 3 с помощью обобщенных функций Уолша дискретное всплесковое
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преобразование имеет преимущества по сравнению с преобразованием Хаара и методом зонного
кодирования. При этом число p оказывается равным числу входных каналов. В связи с этим
отметим, что многоканальные всплесковые преобразования применяются [15] в многомерных
многоскоростных системах обработки сигналов.
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Уолш анализiндегi фреймдерге арналған параметрлiк жиындар

Аннотация: Уолш анализiндегi фреймдерге арналған параметрлiк жиындар және бұл жиындарға сәйкес келетiн
Парсеваль фреймдерiн құрудың алгоритмдерi көрсетiледi. Виленкин топтарындағы ортогоналды всплесктердiң
құрылымы және периодты комплекс сандар тiзбектерi кеңiстiктерiмен байланысы атап өтiледi.

Түйiн сөздер: Уолш функциялары, ортогоналды всплесктер, еселi масштабты анализ, Парсеваль фреймдерi,
Виленкин топтары, Виленкин-Крестенсонның дискреттi тiрлендiруi, Вейерштрасстың жалпыланған функциясы.

Yu.A. Farkov

Russian Presidential Academy of National Economy and Public Administration (RANEPA), Moscow, Russian Federation

Parametric sets for frames in Walsh analysis

Abstract: Parametric frame sets in the Walsh analysis are introduced and the corresponding algorithms for constructing
the Parseval frames are indicated. Relationships with constructions of orthogonal wavelets on Vilenkin groups and in spaces of
periodic sequences of complex numbers are noted.

Keywords: Walsh functions, orthogonal wavelets, multiresolution analysis, Parseval frames, Vilenkin groups, Vilenkin-
Chrestenson transform, Weierstrass distribution.
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