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Метод проекции градиентов и непрерывные селекции многозначных отображений

Аннотация: Рассматривается параметрическая задача оптимизации следующего типа:

f(x, y) −→ min, y ∈M ⊆ Rm,

где x параметр из E ⊆ Rn.
Для этой задачи определено множество ε - оптимальных точек:

aε(x) = {y ∈M : f(x, y) ≤ inf
y∈M

f(x, y) + ε}.

Изучается вопрос построения непрерывной селекции для отображения aε. Методом
проекции градиентов построены непрерывные селекции для этого многозначного отображения.

Ключевые слова: Многозначное отображение, ε - оптимальные точки, проекция,
выпуклые множества.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182/2018-124-3-95-100

1. Введение. Задача о существовании непрерывных селекций, восходящая кклассической
теореме Э.Майкла [1], получила в дальнейшем многочисленные приложения в самых
различных областях математики. Отметим лишь обзор [2], посвященный этому вопросу.

Однако во всех этих работах доказывается существование непрерывных селекций и не
указываются алгоритмы построения этих отображений.

В настоящей статье показано, что обычные методы градиентного спуска являются удобными
способами построения непрерывных селекций для многозначных отображений, связанных с
задачами минимизации функций.

В дальнейшем, через ΠM (a) будем обозначать проекцию точки a на выпуклое замкнутое
множество M , а через Br(x)− замкнутый шар радиуса r > 0 с центром в x .

Отображение a, которое каждому x ∈ Rn сопоставляет множество a(x) ⊆ Rm есть
многозначное отображение из Rn в Rm. Селекция для a определяется как однозначное
отображение y(.) : Rn → Rm такое, что y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ Rn .

Пусть функция f(x, y) выпукла по y ∈ Rm при фиксированном x и непрерывна по x ∈
Rn при каждом фиксированном y ∈ Rm . Известно (см. [3], Лемма 4.1, стр. 207), что f
непрерывна по совокупности переменных.

Имеет место следующий результат, доказательство которого мы проводить не будем,
поскольку оно совершенно аналогично доказательству леммы 3.1 [4], (замечание 2, стр.329).
Теорема 1. Пусть функция f(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) и

имеет непрерывное частное производное f ′y(x, y) по y на Rm . Пусть E ⊂ Rn и F ⊂
Rm− компактные множества.

Тогда найдется такое α0 > 0 , что для фиксированных x и y будем иметь

f(x, y + αh) = f(x, y) + α < f ′y(x, y), h > +o(x, y, h, α),

где o(x, y, h, α)/α стремится к нулю равномерно по x ∈ E, y ∈ F и h ∈ B1(0) при α→ 0.
Рассмотрим многозначное отображение вида

aε(x) ≡ {y ∈M : f(x, y) ≤ V (x) + ε},
95
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где ε некоторое фиксированное неотрицательное число, а V (x) = infy∈M f(x, y) .
Непрерывность многозначного отображения такого вида расмотренa во многих работах [5–8].
В частности в статье [7] доказан следующий результат (см. Леммy 1.3).
Теорема 2 Пусть f(x, y) непрерывна по x ∈ Rn при фиксированном y ∈ Rm и выпукла по

y на Rm при фисированном x . Пусть E ⊂ Rn− компакт, а M ⊂ Rm− выпуклый компакт.
Тогда для любого ε > 0 многозначное отображение aε(x) полунепрерывно снизу, т.е. если

x0 ∈ E фиксированная точка, то для любого δ > 0 существует окрестность U(x0) точки x0

такая, что
∀x ∈ U(x0)

⋂
E : aε(x0) ⊆ aε(x) + δB1(0). .

2. Основной результат. Здесь мы расмотрим вопрос построения непрерывных селекций
отображения aε(x) .

Как оказалось, метод проекции градиентов решает этот вопрос. Именно, справедлива
Теорема 3. Пусть E ⊂ Rn− компакт, а M ⊂ Rm - выпуклый компакт, функция f(x, y)

выпукла по y и непрерывна по x .
Предположим также, что существует производная f ′y(x, y) по y , которая непрерывна по

совокупности переменных x и y.
Далее, построим последовательность отображений методом проекции градиентов:

y0(x) ≡ y0, y0 ∈ a0(x0), yj+1(x) = ΠM (yj(x)− λjf ′y(x, yj(x)),

j = 0, 1, . . . ,

причем λj произвольные числа, удовлетворяющие условиям

λj > 0,
∞∑
j=1

λj =∞,
∞∑
j=1

λ2
j <∞.

Тогда для любого ε > 0 существует такой номер K , что

∀x ∈ E,∀j ≥ K : yj(x0) = y0, yj(x) ∈ aε(x).

Доказательство. Сначала покажем,что ρ(yj(x), aε/2(x)) ≡ infu∈aε(x)
‖ yj(x)− u ‖ сходится

к нулю равномерно относительно x ∈ E , когда j →∞ .
Допустим противное. Тогда существует положительное число δ > 0 и бесконечное

множество индексов J такие, что для любого j ∈ J существует элемент xj ∈ E такой,
что

ρ(yj(xj), aε/2(xj)) ≥ δ. (1)

Так как E компакт, то, не нарушая общности, можно предположить, что последовательность
{xj} сходится к некоторoму элементу x ∈ E. Поскольку многозначное отображение aε/2
полунепрерывно снизу, то для достаточно больших индексов j ∈ J имеет место включение

aε/2(x) ⊆ aε/2(xj) +
δ

2
B1(0). (2)

Из соотношений (1)-(2) непосредствено следует, что

ρ(yj(xj), aε/2(x)) ≥ δ/2 > 0. (3)

Обозначим νj = yj(xj) . Заметим, что существует такое число ∆ > 0 , что νj /∈ aε/2+∆(x) .
Действительно, если это не так, то существуют такие последовательности ∆i → 0, ji ∈ J
такие, что νi ∈ aε/2+∆i

(x) . Поскольку M− компакт и νji ∈ M , то не нарушая общности,
можно считать, что

νji → ν ∈ aε/2(x). (4)

Но из (3) следует ν /∈ aε/2(x) , что противоречит соотношению(4). Итак, существует
положительное число ∆ такое, что

для достаточно большихj ∈ J : f(x, νj) > V (x) + ε/2 + ∆.
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Теперь, если ν ∈ aε(x) , то в силу выпуклости функции f(x, y) по y имеем

< f ′y(x, νj), ν − νj >≤ f(x, ν)− f(x, νj) ≤ −∆ < 0. (5)

Обозначим
Aj(x, ν) =< f ′(x, νj), ν − νj >, ν ∈ aε/2(x).

Так как по предположению отображение f ′y(x, ν) непрерывно по совокупности переменных
(x, ν) и множество aε(x) есть компакт, то в силу равномерной непрерывности f ′y(x, ν) для
любого γ > 0 существует окрестность U(x) точки x такая, что

∀x ∈ U(x)
⋂
E, ∀ν ∈ aε(x) : ‖ f ′y(x, ν)− f ′y(x, ν) ‖≤ γ.

Так как множество aε/2(x) и последовательность {νj} ограничены , то существют такие числа
C1 > 0, C2 > 0 , что

∀ν ∈ aε/2(x) : ‖ νj ‖≤ C1, ‖ ν ‖≤ C2.

Отсюда и из (5) следует, что

Aj(x, ν) ≤ Aj(x, ν)+ < f ′y(x, ν)− f ′y(x, ν), ν − νj >≤

≤ −∆+ ‖ f ′y(x, ν)− f ′y(x, ν) ‖‖ ν − νj ‖≤
≤ −∆ + γ(‖ ν ‖ + ‖ νj ‖) ≤ −∆ + γ(C1 + C2).

Поэтому, если γ < ∆/(2(C1 + C2) , то

∀ν ∈ aε/2(x), x ∈ U(x)
⋂
E : Aj(x, ν) < −∆

2
. .

Пусть uj = −f ′y(xj , νj) . Так как последовательности {xj}, {νj} ограничены, то ограничена
и последовательность {uj}, т.е. существует число m > 0 такое, что ‖ uj ‖≤ m .

Теперь, если ν̂ ∈ aε/2(x) , то

‖ νj+1 − ν̂ ‖2=‖ ΠM (νj + λjuj)− ν̂ ‖2≤‖ νj + λjuj − ν̂ ‖2≤
≤‖ νj − ν̂ ‖2 +2λj < uj , νj − ν̂ > +λ2

jm
2. (6)

Стало быть,

‖ νj+1 − ν̂ ‖2≤‖ ν1 − ν̂ ‖2 −∆

j∑
i=1

λi +m2
j∑
i=1

λ2
i . (7)

Так как по предположению
∞∑
j=1

λj = +∞,
∞∑
j=1

λ2
j < +∞,

то правая часть неравенства (7) становится отрицательной при достаточно больших j , что
невозможно.

Итак, показано, что последовательность yj(x) непрерывных отображений, определенная на
компактном множестве E равномерно сходится к множеству aε(x) . Это означает, что для
любого β существует такой номер N , что начиная с этого номера имеет место включение

∀x ∈ E : yj(x) ∈ aε/2(x) + βB1(0).

Стало быть существуют элементы ỹj(x) ∈ a ε
2
(x) и ej(x) ∈ B1(0) такие, что

yj(x) = ỹj(x) + ej(x).

Отсюда, по предположению теоремы, имеем

f(x, ỹj(x) + βej(x)) = f(x, ỹj(x))+

+β < f ′y(x, ỹ(x)), ej(x) > +o(x, ej(x), β) ≤

≤ V (x) +
ε

2
+ β ‖ f ′y(x, ej(x) ‖ +o(x, ej(x), β).

Поскольку отображение f ′y(x, y) непрерывно, то существует такое число C3 , что

∀x ∈ E, j ≥ N : ‖ f ′y(x, ỹj(x)) ‖≤ C3.
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Теперь согласно теореме 1 можно выбрать число β > 0 настолько малым, чтобы

∀x ∈ E, j ≥ N : βC3 + o(x, ej(x), β) ≤ ε

2
.

Тогда получим yj(x) ∈ aε(x) (∀x ∈ E, j ≥ N), т.е. отображения yj(x) являются
непрерывными селекциями для aε(x) . Так как y0− точка минимума выпуклой функции
f(x0, y) на выпуклом множестве M , то согласно лемме 2.2( [9], стр.225)

y0 = ΠM (y0 − f ′y(x0, y0)).

Откуда,
y1(x0) = ΠM (y0(x0)− f ′y(x0, y0(x0)) =

= ΠM (y0 − f ′y(x0, y0)) = y0.

Аналогично устанавливается, что yj(x0) = y0 (∀j) .
В итоге, все отображения yj(x) проходят через точку (x0, y0) .
Теорема 3 доказана.
Следствие. Пусть функция f(x, y) строго выпукла по y при фиксированном x ∈ E .

Тогда последовательность yj(x) равномерно сходится.
Доказательство следствия. Поскольку функция f(x, y) строго выпукла по y при

фиксированном x ∈ E , то она на выпуклом замкнутом множестве M достигает своего
минимального значения только в одной точке, которую обозначим через y(x). Положим

ρε(x) = max
y∈aε(x)

ρ(y(x), y).

Покажем, что ρε(x) равномерно относительно x сходится к нулю, когда ε стремится к нулю.
Пусть это не так. Тогда найдeтся положительное число δ > 0 и последовательности

{xj} ⊂ E, εj → 0, yj ∈ aεj (xj)
такие, что

‖ yj − y(xj) ‖≥ δ. (8)

Поскольку E− компакт, то можно считать, что

xj → x ∈ E, yj → y.

Но, с другой стороны, так как отображение y(x) непрерывно (см. [10], Предложение 23,
стр.125), то y = y(x) , что противоречит соотношению (8), поскольку из него непосредственно
следует, что y 6= y(x) . Теперь, если u ∈ aε(x) , то

‖ yj(x)− y(x) ‖≤‖ yj(x)− u ‖ + ‖ u− y(x) ‖≤
≤‖ yj(x)− u ‖ +ρε(x) ≤ ρ(yj(x), aε(x)) + ρε(x).

Поскольку ρε(x) равномерно сходится к нулю по x , когда ε → 0, то для любого δ > 0
существует такое δ0 < δ , что

∀ε ≤ δ0 : ρε(x) < δ.

Стало быть, начиная с некоторого номера K имеет место включение yj(x) ∈ aδ0(x) (∀x ∈ E).
Таким образом, для любого δ > 0 существует такой номер K , что

∀j ≥ K,∀x ∈ E : ‖ yj(x)− y(x) ‖< δ.

Следствие доказано.
Пример. Пусть f(x, y) = xy, M = E = [0, 1] . Очевидно, что miny∈M f(x, y) = 0 и поэтому

многозначное отображение aε при ε = 0 имеет следующий вид:

a0(x) =

{
0, x 6= 0

[0, 1], x = 0,

а отображение aε при ε > 0 задается следующей формулой:

aε(x) =

{
[0, 1], x ∈ [0, ε]

[0, εx ], x ∈ [ε, 1].
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Рисунок 1. Рисунок 2.

На рисунках 1, 2 показаны графики многозначнoго отображения aε при ε = 0 и при ε > 0
соответственно. Как видно из этих рисунков, отображение a0 не непрерывно и не существует
непрерывная селекция, проходящая через точку (0, 1) . В тоже время, отображение aε(ε > 0)
непрерывно и через точку (0, 1) проходят непрерывные селекции. Построим эти селекции
методом проекции градиентов. Имеем f ′y(x, y) = x и поэтому

f ′y(x, y) = x⇒ y1(x) = ΠM (y0(x)− f ′y(x, y0(x)) = ΠM (1− λ0x) = 1− λ0x⇒
y2(x) = ΠM (y1(x)− λ1x) = ΠM (1− (λ0 + λ1)x) =

= 1− (λ0 + λ1)x.

y3(x) = 1− (λ0 + λ1 + λ2)x,

т.е. если
j−1∑
k=1

λk ≤ 1, то

yj(x) = 1−

(
j−1∑
k=1

λk

)
x, x ∈ [0, 1],

если
j−1∑
k=1

λk > 1, то

yj(x) =

1−

(
j−1∑
k=1

λk

)
x, x ∈ [0, aj ]

0, x ∈ [aj , 1],

где aj = 1
j−1∑
k=1

λk

.

Отсюда поскольку
∑∞

i=1 λi =∞ , то начиная с некоторого номера K

∀j ≥ K, ∀x ∈ E : yj(x) ∈ aε(x).

Графики этих отображений показаны на рисунке 2. Заметим также, что они проходят через
точку (0, 1) .
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Градиенттердi проекциялау әдiсi және көпмәндi бейнелеулердiң үзiлiссiз селекциялары

Аннотация: Келесi түрдегi параметрлiк оптимизациялау есебi қарастырылады:

f(x, y) −→ min, y ∈M ⊆ Rm,

мұндағы x E ⊆ Rn жиынынан алынған параметр.
Бұл есеп үшiн ε -оптималды нүктелер жиыны анықталды:

aε(x) = {y ∈M : f(x, y) ≤ inf
y∈M

f(x, y) + ε}.

aε бейнелеуi үшiн үзiлiссiз селекция құру есебi зерттеледi. Бұл көпмәндi бейнелеу үшiн гридиенттi проекциялау әдiсiмен
үзiлiссiз селекция құрылды.

Түйiн сөздер:көпмәндi бейнелеу, оптималды нүктелер, проекция, дөңес жиындар.

R.A. Khachatryan

Yerevan State University, Yerevan, Armenia

Gradient projection method and continuous selections of multivalued mappings

Abstract. We consider the parametric optimization problem of the following type

f(x, y) −→ min, y ∈M ⊆ Rm,

where x is a parametr from the subset E ⊆ Rn.
For this problem a set of ε - points is defined :

aε(x) = {y ∈M : f(x, y) ≤ inf
y∈M

f(x, y) + ε}.

The problem of constructing continuous selections of the mapping aε is considered. The gradient projection method is used to
construct continuous selections for this multivalued mapping.

Keywords: Multivaled mapping, set of ε - optimal points, projection, convex set.
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