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Аннотация. Проанализированы собственные колебания столба жидкости в нефтяной
вертикальной скважине, вызванные резкой остановкой насосов (гидроударе). Отметим,
что волновые параметры колебаний зависят от физико-химических свойств закачиваемой
жидкости, плотности, пористости, проницаемости коллектора и характеристик трещины
гидравлического разрыва пласта. На основе теоретической модели, которая описывает
движение жидкости в скважине со свободной верхней границей и фильтрацию жидкости
в призабойной зоне с гидроразрывом пласта, найдены аналитические решения задачи о
собственных затухающих колебаниях столба жидкости в скважине. При этом учтены
начальные и граничные условия процесса. Получены выражения для нахождения изменения
давления и скорости жидкости в скважине. Выведено характеристическое уравнение для
нахождения волновых параметров собственных частот (частоты, периода, коэффициента
и декремента затухания). Исследовано влияние проницаемости породы и проводимости
трещины гидроразрыва на частоту колебаний, коэффициент затухания и декремент затухания
колебаний давления. Рассмотрена динамика давления в середине и на забое скважины
в случаях отсутствия и наличия трещины гидравлического разрыва пласта. Проведено
сравнение данных характеристик для жидкостей с различной плотностью, а именно для нефти
и воды.
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1. Введение

Добыча нефти — сложный и наукоемкий процесс, который непрерывно модернизируется
и совершенствуется как в практической, так и в теоретической областях. В настоящее
время одной из проблем нефтегазодобывающей отрасли является поддержание уровня
добычи нефти на фоне истощения залежей с традиционными запасами и вовлечения в
разработку трудноизвлекаемых запасов углеводородов. В этих условиях широкое применение
получили геолого–технологические мероприятия по интенсификации добычи нефти, наиболее
эффективным из них считается гидравлический разрыв пласта (ГРП). ГРП — это метод
интенсификации работы скважин, приводящих к кардинальному изменению ее дебита [1].
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Полученные в следствие ГРП трещины расположены на большой глубине, в связи с этим
возникают задачи определения ее параметров и коллекторских характеристик. Многие
авторы изучают влияние трещины ГРП на работу скважины, изменение фильтрационных
характеристик на забое, прирост добычи нефти.

Хабибуллин И.Л. и Хисамов А.А. [2, 3, 4] в своих работах решали задачи нестационарной
фильтрации в системе «пласт-трещина ГРП». Авторы пришли к выводу, что наличие
трещины ГРП влияет на зависимость давления, скорость фильтрации от фильтрационных
характеристик системы. Авторы построили и провели анализ аналитических решений данной
задачи. Было изучено влияние длины трещины на количественные характеристики процесса.

Шагапов В.Ш. и Нагаева З.М. в [5] представили исследования нестационарной фильтрации
вокруг скважины с вертикальной трещиной ГРП. Фильтрационные процессы в трещине
описаны с использованием классической модели радиальной фильтрации. Получены
точные решения, с их помощью проведен анализ коллекторских свойств пласта и трещины
гидроразрыва. Проанализировано влияние реологических свойств насыщающей жидкости или
газа на изменения давления в трещине.

В [6] решена задача о притоке нефти из породы в трещину ГРП и получены достаточно
простые аналитические формулы методом последовательной смены стационарных состояний.
На основе полученных формул проведен численный анализ и установлены зависимости
динамики давления в трещине ГРП, дебита скважины в режиме постоянного перепада
давления от физических свойств жидкости, пористости, проницаемости породы и геометрии
трещины. Также изучены данные зависимости при постоянном дебите скважины.

Задача о выходе процесса функционирования скважины на стационарный режим при
постоянном перепаде давления между забойным и пластовыми значениями, а также
при постоянном дебите решена [7]. Построены точные и приближенные аналитические
решения, которые описывают фильтрацию флюида «скважина-трещина ГРП-пласт».
Выведены формулы, аналогичные формулам Дюпюи, определяющим дебит скважины.
Проанализировано влияние физических и геометрических свойств трещины ГРП, пласта и
реологических свойств жидкости на периоды, за которые колебания давления от скважины
проникают во всю трещину ГРП.

Авторами [8] исследован гидравлический удар, возникший при завершении процесса
гидравлического разрыва пласта. Проведено численное моделирование рассматриваемого
процесса на основе уравнений сохранения массы и импульсов. В результате анализа
полученных численных результатов было показано, что трещина ГРП влияет на амплитуду,
период и продолжительность сигнала гидроудара. Исследователи отмечают, что диагностика
трещин гидроударом дает важную информацию о созданной трещине, такую как длина,
ширина и высота.

Исследование [9] основано на анализе высокочастотной обработки данных более 100 скважин
с горизонтальными ГРП трещинами. Данные были получены, собраны, и проанализированы
с помощью нового программного обеспечения для управления данными гидравлического
разрыва, которые могут быть использованы для обнаружения и оценки гидроудара. При
анализе авторами установлено, что гидроудар влияет на всю систему «скважина-трещина ГРП-
пласт». Замечено сильное воздействие трения в скважине на амплитуду сигнала, что может
быть полезной информацией при оценивании соединения ствола скважины, начала трещины
ГРП и ее местоположения. Авторы отмечают существенное влияние закачиваемой жидкости
на сигнал гидроудара.

Влияние сигнала гидроудара на работу скважин, оценку коллекторов и трещин ГРП
проанализировано также в работах [10, 11, 12, 13], где гидроудар рассматривается как
диагностирующий фактор и как разрушающий.

В работах [14, 15] изучены собственные затухающие колебания столба жидкости в скважине
в случае, что ее верхний конец закрыт неподвижной крышкой. Также в этих работах
учитываются фильтрационные течения в призабойной зоне, а призабойная зона – это
однородная, пористая, проницаемая среда.
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В данной статье рассматривается расширенная задача. Предполагаем, что в скважине
проведен гидравлический разрыв пласта, имеется вертикальная трещина ГРП. Также,
полагаем, что верхняя граница столба жидкости в скважине открыта, значение давления
на этой границе можно считать постоянным. Это условие приводит к другим граничным
условиям на верхней границе жидкости в скважине, по сравнению с отмеченными работами.
С учетом новых факторов проанализированы собственные колебания столба жидкости с
учетом фильтрационных течений через проницаемые стенки забойного участка скважины и по
вертикальной трещине ГРП на этом участке. Изучены зависимости частоты, коэффициента
затухания колебаний давления от значений проницаемости пласта и трещины ГРП. Трещина,
образовавшаяся в результате гидроразрыва пласта (ГРП), может влиять на характеристики
собственных колебаний низкопроницаемого пласта. Это может привести к изменениям в
процессе добычи нефти и газа, а также повлиять на охват пласта воздействием и нефтеотдачей.

2. Основные уравнения

При моделировании процесса движения жидкости в системе «скважина-трещина ГРП-
пласт» в начальный момент времени будем полагать следующее: жидкость находится в покое;
протяженность столба жидкости в закрытой части скважины l намного больше длины
открытого участка lp ( l � lp ); ось Oz направлена вертикально вниз и начало ее координат
совпадает с верхней границей столба жидкости. D1 , D2 – мнимые датчики на забое и в
середине скважины. Схема вертикальной скважины показана на рисуноке 1.

Рисунок 1 – Схема обсаженной скважины, сообщающейся с пластом

Запишем основные уравнения для моделирования процесса движения жидкости в системе
«скважина-трещина ГРП-пласт»:
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В систему уравнений (1)-(4) входят уравнение неразрывности и уравнение сохранения
импульсов для жидкости в скважине (1) для возмущений плотности ρ , давления P
и скорости w в линеаризованном приближении, основное уравнение упругого режима
фильтрации в пласте (2) вокруг скважины и в трещине (3) и уравнение сохранения массы
в призабойной зоне пласта (4). Здесь σ— касательное напряжение в жидкости на поверхности
стенки скважины, µ и ν — динамическая и кинематическая вязкости жидкости, C — скорость
звука в жидкости, χp и χf — коэффициенты пъезопроводности в областях пласта и трещины,
kp — проницаемость пласта, mp — пористость пласта, ac — радиус скважины, r — расстояние
от оси скважины, a — внешний радиус скважины, upa, uf0 — скорость фильтрации жидкости
в окружающую проницаемую горную породу через стенку открытого участка скважины и
в трещину шириной df , образовавшейся при ГРП. Нижний индекс 0 означает начальное
значение параметра.

Запишем граничные условия для уравнений (1), (2) и (3) соответственно:

z = 0 : P (0, t) = 0, w(0, t) = 0; z = l : P (l, t) = P (l)(t), w(l, t) = w(l)(t), (5)

Pp|r=a = P (l), Pp|r→∞ = 0, (6)

Pf |x=0 = P (l), Pf |x→∞ = 0. (7)
Нижний индекс p указывает, что значения параметров относятся к пласту, нижний индекс

f означает, что параметр относится к трещине. По закону Дарси вычисляется скорость
фильтрации:

upa = up|r=a = −kp
µ

(
∂Pp
∂r

)
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, uf0 = up|x=0 = −
kf
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.

Подставляя выражения скорости фильтрации в (4) получим:
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3. Решение уравнений в виде стоячих волн

С помощью представленных уравнений будем решать задачу о собственных затухающих
колебаниях столба жидкости в скважине. Решение уравнений (1) будем искать в виде стоячих
волн:

P = A(P )(z)eiωt, w = A(w)(z)eiωt, (9)
где ω = Ω + iδ — комплексная частота собственных колебаний. Действительная часть Ω
отвечает за период колебаний T = 2π/Ω , мнимая часть δ отвечает за интенсивность
затухания.

Подставляя (9) в систему (1) после преобразований получим
iω

ρ0C2
A(P ) +

d
dz
A(w) = 0,

1

ρ0iω(1 + 2/y)

d
dz
A(P ) +A(w) = 0,

(10)

где y = (iωa2
c/ν)1/2 .
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Находим решение системы (10) в виде

A(P ) = c sin(Kz), A(w) = i
c

ρ0

K cos(Kz)

ω(1 + 2/y)
(c = c1), (11)

где K2 = (1 + 2/y)ω2/C2 .
Отсюда следует, что при z = l для закона изменения P (l) и w(l) находим

P (l) = P|z=l = A(P )(l)eiωt = c sin(Kl)eiωt,

w(l) = w|z=l = A(w)(l)eiωt = i
c

ρ0

K cos(Kl)

ω(1 + 2/y)
eiωt.

Чтобы вычислить градиент давления на стенке открытого участка скважины решаем
уравнения (2) и (3), которые соответствуют граничным условиям

Pp|r=a = Pf |x=0 = P (l) = c sin(Kl)eiωt, pp → 0 и Pf → 0 при r →∞ и x→∞. (12)
Решения ищем в виде

Pp = A(P )
p (r)eiωt, Pf = A

(P )
f (x)eiωt. (13)

Подставляя (13) в (2) и (3) получим
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)
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f = χf
√
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(14)

Решения уравнений (14), удовлетворяющие граничным условиям (12) запишутся как

A(P )
p (r) = A(P )

p (l)
K0(rqp)

K0(aqp)
, A

(P )
f = A(P )

p e−λfx. (15)

Здесь K0(x) =
∞∫
0

e−x ch ξdξ — функция Макдональда нулевого порядка, λ2
f = χf

√
iω .

Подставляя выражения (13) с учетом (15) в (8) получим следующее характеристическое
уравнение для определения ω

ctg(Kl) =

(
a

ac

)2

Klp

(
2mp

zp

K1(zp)

K0(zp)
+

2mfdfλf
πz2

f

+ 1

)
,

zp = a
√
iω/χp, zf = a

√
iω/χf ,

(16)

с учетом того, что dK0(z)/dz = −K1(z) , где K1(z) — функция Макдональда первого порядка.

4. Численные результаты

Решение для закона изменения давления в скважине согласно (9), (10) определено с
точностью до произвольного постоянного множителя c , т.е. распределение давления
нормировано относительно значения z = 0 и вместо P будем использовать нормированное
значение P/A

(P )
p (0) при c = 1 , тогда: P = sin(Kz)eiωt .

Численные расчеты проводились в предположении, что система заполнена нефтью или
водой. Параметры воды: ρ0 = 103 кг/м 3 , C = 1500 м/с, µ = 10−3 Па · с. Параметры
нефти: ρ0 = 890 кг/м 3 , C = 20 · 103 м/с, µ = 20 · 10−3 Па · с. Для скважины, трещины
и пласта принято: l = 2600 м, lp = 20 м, mp = 10−1 , mf = 2 · 10−1 , ac = 3.5 · 10−2 м,
a = 7.75 · 10−2 м и kp = 10−15 м 2 . Проводимость трещины ГРП Cf = df · kf .

Перейдем к описанию графиков зависимостей параметров пласта и трещины от частотных
характеристик. На рисунке 2 представлены графики зависимостей собственной частоты Ω ,
коэффициента затухания δ , а также декремента затухания, определяемого, как ∆ = (2π/Ω)δ
от проницаемости пласта kp в случае отсутствия трещины ГРП. Собственная частота
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колебаний монотонно снижается с увеличением проницаемости пласта в независимости от
закачиваемой жидкости. В пласте как с низкой, так и высокой проницаемостью частота
колебаний воды примерно в 1,5 раза выше колебаний нефти. Коэффициент затухания для
нефти возрастает с увеличением проницаемости пласта, для воды показана немонотонная
зависимость. Декремент затухания увеличивается с ростом проницаемости пласта независимо
от закачиваемой жидкости.

(а)

(б)

(в)

Рисунок 2 – Зависимости собственной частоты (а), коэффициента затухания (б), декремента
затухания (в) от проницаемости пласта в случае отсутствия трещины ГРП

Bulletin of L.N. Gumilyov Eurasian National University. Mathematics, computer science, mechanics series, 2024, Vol. 147, №2

37



Исследования собственных колебаний столба жидкости в открытой вертикальной скважине

(а)

(б)

(в)

Рисунок 3 – Зависимость собственной частоты (а), коэффициента затухания (б), декремента
затухания (в) от коэффициента проводимости в случае трещины ГРП

На рисунке 3 представлены графики зависимостей собственной частоты, коэффициента
затухания, декремента затухания от проводимости трещины ГРП ( kp = 10−15 м 2 ). На
рисунке 3(а) частота колебаний монотонно снижается с увеличением проводимости трещины.
При наличии трещины ГРП собственная частота колебаний воды снижается заметно быстрее,
чем колебания нефти. В отличие от случая без ГРП трещины (рисунок 2(а)) колебания
имеют более низкие частоты. Заметим, что коэффициент затухания на рисунке 3(б) имеет
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(а)

(б)

Рисунок 4 – Расчетные осциллограммы давления, регистрируемые датчиками, расположенными в
точках скважины z = 1300 м (слева) и z = 2600 м (справа) при отсутствии (а) и наличии (б) трещины
ГРП

немонотонный характер, как и в случае отсутствия трещины. Декремент затухания монотонно
увеличивается независимо от закачиваемой жидкости.

Расчетные осциллограммы, соответствующие показаниям мнимых датчиков в середине и на
забое скважины ( z = 1300 м и z = 2600 м), при отсутствии (а) и наличии трещины ГРП (б)
представлены на рисунке 4. Заметим, что при отсутствии трещины ГРП (а) в начальный
момент времени амплитуда колебаний нефти и воды схожи. С течением времени собственные
колебания воды затухают быстрее. Видно, что при наличии трещины ГРП (б) колебания
воды в середине и на забое скважины затухают заметно быстрее. Анализ случаев наличия и
отсутствия трещины ГРП покезывает, что при закачке нефти трещина ГРП существенно не
влияет на колебания давления.

5. Заключение

Проведен анализ влияния трещины ГРП и закачиваемой жидкости на собственные
колебания столба жидкости в вертикальной скважине при открытой верхней границе.
Рассмотрены собственные частота, коэффициент и декремент затухания от коэффициента
проницаемости пласта (при отсутствии трещины ГРП) и проводимости трещины ГРП.
Проведено сравнение данных параметров в зависимости закачиваемой жидкости (нефти и
воды). В случае, когда есть трещина, частота колебаний снижается примерно в 2 раза в
отличие от случая отсутствия трещины. Для коэффициента затухания в обоих случаях имеет
немонотонные зависимости. Таким образом, нефть имеет более высокую амплитуду колебаний,
чем вода.
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Вклад каждого автора в работу

Мамаева З.З. предложила постановку задачи об исследованиях собственных колебаний
жидкости в вертикальной нефтяной скважине, где будет проведено сравнение численных
результатов для жидкостей с различной плотностью. Построила теоретическую
модель, которая описывает движение жидкости в скважине и трещине ГРП, вывела
характеристическое уравнения для нахождения комплексной частоты собственных колебаний.

Насырова Д.А. написала литературной обзор, также провела численные расчеты для
исследования влияния проницаемости породы и проводимости трещины гидроразрыва на
частоту колебаний, коэффициент затухания и декремент затухания колебаний давления и
рассмотрела динамику давления в случае наличия и отсутствия трещины ГРП.
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Ашық тiк ұңғымадағы сұйық бағанасының меншiктi тербелiстерiн зерттеу

З.З. Мамаева 1 , Д.А. Насырова 2

1,2 Ресей ғылым академиясының Уфа федералдық зерттеу орталығының Р.Р. Мавлютов атындағы
Механика институты, Октябрь пр-сi, 71, Уфа, 450054, Ресей

Аннотация. Жұмыста сорғылардың кенет тоқтауынан (гидросоққы) туындаған мұнай тiк ұңғымасындағы сұйық
бағанының меншiктi тербелiстерi талқыланады. Тербелiстердiң толқындық параметрлерi айдалатын сұйықтықтың
физика-химиялық қасиеттерiне, тығыздығына, кеуектiлiгiне, коллектор өткiзгiштiгiне және гидравликалық
жарықшақтардың сипаттамаларына байланысты екенiн айта кетейiк. Еркiн жоғарғы шекаралы ұңғымадағы
сұйық қозғалысын және гидравликалық пласт жарықшасы аймағындағы сұйықтың сүзiлуiн сипаттайтын теориялық
модель негiзiнде процестiң бастапқы және шекаралық шарттарын ескере отырып, ұңғымадағы сұйық бағанының
меншiктi өшiрiлген тербесi жайлы есептiң аналитикалық шешiмi анықталған. Ұңғымадағы сұйықтық қысымы мен
жылдамдығының өзгеруiн беретiн өрнектер де көрсетiлдi. Меншiктi жиiлiктiң толқындық параметрлерiн (жиiлiк, период,
өшудiң коэффициентi мен декрементiн) табу үшiн сипаттамалық теңдеу құрылды. Тау жыныстарының өткiзгiштiгi мен
гидравликалық жарықтардың өткiзгiштiгi тербелiс жиiлiгiне, өшу коэффициентi мен қысым тербелiстерiнiң әлсiреуiнiң
төмендеуiне әсерi зерттелдi. Гидравликалық сынық болмаған және бар болған жағдайда ұңғыманың ортасындағы және
түбiндегi қысымның динамикасы қарастырылған. Бұл сипаттамалар әртүрлi тығыздықтағы сұйықтықтар үшiн, атап
айтқанда, мұнай мен су үшiн салыстырылды.

Түйiн сөздер: меншiктi тербелiс, пласттың гидравликалық жарылуы, меншiктi жиiлiктер, гидравликалық соққы,
мұнай, тiк ұңғыма, сұйықтықты сүзу, сұйықтық тербелiсi.

Study of natural vibrations of a liquid column in an open vertical well

Z.Z. Mamaeva 1 , D.A. Nasyrov 2

1,2 Mavlyutov Institute of Mechanics – Subdivision of the Ufa Federal Research Centre of the Russian
Academy of Sciences, 450054, Ufa, Russia

Abstract. The natural vibrations of a liquid column in a vertical oil well caused by a sudden stop of pumps (water hammer)
were analyzed. Note that the wave parameters of the oscillations depend on the physicochemical properties of the injected fluid,
density, porosity, permeability of the reservoir and characteristics of the hydraulic fracture. Based on a theoretical model that
describes the movement of fluid in a well with a free upper boundary and the filtration of fluid in the bottom-hole zone with
hydraulic fracturing, analytical solutions to the problem of natural damped oscillations of the liquid column in the well are
found, taking into account the initial and boundary conditions of the process. Expressions are obtained for finding changes in
pressure and fluid velocity in a well. A characteristic equation is derived for finding the wave parameters of natural frequencies
(frequency, period, coefficient and damping decrement). The influence of rock permeability and hydraulic fracture conductivity
on the oscillation frequency, damping coefficient and damping decrement of pressure oscillations was studied. The dynamics
of pressure in the middle and at the bottom of the well is considered in the cases of the absence and presence of a hydraulic
fracture. A comparison was made of these characteristics for liquids with different densities, namely oil and water.

Keywords: natural vibrations, hydraulic fracturing, natural frequencies, hydraulic shock, oil, vertical well, fluid filtration,
fluid vibrations.
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