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О начально-граничной задаче для нечеткого уравнения теплопроводности

Аннотация: В работе рассматривается нечеткое дифференциальное уравнение в частных
производных вместе с начальными и граничными условиями. Нечеткие интегралы и
производные являются предметом всестороннего анализа в математических работах последних
лет. Эти исследования имеют важное практическое значение, прежде всего в пористых средах
и в условиях неопределенности.

Ключевые слова: преобразование Лапласа, нечеткие множества, нечеткие функции,
уравнение теплопроводности.
Введение. Теория нечетких дифференциальных и интегродифференциальных уравнений

и её приложений получили значительное развитие за последние годы. Основная идея и
понятийные конструкции нечетких множеств изложены в классической работе L.A.Zadeh [1]
вышедшей в свет в 1965г. Концепции нечетких интегралов и производных и различные
их обобщения предложены в [2]. Анализ начально-краевых задач с позиции корректности
постановки и способов решения для простейших классов нечетких уравнений рассматривались
в статьях [3,4]. Настоящая работа посвящена применению двухмерного преобразования
Лапласа к решению начальной задачи на R2

+ = R+ ×R+(R+ - положительная полуось) для
нечеткого дифференциального уравнения теплопроводности.
1. Нечеткие множества. Основные определения и утверждения. Пусть X

– непустое множество. Под нечетким подмножеством A множества X будем понимать
совокупность пар (x, uA(x)) , составленных из всех x ∈ A и функции uA(x) : X → [0, 1] , в
котором значение uA(x) указывает, в какой степени (мере) элемент x принадлежит нечеткому
множеству A . В случае, когда uA(x) есть характеристическая функция χA(x) множества A ,
то нечеткое множество A идентифицируется как обычное классическое множество.
Определение 1. Через RF обозначим класс нечетких подмножеств числовой оси R , т.е.

как отображений u : R→ [0, 1] со следующими свойствами:
1) любой u ∈ RF нормальное отображение, т.е. существует xu ∈ R такой, что

u(xu) = 1 ;
2) любой u ∈ RF выпуклое нечеткое множество, т.е. u(tx+ (1− t)y) ≥ min{u(x), u(y)}

для любого x, y ∈ R, t ∈ [0, 1] ;
3) любой u ∈ RF является полунепрерывным сверху на R ;
4) {x ∈ R, u(x) > 0} - компактное множество, где M означает замыкание M .
Совершенно очевидно, что R ⊂ RF , так как любое действительное число x0 ⊂ R может

быть идентифицировано с функцией χ{x0}, которая удовлетворяет требованиям 1)-4)
определения 1.
Для 0 ≤ r ≤ 1 и u ⊂ RF обозначим через [u]r = {x ∈ R : u(x) ≥ r} и

[u]o = {x ∈ R : u(x) > 0} множества уровня для u. Тогда из свойств 1)-4) немедленно следует,
что [u]r представляет собой ограниченный замкнутый (т.е. компактный) подинтервал оси R
обозначаемый как [u]r = [u−(r), u+(r)] , где u−(r) ≤ u+(r) для всех r ∈ [0, 1] .
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Определение 2. Сложение и умножение на скаляр в RF определяется через
⊕ : RF ×RF → RF (u⊕ v)(x) = sup

y+z=x
min{u(y), u(z)} и

� : R×RF → RF (λ� v) =

{
u(xλ) если λ 	= 0

0̃, если λ = 0

где 0̃ : R→ [0, 1] является 0̃ = x{0} .
Можно также записать [u⊕ v]r = [u]r + [v]r, [λ� v]r = λ[u]r , для всех r ∈ [0, 1], [u]r + [v]r

означает обычную сумму двух интервалов (как подмножество R ) и λ[u]r означает обычное
умножение действительного скаляра на подмножества R .
Если мы определим ρ : RF ×RF → R+

⋃{0} через
ρ(u, v) = sup

r∈[0,1]
max{|u−(r)− v−(r)|, |u+(r)− v+(r)|},

где [u]r = [u−(r), u+(r)], [v]r = [v−(r)− v+(r)] , то получим следующее утверждение
Теорема А. (см.напр.[2]) (RF , ρ) является полным метрическим пространством со

следующими дополнительными свойствами:
1) ρ(u⊕ w, v ⊕ w) = ρ(u, v) , для всех u, v, w ∈ RF ;
2) ρ(u� w, k � v) = |k|ρ(u, v) для всех u, v, w ∈ RF , k ∈ R ;
3) ρ(u⊕ w,w ⊕ e) ≤ ρ(u, v) + ρ(u, e) для всех u, v, w, e ∈ R+ .
Важно заметить, что (RF ,⊕,�) не являются линейным пространством над полем R и

соответственно (RF , ‖u‖F ) не может быть нормированным пространством.
На RF можно определить вычитание � , называемое H -разностью следующим путем:
u� v называется H -разностью, если существует w ∈ RF такой, что u = u⊕ w . u� v

существует не для всех u, v ∈ RF (например 0̃− v не существует. если v 	= 0̃ ).
Через C{[a, b], RF } обозначим пространство непрерывных на [a, b] функций принимающих

значения в RF . Такое пространство оснащено метрикой

ρ∗(f, g) = sup{ρ(f(x), g(x)) : x ∈ [a, b]}.
Поскольку (RF , ρ) - полное метрическое пространство, то (C([a, b], RF ), ρ

∗) тоже полное
метрическое пространство. Легко показать, что если f, g ∈ C([a, b], RF ) , то F : [a, b]→ R
определенная через F (x) = ρ(f(x), g(x)) является непрерывной на [a,b].
Определение 3. Пусть f : [a, b]→ R и x0 ∈ (a, b) . Говорят, что нечеткозначная

функция f H-дифференцируема в x0 , если существует h0 > 0 такое, что для всех 0 < h ≤ h0
определены f(x0 + h)� f(x0), f(x0)� f(x0 − h) и f ′(x0) ∈ RF со свойствами

lim
h↓o

ρ[
1

h
� (f(x0 + h)� f(x0)), f

′(x0)] = 0,

lim
h↓o

ρ[
1

h
� (f(x0)� f(x0 − h)), f ′(x0)] = 0.

2. Нечеткое двухмерное преобразование Лапласа. Пусть f(t, s) : R+ ×R+ → E -
нечеткозначная функция двух переменных, p = p1 + ip2, q = q1 + iq2 - комплексные числа.
Если e−pt−qsf(t, s) нечеткая интегрируемая по Риману функция на R+ ×R+ , то

Z[f(t, s)](p, q) = pq

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−pt−qsf(t, s)dtds,Re(p) > 0, Re(q) > 0

называется нечетким двухмерным преобразованием Лапласа функции f(t, s) .
Далее через L(g(t, s))(p, q) обозначим классическое двухмерное преобразование Лапласа

четкой функции q(t, s) .
Так как ∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−pt−qsf(t, s)dtds = (

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−pt−qs)f−(t, s, r)dtds∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−pt−qsf+(t, s)dtds), r ∈ [0, 1],
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то
Z[f(t, s)](p, q) = (L(f−(t, s)(p, q)), L(f+(t, s)(p, q))).

Отметим следующие формулы для двухмерного нечеткого преобразования Лапласа для Н-
дифференцируемой функции f(t, s) :
1)Z[∂f(t,s)∂t ](p, q) = pZ[f(t, s)](p, q)� pq

∫∞
0 e−qhf(0, n)dn

2)Z[∂
2f(t,s)
∂s2

](p, q) = q2Z[f(t, s)](p, q)� pq2
∫∞
0 e−p,ξf(ξ, 0)dξ�

�qp ∫∞0 e−p,ξ ∂f(ξ,y)∂y |y=0 dξ .
Справедливо следующее утверждение
Теорема 1. Пусть f(t, s) и g(t, s) непрерывные нечеткозначные функции переменных t, s ,

а c1, c2 две вещественные постоянные. Тогда имеет место равенство

Z[c1f(t, s) + c2g(t, s)](p, q) = c1Z[f(t, s)](p, q) + c2Z[q(t, s)](p, q).

3. Начально-граничная задача Коши на R2
+ для нечеткого уравнения

теплопроводности. Пусть нечеткая функция ũ(t, x) имеет непрерывную Н-производную
1-ого порядка по t , и непрерывную H -производную 2-ого порядка по x и , пусть ũ(t, x)
удовлетворяет нечеткое уравнение теплопроводности

Dtũ(t, x) = D2
xũ(t, x) + f̃(t, x), t > 0, x > 0. (1)

Пусть заданы также начальные и граничные условия вида

ũ(0, x) = ũ0(x), x > 0,

ũ(t, 0) = ũ1(t), t > 0,

Dxũ(t, 0) = ũ2(t), t > 0.

⎫⎪⎬⎪⎭ (2)

Пользуясь предыдущими результатами, переходим от (1)–(2) к двум следующим начально-
граничным задачам типа

Dtu−(t, x, r) = D2
xu−(t, x, r) + f−(t, x, r), t > 0, x > 0, r ∈ [0, 1]

с условиями
u−(t, 0, r) = U0−(x, r), x > 0, r ∈ [0, 1],

u−(0, x, r) = U1−(t, r), t > 0, r ∈ [0, 1],

Dxu(t, 0, r) = U2−(t, r), t > 0, r ∈ [0, 1].

⎫⎪⎬⎪⎭
и

Dtu+(t, x, r) = D2
xu+(t, x, r) + f+(t, x, r), t > 0, x > 0, r ∈ [0, 1]

с условиями
u+(0, x, r) = u0+(x, r), x > 0, r ∈ [0, 1],

u+(t, 0, r) = u1+(t, r), t > 0, r ∈ [0, 1],

Dxu+(t, 0, r) = u2+(t, r), t > 0, r ∈ [0, 1].

⎫⎪⎬⎪⎭
Пусть Z[ũ(t, x)](p, q) и Z[f̃(t, x)](p, q) являются двухмерными нечеткими преобразованиями

Лапласа нечетких функций ũ(t, x) и (̃t, x) соответственно.
От нечеткого двухмерного преобразования Лапласа переходим к классическим

преобразованиям Лапласа по формулам

Z[ũ(t, x)](p, q) = (L(u−(t, x, r))(p, r), L(u+H,x, z)(p, q)) (3)

и
Z[f̃(t, x)](p, q) = (L(f−(t, x, r))(p, r), L(f+(t, x, r))(p, q)) (4)

Далее, с учетом формул (3) и (4) получим следующие уравнения для изображений

p2[L(u−(t, x, r))(p, q)− L(u1−(t, r))(q)]− pL(u2−(t, r))(q)]
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−q[L(u−(t, x, r))(p, q)− L(u0−(t, r))(p) = L(f−(t, x))(p, q)
и

p2[L(u+(t, x, r))(p, q)− L(u1+(t, r))(q)]− pL(u1+(t, r))(q)]

−q[L(u2+(t, x, r))(p, q)− L(u0+(t, r))(p) = L(f+(t, x))(p, q).

Осюда
L(u−(t, x, r))(p, q) =

=
L(f−(t, x, r))(p, q)− qL(u0−(x, r))(p) + pL(u2−(t, r))(q) + p2L(u1−(t, r))(q)

p2 − q
и

L(u+(t, x, r))(p, q) =

=
L(f+(t, x, r))(p, q)− qL(u0+(x, r))(p) + pL(u2+(t, r))(q) + p2L(u1+(t, r))(q)

p2 − q
Операционный анализ приводит к следующим представлениям для u−(t, x, r) и u+(t, x, r).
Теорема 2. Решения u−(t, x, r) и u+(t, x, r) задачи (1)–(2) представимы в виде

u−(t, x, r) =
Λ

2
√
πx

∫ ∞

0
{e−(t−s)2

4x + e
−(t+s)2

4x }u0−(j, r)ds−

−
∫ x

0

t2

4(x−τ)√
π(x− τ)

u2−(τ1)2dt− 1

2

∫ ∞

0
ds

∫ x

0

Λ√
π(x− τ)

{e
−(t−s)2

4(x−τ) + e
−(t+s)2

4(x−τ) }×

×f−(s, τ)dτ, r ∈ [0, 1]

и
u+(t, x, r) =

Λ

2
√
πx

∫ ∞

0
{e−(t−s)2

4x + e
−(t+s)2

4x }u0+(j, r)ds−

−
∫ x

0

t2

4(x−τ)√
π(x− τ)

u2+(τ1)
2dt− 1

2

∫ ∞

0
ds

∫ x

0

Λ√
π(x− τ)

{e
−(t−s)2

4(x−τ) + e
−(t+s)2

4(x−τ) }×

×f+(s, τ)dτ, r ∈ [0, 1].
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Тәжiкiстан Республикасы ғылым академиясының ғылым мен технологияларды инновациялық дамыту орталағы,
Душанбе, Тәжiкiстан

Айқын емес жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн бастыпқы-шектiк есеп туралы

Аннотация: Мақалада бастапқы және шектiк шарттарымен берiлген айқын емес дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер қарастырылады. Айқын емес интегралдар мен туындылар соңғы жылдары жүргiзiлетiн
зерттеулерде жан-жақты анализге ие. Бұл зерттеулердiң практикалық маңызы зор, әсiресе қуыс орта мен
айқындалмағандық жағдайларында.

Түйiн сөздер: Лаплас түрлендiруi, айқын емес жиындар, айқын емес функциялар, жылуөткiзгiштiк теңдеуi.
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