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Дробные модифицированные операторы Харди и Харди-Литтлвуда в
пространствах Герца и Морри-Герца

Аннотация: Для модифицированных дробных операторов Харди и Харди-Литтлвуда и их
коммутаторов с символом из пространства функций ограниченной центральной осцилляции мы
изучаем условия их органиченности при действии из одного модифицированного пространства
Герца в другое. Устанавливается точность результата, связанного с коммутаторами дробного
оператора Харди-Литтлвуда.

Ключевые слова: модифицированные операторы Харди и Харди-Литтлвуда, коммутатор,
модифицированное пространство Герца, пространство CMOq .

Введение. Пусть P = {pn}∞n=1 — последовательность натуральных чисел, таких что
2 ≤ pn ≤ N , n ∈ N . Положим по определению m0 = 1 , mn = p1 . . . pn при n ∈ N и p−n = pn ,
m−n = m−1n при n ∈ N . Тогда каждое число x ∈ R+ записывается в виде

x =

∞∑
n=1

x−nmn−1 +
∞∑
n=1

xn/mn, xn ∈ Z ∩ [0, pi), n ∈ Z \ {0}. (1)

Здесь первая сумма конечна и для x = l/mk , l ∈ Z+ , k ∈ Z , мы выбираем разложение с
конечным числом xn �= 0 . Для x ∈ [mn−1,mn) , n ∈ Z , положим |x|P = mn , а |0|P = 0 , тогда
N−1|x|P ≤ x ≤ |x|P для всех x ∈ R+ . Для x, y , записанных в виде (1), по определению

x⊕ y = z :=

∞∑
n=1

z−nmn−1 +
∞∑
n=1

zn/mn,

где xn ∈ Z ∩ [0, pn) , n ∈ Z \ {0} и zn = xn + yn (mod pn) . В случае, когда zn = pn − 1 при
n ≥ n0 (это возможно для счетного числа y при фиксированном x ), считаем, что x ⊕ y не
определено. Для функций из используемых ниже классов это не существенно. Аналогично
определяется x� y . Подробней см. [1, § 1.5].
Классические операторы Харди и Харди-Литтлвуда для функций f , определенных на R+ ,

задаются формулами

H(f)(x) =

∫ ∞

x
t−1f(t) dt и B(f)(x) = x−1

∫ x

0
f(t) dt

соответственно. Известно, что первый оператор ограничен в Lp(R+) , 1 ≤ p < ∞ , а второй
— в Lp(R+) при 1 < p ≤ ∞ (см. [2, теоремы 327 и 328]). В ряде работ изучались дробные
операторы Харди и Харди-Литтлвуда (см., например, [4] и [5]).
Можно рассмотреть операторы B(P, f)(x) = |x|−1P

∫
|t|P≤|x|P f(t) dt и сопряженный к нему

H(P, f)(x) =
∫
|t|P≥|x|P |t|

−1
P f(t) dt , называемые модифицированными операторами Харди-

Литтлвуда и Харди соответственно. В случае pi ≡ 2 такие операторы ввел второй из
авторов [6, 6], который доказал тождества типа Титчмарша для этих операторов и P -
ичного преобразования Фурье, а также ограниченность B(P, f) в двоичных пространствах
BMO и VMO на полупрямой и ограниченность H(P, f) в двоичном пространстве Харди
на R+ . На случай произвольной ограниченной последовательности P эти результаты были
перенесены первым автором [7]. Ряд свойств модифицированных операторов Харди-Литтлвуда
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и Харди в пространствах Гельдера-Бесова, локальных пространствах bmo , vmo и Харди был
установлен в работе [8]. Там же было установлено, что удобно изучать действие указанных
модифицированных операторов в P -ичных пространствах Герца, в частности, оператор
B(P, f) ограничен в Kα,q

r (P,R+) при α < 1−1/r и это свойство нарушается при α = 1−1/r ,
аналогичное свойство верно для H(P, f) .
Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n
+ . Тогда по определению |x|P :=

max(|x1|P, . . . , |xn|P) , Bk(a) = {x ∈ R
n
+ : |x− a|P ≤ mk} и Sk(a) = {x ∈ R

n
+ : |x− a|P = mk} ,

k ∈ Z . Через Bk и Sk обозначаем Bk(0) и Sk(0) , где 0 — нуль R
n . Ясно, что |Bk(a)| = mn

k
и |Sk(a)| = mn

k −mn
k−1 , где | · | — мера Лебега в R

n .
Будем рассматривать дробные операторы типа Харди-Литтлвуда и Харди (при 0 ≤ β ≤ n )

Bβ(P, f)(x) = |x|β−nP

∫
|t|P≤|x|P

f(t) dt; Hβ(P, f)(x) =

∫
|t|P≥|x|P

|t|β−nP f(t) dt

и, для b ∈ L1
loc(R

N
+ ) , их коммутаторы

Bβ,b(P, f)(x) = b(x)Bβ(P, f)(x)−Bβ(P, bf)(x),

Hβ,b(P, f)(x)) = b(x)Hβ(P, f)(x)−Hβ(P, bf)(x).

Пусть для f ∈ L1(Bk(a)) по определению fBk(a) = |Bk(a)|−1
∫
Bk(a)

f(t) dt . Функция f ∈
Lq
loc(R

n
+) , 1 ≤ q <∞ , принадлежит классу CMOq(P,Rn

+) , если

‖f‖CMOq := sup
k∈Z

(
|Bk(0)|−1

∫
Bk(0)

|f(t)− fbk(0)|q dt
)1/q

<∞.

Классическое пространство CMOq(Rn) было введено одновременно Й.Ченом и К.Лау [9] и Х.
Гарсиа-Куэрва [10], одними из первых предложили использовать его в задачах, связанных с
коммутаторами, С. Лонг и Ж.Ванг [11].
Далее пусть XE обозначает индикатор множества E . Для α ∈ R , q, r ∈ (0,∞) функция

f ∈ Lr
loc(R

n
+) принадлежит пространству Герца Kα,q

r (P,Rn
+) , если

‖f‖Kα,q
r

:=

(∑
k∈Z

mαq
k ‖fXSk

‖qr
)1/q

<∞.

Здесь, как обычно, ‖f‖r =
(∫

Rn
+
|f(t)|r dt

)1/r
— норма или квазинорма в пространстве

Lr(Rn
+) = K0,r

r (P,Rn
+) . Пространство Герца было введено К.Герцем [12], а его модификация

для групп Виленкина, соответствующая нашему определению при n = 1 — К.Онневиром [13].
Пусть α ∈ R , 0 < q, r <∞ λ ≥ 0 . Тогда пространство Морри-Герца

MKα,λ
q,r (P,Rn

+) состоит из функций f ∈ Lq
loc(R

n
+ \ {0}) , для которых

‖f‖
MKα,λ

q,r
:= sup

s∈Z
m−λs

(
s∑

k=−∞
mαq

k ‖fXSk
‖qr
)1/q

<∞.

Ясно, что MKα,0
q,r (P,Rn

+) = Kα,q
r (P,Rn

+) . Пространство Морри было введено Ч.Морри [14],
определение же модифицированного пространства Морри-Герца MKα,λ

q,r (P,Rn
+) аналогично

p -адическому определению Н.М.Чуонга и Д.В.Дуонга [15].
Рассмотрим весовую функцию w(x) , измеримую и п.в. положительную на R

n
+ . Тогда

Lq
w(Rn

+) , 1 ≤ q <∞ , состоит из функций с конечной нормой ‖f‖q,w =(∫
Rn
+
|f(t)|qw(t) dt

)1/q
.

Целью нашей работы является получение достаточных условий ограниченности операторов
Bβ(P, f) и Hβ(P, f) (теорема 3) и их коммутаторов (теорема 1), действующих из одного
модифицированного пространства Герца в другое. Теорема 3 обощается также на случай
модифицированных пространств Морри-Герца (теорема 4). Доказывается неулучшаемость
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условия из теоремы 1 для коммутатора Bβ,b(P, f) (теорема 2). В p -адическом случае
некоторые близкие к данной работе результаты можно найти в статье Г.Гао и Й.Жонга [16].
Результаты.
Теорема 1. Пусть β ≥ 0 , 0 < q1 ≤ q2 <∞ , 1 < r1 <∞ , 1/r1− 1/r2 = β/n , 1/r1+1/r′1 =

1 , γ = max(r′1, r2) и b ∈ CMOγ(P,Rn
+) . Тогда

1) если α < n/r′1 , то ‖Bβ,b(P, f)‖Kα,q2
r2

≤ C‖b‖CMOγ‖f‖Kα,q1
r1

;
2) если α > −n/r2 , то ‖Hβ,b(P, f)‖Kα,q2

r2
≤ C‖b‖CMOγ‖f‖Kα,q1

r1
.

Поскольку K0,q
q (P,Rn

+) = Lq(Rn
+) , приведем следствие из теоремы 1 для этого случая.

Следствие 1. Пусть 0 ≤ β < n , 1 < q1 ≤ q2 < ∞ , 1/q1 − 1/q2 = β/n , 1/qi + 1/q′i = 1 ,
i = 1, 2 , γ = max(q′1, q2) . Тогда для b ∈ CMOγ(P,Rn

+) справедливы неравенства

‖Bβ,b(P, f)‖q2 ≤ C‖b‖CMOγ‖f‖q1 , ‖Hβ,b(P, f)‖q2 ≤ C‖b‖CMOγ‖f‖q1 .

Так как K
α/q,q
q (P,Rn

+) = Lq
wα(R

n
+) , где wα(x) = |x|αP , то для соблюдения условий теоремы 1

требуется равенство α/q1 = α/q2 , т.е. q1 = q2 = q и в этом случае β = 0 . Поэтому из теоремы
1 вытекает
Следствие 2. Пусть 1 < q < ∞ , 1/q + 1/q′ = 1 , γ = max(q′, q) . Тогда для справедливы

неравенства
1) ‖B0,b(P, f)‖q,wα ≤ C‖b‖CMOγ‖f‖q,wα , α < n(q − 1) ;
2) ‖H0,b(P, f)‖q,wα ≤ C‖b‖CMOγ‖f‖q,wα , α > −n .
Следующая теорема показывает, что условие b ∈ CMOγ(P,Rn

+) в п. 1) теоремы 1 нельзя
ослабить.
Теорема 2. Пусть α > 0 и 1 < r′1 < r < r2 (т.е. γ = r2 в обозначениях теоремы

1) и выполняются другие условия теоремы 1. Тогда существуют b ∈ CMOr(P,Rn
+) \

CMOr2(P,Rn
+) и f ∈ Kα,q1

r1 (P,Rn
+) , такие что Bβ,b(P, f) /∈ Kα,q2

r2 .

Следующая теорема доказывается тем же методом, что и теорема 1.
Теорема 3. Пусть β ≥ 0 , 0 < q1 ≤ q2 <∞ , 1/r1−1/r2 = β/n , 1 < r1 <∞ , 1/ri+1/r′i = 1 ,

i = 1, 2 . Тогда справедливы неравенства:
1) ‖Bβ(P, f)‖Kα,q2

r2
≤ C‖f‖Kα,q1

r1
, α < n/r′1 ;

2) ‖Hβ(P, f)‖Kα,q2
r2

≤ C‖f‖Kα,q1
r1

, α > −n/r2 .
Теорема 4 обобщает теорему 3.
Теорема 4. Пусть 0 < q1 ≤ q2 < ∞ , 1 < r1 ≤ r2 < ∞ , 0 ≤ β ≤ n , 1/r1 − 1/r2 = β/n ,

1/r1 + 1/r′1 = 1 и λ ≥ 0 . Тогда
1) если α < n/r′1 + λ , то ‖Bβ(P, f)‖

MKα,λ
q2,r2

≤ C‖f‖
MKα,λ

q1,r1
;

2) если α > −n/r2 + λ , то ‖Hβ(P, f)‖
MKα,λ

q2,r2
≤ C‖f‖

MKα,λ
q1,r1

.
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