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ДИНАМИКА КАПЛИ НЕФТИ В ВОДНОЙ СУСПЕНЗИИ 1

Аннотация: Настоящая рукопись является первой из публикаций, посвященных
динамике вытеснения нефти водной эмульсией. Предполагается, что обе жидкости
разделены неизвестной поверхностью и их динамика описывается системой уравнений
Стокса для вязких сжимаемых жидкостей. Одна из жидкостей (нефть) является
каплей, окруженной другой жидкостью (водной эмульсией). На границе раздела двух
жидкостей выполнены стандартные условия непрерывности перемещений и напряжений
и дополнительное условие того, что область занятая каждой из жидкостей является
индивидуальным объемом, то есть состоит из одних и тех же частиц. Следуя идеям
О. Ладыженской, Н. Уральцевой и В. Солонникова исходная задача разбивается на
ряд последовательно решаемых задач, первой из которых является модельная задача
дифракции для системы Стокса для двух полупространств. В ней необходимо получить
решение в явном виде некоторые сингулярных интегралов. Далее для произвольного
интервала времени [0, T ] решатся задача дифракции, когда форма капли есть заданная
гладкая замкнутая ограниченная поверхность и, наконец, решается исходная нелинейная
задача об определении формы капли в процессе ее движения.

Ключевые слова: Задачи со свободными границами, задача дифракции для системы
уравнений Стокса, представление решений в канонических областях в форме сингулярных
интегралов, метод Ньютона-Канторовича.
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Введение и формулировка результатов

Задача о вытеснении нефти водной эмульсией в горных породах является основной
при создании гидродинамического симулятора нефтяного месторождения. Естественным
является предположение о том, что соответствующая математическая модель должна
базироваться на постулатах классической механики Ньютона сплошных сред [1], [2].
С другой стороны, во всех существующих гидродинамических симуляторах нефтяных
месторождений ("Эклипс" и "Black Oil" фирмы Schlumberger, "Tempest" фирмы "Roxar",
"VIP" фирмы Landmark и "TimeZY" фирмы "Standard Oil and Trust") базовой
математической моделью является математическая модель Баклея-Леверетта [3], которая,
по своей сути, является набором постулатов, никак не связанных с классической
механикой Ньютона. Следуя R. Burridge, J. B. Keller [4] и E. Sanchez-Palencia [5],
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для точного математического моделирования физических процессов в горных породах
в первую очередь необходимо описать физический процесс законами классической
механики Ньютона на микроскопическом уровне (характерный размер- десятки микрон),
которые проверены опытом в течении столетий. Но такое точное описание совершенно
бесполезно с практической точки зрения, поскольку любые численные реализации точных
моделей потребуют месяцы и месяцы вычислений. Поэтому следующим шагом в
методе этих авторов стал процесс усреднения (гомогенизации), позволяющий на основе
соответствующей микроскопической модели точно описать физический процесс уже на
макроскопическом уровне (характерный размер- десятки сантиметров или метров). Метод
усреднения позволил построить точные модели для многих физических процессов, когда
микроструктура сплошной среды заранее известна. Но в случае задачи вытеснения нефти
суспензией никакого прогресса не произошло. Во-первых, не было соответствующей
математической модели на микроскопическом уровне и, во-вторых, если она бы и была,
не было методов решения задач с неизвестными (свободными) границами и, тем более,
методов усреднения таких задач. Задачи со свободными границами являются одними из
наиболее трудных задач в теории дифференциальных уравнений с частными производными
[6], [7]. Как мы уже отмечали выше, наша основная задача разбивается на ряд
последовательно решаемых задач:

I -модельная задача дифракции для уравнений Стокса в полупространствах;
II -доказательство существования классического решения задачи дифракции для

уравнений Стокса в областях с заданной гладкой границей S раздела областей Ωo ,
содержащей нефть, и Ωs , содержащей суспензию.

III -доказательство существования классического решения движения капли нефти в
водной суспензии в малом по времени (метод Ньютона-Канторовича).

IV -доказательство существования классического решения движения капли нефти в
водной суспензии в целом по времени (сведение исходной задачи к канонической задаче
в полупространствах с помощью метода декомпозиции).

V -усреднение.
В настоящей публикации мы ограничимся этапами I – IV.
Исходная нелинейная задача дифракции для искомой (свободной) границы Γ(t) раздела

двух вязких жидкостей состоит в нахождении вектора скорости vo , вектора перемещений
wo и давления po нефти и вектора скорости vs , вектора перемещений ws и давления ps
суспензии, и самой границы Γ(t) по следующим уравнениям

∇ ·
(
αµ,j D(x,vj)− pj I

)
= 0, (1)

1

c2
f,j

∂ pj
∂ t

+∇ · vj = 0 (2)

в областях Qf,j =
∞⋃
t=0

Ωf,j(t), j = o, s , граничным условиям

(
µoD(x,vo)− po I

)
< n >=

(
µsD(x,vs)− ps I

)
< n >, (3)

wo = ws,
∂wj

∂ t
= vj , j = o, s (4)

на искомой границе Γ(t) и начальным условиям

wj(x; 0) = w0
j (x), pj(x; 0) = p0

j (x), j = o, s, Γ(0) = Γ0. (5)

Очевидно, что траектории x = X(ξ, t) транспортного уравнения
dX

dt
= uj(X; t), X(ξ; 0) = ξ, ξ ∈ Ωj(0), j = o, s, (6)

которые начинаются в точке ξ ∈ Ωf,j(0) , будут находиться Ωf,j(t), j = o, s для всех t > 0 .
То есть, мы можем определить Γ(t) как поверхность

Γ(t) = {x ∈ Ω : x = X0(ξ; t), ξ ∈ Γ0}, dX0

dt
= vj(X0; t), X0(ξ; 0) = ξ, ξ ∈ Γ0. (7)
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В (1) – (7) D(x,u) =
1

2
(∇u + ∇∗u) есть симметрический градиент вектор–функции u ,

I единичный тензор второго порядка, αµ,j и cf,j , j = o, s безразмерные вязкости и
безразмерные скорости звука соответственно в нефти и суспензии.

Введем следующие обозначения [8]:

G2(x′;y′) =
1

4π
ln
|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2

|x1 − y1|2 + |x2 + y2|2
(8)

-функция Грина оператора Лапласа в пространстве R2 и

G3(x;y) =
1

4π

(
|x′ − y′|+ |x3 − y3|2

)− 1
2 − 1

4

(
|x′ − y′|+ |x3 + y3|2

)− 1
2 (9)

-функция Грина оператора Лапласа в пространстве R3 .
По построению функции Грина бесконечно дифференцируемы при x 6= y и

Gk(x;y) = Gk(y;x), ∇xGk(x;y) = ∇yGk(x;y), k = 1, 2.

Кроме того положим

I2(u)(x) =

∫
R2

G2(x′;y′)u(y′)dy′, x′ ∈ R2,

I3(U)(x) =

∫
R2

G3(x;y′, 0)U(y′)dy′,

Jj(f)(x) =

∫
R3
j

G3(x;y)f(y)dy, x, y ∈ R3, j = o, s, (10)

R3 = {x = (x1, x2, x3), |x|2 = (|x1|2 + |x2|2 + |x3|)2 < ∞} , R3
o = {x ∈ R3, x3 > 0} ,

R3
s = {x ∈ R3, x3 < 0} , x′ = (x1, x2) ∈ R2 , |x′| =

√
x2

1 + x2
2 .

Теорема. Функции

uo(x) = − ∂

∂ x3
I3(Uo)(x) + Jo(fo)(x), x ∈ R3

o, (11)

us(x) =
∂

∂ x3
I3(Us)(x) + Js(fs)(x), x ∈ R3

s (12)

являются решениями задачи Дирихле для уравнения Пуассона

4uj = fj(x), x ∈ R3
j , uj(x

′, 0) = Uj(x
′), j = o, s (13)

в полупространствах R3
j , j = o, s .

В частности,
∂

∂ x3
I3(Uo)(x

′, 0) = −uo(x′, 0) = −Uo(x′),
∂

∂ x3
I3(Us)(x

′, 0) = us(x
′, 0) = Us(x

′). (14)

Если fj ∈ Cα∞(R3
j ) и Uj ∈ C2+α(R2) то uj ∈ C2+α

∞ (R3
j ), j = o, s [10].

Мы используем обозначения функциональных пространств и норм в них, принятых в [10]
и в [11]. Через Ck+α

∞ (Ω) , k = 0, 1, 2, ... мы обозначаем пространство Ck+α(Ω) ∩ L∞(Ω) .

Теорема. [8] Функция

u(x′) =

∫
R2

G2(x′;y′) f(y′)dy′ ≡ I2(f)(x′) (15)

является решением уравнения Пуассона

4′u = f(x′), x′ ∈ R2 (16)

во всем пространстве R2 .
Если f ∈ Cα∞(R2) , то u ∈ C2+α

∞ (R2) [10].

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2023, Том 144, №3
Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева. Математика. Компьютерные науки. Механика, 2023, Том 144, №3
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Теорема. Функции
uo(x) = −I3(Ho)(x) + Jo(fo)(x) (17)

и
us(x) = I3(Hs)(x) + Js(fs)(x) (18)

являются решениями задачи Неймана для уравнения Пуассона

4uj = fj(x), x ∈ R3
j ,

∂ uj
∂ x3

(x′, 0) = Hj(x
′), j = o, s. (19)

Если fj ∈ C1+α
∞ (R3

j ) , то uj ∈ C2+α
∞ (R3

j ), j = o, s на произвольном интервале времени
[0, T ] [10].

Теорема. Задача (1) – (6) имеет единственное классическое решение wj , vj ∈ C2+α
∞ (R3

j )

и pj ∈ C1+α
∞ (R3

j ), j = o, s на произвольном интервале времени [0, T ] .

Теорема. Задача (1) – (7) имеет единственное классическое решение wj , vj ∈
C2+α
∞ (Ωf,j(t)) и pj ∈ C1+α

∞ (Ωf,j(t)), j = o, s на произвольном интервале времени [0, T ] .

Доказательство результатов

Доказательство теорем – достаточно сложное и требует подробных вычислений, что
не позволяет формат нашей статьи. Поэтому ограничимся идеями доказательств.
Основные идеи доказательства состоят в замене краевого условия (7) на свободной границе
транспортными уравнениями

dαµ,j
dt
≡ ∂ αµ,j

∂ t
+∇αµ,j · vj = 0, αµ,j(x; 0) = µj , j = o, s, (20)

решение задачи дифракции в полупространствах и представление решения в
виде сингулярных интегралов, использовании метода Ньютона-Канторовича [9]
для доказательства существования классического решения задачи в малом по
времени [9] и применение принципа декомпозиции, предложенного в работах [10]
и [11] О. А. Ладыженской, Н. Н. Уральцевой и В. А. Солонникова, для исследования
дифференциальных свойств в целом по времени классических решений задачи дифракции
для системы уравнений Стокса в заданных областях.

А именно, с помощью разбиения единицы исходная задача сводится к решению конечного
числа задач в малых областях с центром в точках xk ∈ γk . Далее для каждой малой
области участок границы выпрямляется переходом к новым локальным координатам y и
задача в каждой малой области сводится к канонической задаче дифракции (1) – (6) с
заданной правой частью f j ∈ Cα∞(R3

j ) для новых искомых функций uj(y; t) = vj(x; t) ,
qj(y; t) = pj(x; t) в полупространствах R3

j с границей раздела Γ = {y3 = 0} :
Решение последней дается формулами

uo = − ∂

∂ y3
I3(U) + fo, us =

∂

∂ y3
I3(U) + fs,

U3(y′; t) =
1

2
I3(

∂ Fo,3
∂ y3

+
∂ Fs,3
∂ y3

)(y′; t),

U1 = I3

(
−4′ I3(U1) +

∂ fs,1
∂ y3

)
)
, U2 = I3

(
−4′ I3(U2) +

∂ fs,2
∂ y3

)
)
,

I3(U3) =
1

2
I2(

∂ fs,3
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y3

),

I3(U1) =
∂

∂ y1
I2(U3) +

νo
νo + νs

I2 (
∂ fo,1
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y1

)− νs
νo + νs

I2 (
∂ fs,1
∂ y3

+
∂ fs,3
∂ y1

)

I3(U2) =
∂

∂ y2
I2(U3) +

νo
νo + νs

I2 (
∂ fo,2
∂ y3

+
∂ fo,3
∂ y2

)− νs
νo + νs

I2 (
∂ fs,2
∂ y3

+
∂ fs,3
∂ y2

), (21)

qj(y; t) = q0
j (y) exp(−

c2
f,j

νj
t), j = o, s. (22)
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Здесь Uk(y
′; t) = us,k(y

′, 0; t) = uo,k(y
′, 0; t) , fj = Jj(f j), j = o, s и fo(x

′, 0; t) =
fs(x

′, 0; t) = F(x′; t) .
Обращаясь к [10] заключаем, что

max
k=1,2,3

|Uk|2+α
R3
j

6 M max
k=1,2,3

|fk|αR3
j
, (23)

где постоянная M не зависит от T и f .
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Су суспензиясындағы май тамшылары динамикасы

Аннотация: Бұл қолжазба су эмульсиясымен мұнай ығысуының динамикасына арналған басылымдардың
алғашқысы болып табылады. Екi сұйықтық та белгiсiз бетпен бөлiнген және олардың динамикасы тұтқыр
сығылатын сұйықтықтарға арналған Стокс теңдеулерi жүйесiмен сипатталады деп болжанады. Сұйықтықтардың
бiрi (мұнай) басқа сұйықтықпен (сулы эмульсиямен) қоршалған тамшы. Екi сұйықтың арасындағы шекарада
орын ауыстырулар үздiксiздiгi мен кернеудiң стандартты шарттары және сұйықтардың әрқайсысы алатын ауданы
жеке көлем, яғни бiрдей бөлшектерден тұратындығын бiлдiретiн қосымша шарты орындалады. О.Ладыженская,
Н.Уралцева және В.Солонниковтың идеяларына сүйене отырып, бастапқы мәселе бiрiнен кейiн бiрi тiзбектеле
шешiлетiн бiрнеше есептерге бөлiнедi. Олардың бiрiншiсi - кейбiр сингулярлық интегралдардың айқын шешiмiн
алуды қажет ететiн екi жарты кеңiстiкке арналған Стокс жүйесi үшiн моделдi дифракциялық есебi. Әрi қарай, [0,
T] еркiн уақыт аралығы үшiн тамшы пiшiнi берiлген тегiс тұйық шенелген бет болғандағы дифракция мәселесi,
соңында оның қозғалыс кезiндегi тамшы пiшiнiн анықтайтын бастапқы сызықтық емес есеп шешiледi.

Түйiн сөздер: Еркiн шекаралы есептер, Стокс теңдеулер жүйесi үшiн дифракциялық есеп, канондық
облыстардағы шешiмдердi сингулярлық интеграл түрiнде көрсету, Ньютон-Канторович әдiсi. .

A. Meirmanov, Zh. Zhantayev

Institute of Ionosphere, Gardening Association "Ionosphere", 117, 050020, Almaty, Kazakhstan

Dynamics of an oil drop in an aqueous suspension

Аннотация: The proposed manuscript is the first of articles, devoted to the dynamics of oil displacement by aqueous
suspension in the pore space of a solid skeleton. We assume that the liquids are separated by some unknown interface. The
solid skeleton has a given periodic structure with a dimensionless pore size ε � 1 . It is a free boundary problem, since
in the microscopic description the interface between oil and suspension must be determined. Such problems are among
the most difficult problems in the theory of partial differential equations, and, as a rule, existence results are possible only
locally in time. We will obtain global in time result by reducing the free boundary problem to the problem of finding the
viscosity of liquids, which will be described by the transport equation. The main purpose of this article is to describe the
joint motion of a single oil drop in the surrounding water suspension.

Keywords: free boundary problems, diffraction problems for Stokes equations, representation of solutions in half-spaces

in terms of singular integrals, Newton-Kantorovich method.
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