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Полное К(В)П-исследование задачи восстановления функций из обобщенного
класса Соболева

Аннотация: В данной работе проведено полное К(В)П–исследование задачи
восстановления функций из обобщенного класса Соболева Wωr

2 в случае, когда числовая
информация объема N о восстанавливаемой функции f снимается с линейных
функционалов. Именно, во-первых, в метрике Lq(2 ≤ q ≤ ∞) установлен точный порядок
погрешности восстановления функций из классов Wωr

2 . Во-вторых, предложен конкретный
вычислительный агрегат, реализующий точный порядок и найдена его предельная
погрешность ε̄N , сохраняющая точный порядок и неулучшаемая по порядку. В-третьих,
доказано, что любой вычислительный агрегат, построенный по коэффициентам Фурье
восстанавливаемой функции не имеет предельной погрешности, лучшей (по порядку) чем
ε̄N .
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1.Определение обобщенного класса Соболева. Для заданного числа r > 0 всякая
непрерывная неубывающая на [0, 1] функция ωr(δ) называется функцией типа модуля
гладкости порядка r, если ωr(0) = 0 и существует величина C1(r) > 0 такая, что

ωr(µ)

µr
≤ C1(r)

ωr(δ)

δr

для всех 0 < δ < µ ≤ 1.
В качестве функций типа модуля гладкости порядка r можно указать функции

ω(1)
r (δ) =

{
δr lnr1(2/δ), если δ ∈ (0, 1];

0, если δ = 0

и

ω(2)
r (δ) =

{
δr lnr1(2/δ) lnr2(ln ln(2/δ)), если δ ∈ (0, 1];

0, если δ = 0

с параметрами r > 0,−∞ < r1 < +∞ и r > 0, r1 > 0,−∞ < r2 < +∞ соответственно.
Обобщенный класс Соболева Wωr

2 ≡ Wωr
2 (0, 1)s, по определению, состоит из всех

суммируемых 1–периодических по каждой переменной функций f(x) = f(x1, . . . , xs),
6



А.Б. Утесов

удовлетворяющих условию∑
m∈Zs

|f̂(m)|2(ω−2
r (1/m1) + . . .+ ω−2

r (1/ms)) ≤ 1,

где m = (m1, . . . ,ms) ∈ Zs, f̂(m) =
∫

[0,1]s
f(x)e−2πi(m,x)dx – тригонометрические

коэффициенты Фурье-Лебега функции f, (m,x) = m1x1 + . . . + msxs,mj = max{1; |mj |}
для каждого j = 1, . . . , s.

Приведенный выше класс является более тонкой шкалой классификации периодических
функций многих переменных в зависимости от скорости убывания их коэффициентов
Фурье: при ωr(δ) = δr класс Wωr

2 (0, 1)s обращается в класс Соболева W r
2 (0, 1)s.

Класс Wωr
2 впервые был рассмотрен в [1] при изучении задачи интегрирования функций

на функциональных классах. Затем в [2] в гильбертовой метрике были найдены точные
порядки погрешностей, возникающих при восстановлении функций из рассматриваемых
классов вычислительными агрегатами, построенными по их значениям в конечном числе
точек. Там же, аналогичные результаты были получены при дискретизации решений
уравнения теплопроводности с начальными условиями из классов Wωr

2 . Отметим также
[3], посвященной к задаче дискретизации классических решений волнового уравнения с
начальными условиями f1 и f2 из обобщенных классов Соболева.

В данной работе, следуя [4-6], проведено полное К(В)П - исследование задачи
восстановления функций из обобщенного класса Wωr

2 , т.е. последовательно решены задачи
К(В)П-1 (восстановление по точной информации, в зависимости от вида функционалов
и алгоритмов переработки полученной от них числовой информации, включает в себя
всю известную теорию приближений, численный анализ, вычислительную математику,
теорию функций - ряды Фурье, базисы), К(В)П-2 (в оптимальном вычислительном
агрегате значения информационных функционалов можно заменить на близкие им
значения с сохранением оптимальности, поиск наибольших таких расхождений образует
самостоятельную задачу нахождения предельных погрешностей – новая оптимизационная
задача) и К(В)П-3 (существует или не существует другой вычислительный агрегат со
структурой, аналогичной структуре рассматриваемого оптимального вычислительного
агрегата, и даже, быть может, более общей, но с большей по порядку предельной
погрешностью).
2. Вспомогательные утверждения. При доказательстве приведенной ниже теоремы

используется функция

ωr(δ) =
1

ωr(1) + 1
(ωr(δ) + δ) , δ ∈ [0, 1].

Эта функция строго возрастает на [0, 1] и удовлетворяет равенству ωr(1) = 1. Символом
ω∗r(δ) будем обозначать функцию, обратную к функции ωr.

Непосредственно из определений функций ωr и ωr вытекают следующие их свойства:
I. Пусть a > 1. Тогда для всех δ ∈ (0, 1/a] будет выполнено неравенство

ωr(aδ) ≤ C1(r)arωr(δ);

II. При каждом a(0 < a < 1) для всех δ ∈ (0, 1] справедливо неравенство

ωr(aδ) ≥
ar

C1(r)
ωr(δ);

III. Для всех 0 ≤ δ ≤ 1 имеет место неравенство

ωr(δ) ≥
ωr(1)

C1(r) + 1
δr;

IV. Для некоторых величин C2(r) > 0 и C3(r) > 0 справедливы неравенства

C2(r)ωr(δ) ≤ ωr(δ) ≤ C3(r)ωr(δ), δ ∈ [0, 1].
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Лемма 1. Пусть для некоторого C4(r) > 0 и для всех 0 ≤ δ, η ≤ 1 выполняется
неравенство ωr(δη) ≤ C4(r)ωr(δ)ωr(η). Тогда существует C5(r) > 0 такая, что

ωr(δη) ≤ C5(r)ωr(δ)ωr(η)

для всех 0 ≤ δ, η ≤ 1 и
ω∗r(C5(r)δη) ≥ ω∗r(δ)ω∗r(η)

для всех 0 ≤ δ, η ≤ 1, удовлетворяющих неравенству C5(r)δη ≤ 1.

Лемма 2. Существует величина C6(r) ≤ 1 такая, что ωr(C6(r)δ) ≤ δ1/r, δ ∈ [0, 1].
Лемма 3. Пусть ‖m‖ = max{|m1|, . . . , |ms|} для всех m = (m1, . . . ,ms) и Iτ = {m ∈

Zs : [2τ−1] ≤ ‖m‖ < 2τ}, τ ∈ {0, 1, 2, . . .}. Тогда существует величина C7(r) > 0 такая,
что для любой функции f ∈Wωr

2 справедливо неравенство

sup
τ=0,1,2,...

ω−2
r (1/2τ )

∑
m∈Iτ

|f̂(m)|2 ≤ C7(r).

Лемма 4. Пусть функция ωr типа модуля гладкости порядка r удовлетворяет

условию
∞∑
τ=0

ωr(1/2
τ )2τs/2 < ∞. Тогда ряд Фурье

∑
m∈Zs

f̂(m)e2πi(m,x) каждой функции

f ∈Wωr
2 (0, 1)s сходится абсолютно.

Лемма 5[7]. Пусть дано целое число s ≥ 1. Тогда для каждого целого N ≥ 1 выполнено
следующее утверждение: для любого множества G ≡ {m(1), . . . ,m(N ′)} ⊂ Zs такого, что
N ′ = |G| ≥ 2N и |G| �≺

s
N, и для произвольных линейных функционалов l1, . . . , lN ,

определенных, по крайней мере, на множестве всех тригонометрических полиномов
со спектром в G найдутся комплексные числа {ck}N

′
k=1, удовлетворяющие условиям

N ′∑
k=1

|ck| ≥ N,
N ′∑
k=1

|ck|2 = N, причем если χ(x) =
N ′∑
k=1

cke
2πi(m(k),x), то l1(χ) = 0, . . . , lN (χ) = 0

и ‖χ‖L∞ ≥ N, ‖χ‖L2 =
√
N.

Лемма 6. Пусть функция ωr типа модуля гладкости порядка r удовлетворяет

условию
∞∑
τ=0

ωr(1/2
τ )2τs/2 < ∞. Тогда для каждой возрастающей к +∞

последовательности {αN}N≥1 имеет место равенство

lim
N→∞

αN (ω∗r(1/αN ))s/2 = +∞.

3. Основной результат. Исходной в К(В)П – исследовании (см. [4 - 6]) является
величина

δN (εN , DN , T, F )Y = inf
(l(N),ϕN )∈DN

δN (εN , (l
(N), ϕN ), T, F )Y ≡

≡ inf
(l(N),ϕN )∈DN

sup
f∈F,|γ(τ)N |≤1

∥∥∥(Tf)(·)− ϕN (l
(1)
N (f) + γ

(1)
N εN , . . . , l

(N)
N (f) + γ

(N)
N εN ; ·)

∥∥∥
Y
.

Здесь εN− неотрицательная последовательность, математическая модель задается
посредством оператора T : F 7→ Y,X и Y – нормированные пространства функций,
заданных соответственно на множествах ΩX и ΩY , F ⊂ X класс функций. Числовая
информация

l(N) ≡ l(N)(f) =
(
l
(1)
N (f), . . . , l

(N)
N (f)

)
объема N(N = 1, 2, . . .) о функции f из класса F снимается с функционалов l

(1)
N : F 7→

C, . . . , l
(N)
N : F 7→ C. Алгоритм переработки информации

ϕN (z1, . . . , zN ; ·) : CN × ΩY 7→ C

есть соответствие, которое при всяком фиксированном (z1, . . . , zN ) ∈ CN как
функция от (·) есть элемент Y. Пара

(
l(N), ϕN

)
определяет вычислительный агрегат

восстановления по точной информации о функции f ∈ F, действующий по правилу
ϕN

(
l
(1)
N (f), . . . , l

(N)
N (f); ·

)
, а через DN обозначается подмножество всех пар

(
l(N), ϕN

)
.
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В данной работе при конкретизации

F = Wωr
2 , Tf = f, Y = Lq(0, 1)s, DN = L(N) × {ϕN},

где 2 ≤ q ≤ ∞, L(N) – множество всех векторов l(N) =
(
l
(1)
N , . . . , l

(N)
N

)
, состоящих из N

линейных функционалов l
(1)
N : Wωr

2 7→ C, . . . , l
(N)
N : Wωr

2 7→ C, сформулирована следующая
Теорема. Пусть даны s ∈ N, q ∈ [2,∞] и функция ωr типа модуля гладкости

порядка r такая, что
∞∑
τ=0

ωr(1/2
τ )2τs/2 <∞, ωr(δη) ≤ C4(r)ωr(δ)ωr(η)

для некоторого C4(r) > 0 и для всех 0 ≤ δ, η ≤ 1. Тогда для каждого N ≡ N(K) =
(2K + 1)s,K = 1, 2, . . . справедливы следующие утверждения:
К(В)П - 1. δN

(
0;L(N) × {ϕN}, Tf = f,Wωr

2

)
Lq
�≺
s,r,q

ωr

(
1

N1/s

)
N1/2−1/q;

К(В)П - 2. δN
(
0;L(N) × {ϕN}, T f = f,Wωr

2

)
Lq
�≺
s,r,q

δN
(
εN ; (l̄(N), ϕN ), T f = f,Wωr

2

)
Lq

и

lim
N→+∞

δN
(
ηNεN ; (l̄(N), ϕN ), T f = f,Wωr

2

)
Lq

δN
(
0;L(N) × {ϕN}, T f = f,Wωr

2

)
Lq

для любой сколь угодно медленно возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN(K)}K≥1, где εN = 1√

N
ωr(

1
N1/s ), вычислительный агрегат

(l̄(N), ϕN ) состоит из функционалов l̄
(τ)
N (f) = f̂

(
m(τ)

)
, τ = 1, . . . , N и функции

ϕN (z1, . . . , zN ;x) =
N∑
τ=1

zτe
2πi(m(τ),x), а s− мерные целочисленные векторы m(1), . . . ,m(N)

такие, что m(i) 6= m(j) при i 6= j и
N⋃
τ=1
{m(τ)} = AK , AK = {m ∈ Zs : |m1| ≤ K, . . . , |ms| <

K};
К(В)П - 3. Для всякого вычислительного агрегата

(l(N), ϕN )(x) ≡ ϕN
(
f̂(m(1)), . . . , f̂(m(N));x

)
, N = N(K)

при любой сколь угодно медленно возрастающей к +∞ положительной
последовательности {ηN(K)}K≥1 имеет место равенство

lim
K→+∞

δN

(
ηNεN ;ϕN

(
f̂(m(1)), . . . , f̂(m(N));x

)
, T f = f,Wωr

2

)
Lq

δN
(
0;L(N) × {ϕN}, T f = f,Wωr

2

)
Lq

.

Замечание. Условию ωr(δη) ≤ C4(r)ωr(δ)ωr(η), кроме степенных функций,
удовлетворяют функции

ωr(δ) =

{
δr lnr1(M/δ), если δ ∈ (0, 1];

0, если δ = 0

с параметрами r > 0, 0 < r1 < +∞. Заметим, что эти функции при достаточно больших
M > 0 являются функциями типа модуля гладкости порядка r (см., напр.[8]).
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Жалпыланған Соболев кластары функцияларын қалыптастыру есебiнiң толық К(Е)Д-зерттеуi

Аннотация: Бұл жұмыста жалпыланған Соболев Wωr
2 кластары функцияларын қалыптастыру есебiнiң

толық К(Е)Д-зерттеуi қалыптастырылуға тиiс f функциясынан алынған N көлемдегi сандық мәлiмет сызықтық
функционалдардың мәндерi болатын жағдайда жүргiзiлген. Дәл айтқанда, бiрiншiден, Wωr

2 кластары
функцияларын Lq , 2 ≤ q ≤ ∞ метрикада жуықтаудағы қателiктiң дәл ретi анықталған; екiншiден, дәл реттi
жүзеге асыратын нақты есептеу агрегаты ұсынылған және оның дәл реттi сақтайтын, ретi бойынша жақсармайтын
ε̄N шектiк қателiгi табылған; үшiншiден, қалыптастырылуға тиiс функцияның Фурье коэффициенттерi бойынша
құрылған кез келген есептеу агрегатының шектiк қателiгi ε̄N шектiк қателiгiнен жақсы болмайтынына (ретi
бойынша) көз жеткiзiлген.

Түйiн сөздер: К(Е)Д - зерттеуi, сызықтық функционал, есептеу агрегаты, жуықтау қателiгiнiң дәл ретi,
жалпыланған Соболев класы.

A.B. Utesov
K.Zhubanov Aktobe Regional University, Moldaguova ave., 34, Aktobe, 030000, Kazakhstan

Full C(N)D–research of the problem of recovery functions from the generalized Sobolev class

Abstract: In this paper a complete C(N)D-research of the problem of recovery functions from the generalized Sobolev
class Wωr

2 is carried out in the case, where numerical information of volume N about the function f being restored
is removed from linear functionals. Namely, firstly, the exact order of error of restoring functions from classes Wωr

2 ; is
established in the metric Lq , 2 ≤ q ≤ ∞; secondly, a specific computing unit is proposed, that implements the exact order
and its limiting error ε̄N is found, that preserves the exact order and not improved in order; thirdly, it is proved that any
computing unit constructed by the Fourier coefficients of the function being restored does not have a limiting error, better
(in order) than ε̄N .

Keywords: C(N)D – research, linear functional, computing unit, exact order of error of restoring, generalized Sobolev

class.
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