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ТАЯЗ ТӨСЕУ ТОННЕЛIНЕ ҚАЛЫПТЫ ЖӘНЕ ЖАНАМА КӨЛIК
ЖҮКТЕМЕЛЕРIНIҢ ӘСЕРI

Аннотация: Жылжымалы цилиндрлiк және декарттық координаттар жүйелерiнде
жүктемелердiң қалыпты және параллель осi бойымен бiркелкi қозғалатын ұзын жұқа
қабырғалы дөңгелек серпiмдi қабықтың iшкi бетiне әсер ету мәселесi шешiлдi. Қабық
көлденең шекарасы қабық осiне параллель болатын серпiмдi жартылай кеңiстiкте
(массивте) орналасқан. Жүктемелердiң қозғалыс жылдамдығы массивтегi жылжу
толқындарының таралу жылдамдығынан кем қабылданады. Жүктеме функциялары
бұрыштық координатадағы Фурье қатарына және осьтiк координатадағы Фурье
интегралына ыдырауы мүмкiн. Қабықтың қозғалысы қабық теориясының классикалық
теңдеулерiмен, ал серпiмдi жартылай кеңiстiк - Ламе потенциалдары арқылы көрсетiлген
қозғалыстардағы серпiмдiлiк теориясының теңдеулерiмен сипатталады. Шешiм үшiн
интегралды Фурье түрлендiру әдiсi қолданылады. Массив серпiмдi кеңiстiк түрiнде
ұсынылатын мұндай жұмыстардан айырмашылығы мұнда мәселенi шешу кезiнде
жүктемелердiң қозғалысы кезiнде пайда болатын жартылай кеңiстiк шекарасымен
шағылысқан толқындардың массивiне әсерi ескерiледi. Бұл мәселе осы типтегi
жүктемелерге ұшыраған жағдайда жұқа қабырғалы қаптамамен бекiтiлген таяз төсеу
тоннелiнiң динамикасын зерттеу кезiнде модельдi болып табылады. Белгiлi бiр аралықта
бiркелкi қолданылатын және тұрақты жылдамдықпен қозғалатын ось-симметриялық
қалыпты жүктеме (қозғалатын объектiден қысым тоннелiн қаптауға әсер ету) және ось-
симметриялық жанама жүктеме (қозғалатын объектiден үйкелiс күштерiнiң тоннелiн
қаптауға әсер ету) кезiнде тау жыныстарының массивiнiң кернеулi-деформацияланған
күйiн (КДК) бейнелейтiн сандық эксперименттiң нәтижелерi келтiрiлген.
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1. Кiрiспе
Көлiк тоннельдерi, магистральдық газ құбырлары және мұнай құбырлары, әртүрлi

жүктердi тасымалдауға арналған құбырлар сияқты жерасты құрылыстарын пайдалану
тәжiрибесi көлiк жүктемелерiнiң динамикалық әсерiнен (осы құрылыстарда қозғалатын
объектiлердiң жүктемелерi) оларда пайда болатын тербелiстердiң салдарынан болатын
көптеген зақымданулар мен бұзылуларды көрсетедi. Жүктемелердiң қозғалыс
жылдамдығы артқан кезде дiрiл деңгейi артады және осы құрылымдар үшiн белгiленген
рұқсат етiлген нормалардан асып кетуi мүмкiн. Оларда резонанстық құбылыстардың
пайда болу қаупi бар. Сондықтан, соңғы жылдары жерасты құрылыстарына
әсер ететiн көлiк жүктемелерi жылдамдығының өсуiне байланысты (атап айтқанда,
қозғалатын тоннельiшiлiк көлiктен түсетiн жүктемелер), осы жүктемелердiң әсерiнен
олардың динамикалық күй-өзгерiстерiн зерттеу өзектi болып отыр. Зерттеу барысында
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құрылымның құрылымдық ерекшелiктерiне ерекше назар аудару керек. Сонымен қатар,
оның орналасу тереңдiгi үлкен маңызға ие [1].

Көлiк жүктемелерiнiң әсерiне тоннельдiң бiртектi цилиндрлiк қаптамасымен
нығайтылған динамикалық есептеу кезiнде оның есептiк схемасы әдетте серпiмдi
ортада ұзартылған цилиндрлiк қабық түрiнде ұсынылады. Қабықтың iшкi бетiне оның осi
бойымен қозғалатын жүктеме (көлiк жүктемесi) әсер етедi. Тоннельдi терең төсеу кезiнде
қабық шексiз ортада (серпiмдi кеңiстiкте), таяз төсеу кезiнде – жазықтықпен (серпiмдi
жартылай кеңiстiкте) қабықтың осiне параллель шектелген ортада қарастырылады.
Серпiмдi кеңiстiктегi дөңгелек цилиндрлiк қабыққа қозғалатын ось-симметриялық
қалыпты жүктеменiң әрекетi туралы есеп (терең тоннельге арналған модельдiк таспырма)
[2] мақалада шешiлген. Ось-симметриялық емес жылжымалы жүктеме қабығына әсер
етудегi ұқсас тапсырма [3] мақалада және басқа еңбектерде қарастырылады.

Неғұрлым күрделi мәселе – бұл таяз төсеу тоннельдiң динамикалық әрекетiн
модельдейтiн серпiмдi жартылай кеңiстiктегi қабыққа қозғалатын жүктеменiң әсерi. Осы
бағытта жарияланған ғылыми еңбектердiң саны аз және негiзiнен соңғы жылдарды
қамтиды, атап айтқанда [ 4 – 8 ] . Бұл жұмыстарда сандық эксперименттер жүргiзу кезiнде
серпiмдi жартылай кеңiстiкте орналасқан жұқа қабырғалы немесе қалың қабырғалы
бiртектi серпiмдi дөңгелек цилиндрлiк қалыпты қозғалмалы жүктеме қабығына түсетiн
әсер қарастырылды.

Үйкелiс арқылы оның бетiне қалыпты қысым жүктемесiн беретiн тоннель арқылы
қозғалатын объект осьтiк тангенс жүктемесiн де беретiндiктен, бұл жүктеме әсерiнiң
массивтың кернеулi-деформацияланған күйiне (КДК) әсерiн зерттеуге қызығушылық
тудырады.
2. Әдiстер
Зерттеуде серпiмдiлiк теориясының модельдерiн тарта отырып математикалық

модельдеу әдiсi қолданылады.
Мәселенiң қойылуы және шешiлуi
Тоннельдiң есептiк схемасы ретiнде цилиндрлiк r, θ, z және декарттық x, y, z

координаттар жүйелерiнде кеңiстiкте тұрақты қалыбы бар, сызықтық серпiмдi жартылай
кеңiстiк болып табылатын бiртектi және изотропты ортаны (массивтi) қарастырамыз.
Көлденең шекарасы жүктемелерден бос жартылай кеңiстiкте радиусы R болатын шексiз
ұзын дөңгелек цилиндрлiк қуыс бар, оның осi осы шекараға параллель z оське сәйкес
келедi. Координаталық ось x жартылай кеңiстiктiң 4 шекарасына перпендикулярлы:
x ≤ h (h > R) , мұндағы h - тоннель төсеу тереңдiгi (1-сурет). Қуыс қалыңдығы
h0 болатын серпiмдi жұқа қабырғалы қабықпен (қаптамамен) бекiтiлген. Қабық жұқа
қабырғалы болғандықтан, оның радиусы R қуыс радиусына тең болатын ортаңғы бет
бойындағы массивпен жанасады деп есептеймiз. Қабықтың массивпен жұптасуы қатты
қабылданады.

Сурет 1 – Серпiмдi жартылай кеңiстiктегi жұқа қабырғалы қабық
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Массив пен қабық материалдарының физика-механикалық сипаттамалары үшiн бiз
келесi белгiлердi қолданамыз. Пуассон коэффициентi: ν (массив үшiн), ν0 (қабық үшiн);
ығысу модулi: µ (массив үшiн), µ0 (қабық үшiн); тығыздығы: ρ (массив үшiн), ρ0

(қабық үшiн). Қабықтың iшкi бетi бойымен с тұрақты жылдамдықпен z ось бағытында
жалпы қолдану нүктелерi және бiрдей қалыпты жүктеме және z осiне параллельдi жанама
жүктемесi қозғалады. Бiз массивтың КДК анықтаймыз.

Мәселенi шешу үшiн бiз жылжымалы координаттар жүйесiн қолданамыз: цилиндрлiк
(r, θ, η = z − ct) және декарттық (x, y, η = z − ct) . Бұл координаттар жүйелерiнде массив
пен қабықтың қозғалысын, сәйкесiнше, (1) және (2) теңдеулерiмен сипаттаймыз [3, 4]:(

M−2
p −M−2

s

)
grad div u +M−2

s ∇2u = ∂2u
/
∂η2, (1)

мұнда Mp = c/cp,Ms = c/cs – Мах сандары; cs =
√
µ/ρ, cp =

√
(λ+ 2µ) /ρ – массивтегi

ығысу толқындарының тарату және кеңейю-сығылу жылдамдықтары, λ = 2µν/(1−2ν);∇2

– Лаплас операторы, u – массив нүктелерiнiң ығысу векторы.
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(2)

мұнда qj және u0j – массивтың және қабықтың орташа бетiндегi нүктелердiң жылжу
реакциялары ( r = R -де qj = σrj , мұнда σrj – массив нүктелерiндегi кернеулер),
j = η, θ, r;Pη (θ, η) және Pr (θ, η) – жанама жүктеменiң қарқындылығы және қалыпты
жүктеменiң қарқындылығы.

Мәселенiң тұжырымына сәйкес, жартылай кеңiстiк пен қуыс бетiнiң шекаралық
шарттары сәйкесiнше (3) және (4) көрiнiске ие болады:

σxx |x=h = σxy |x=h = σxη |x=h = 0, (3)
uj |r=R = u0j , j = η, θ, r. (4)

Мұнда uj – u вектордың компоненттерi.
u -дi ϕj(j = 1, 2, 3) Ламе потенциалдары арқылы бiлдiремiз [9]

u = gradϕ1 + rot (ϕ2eη) + rot rot (ϕ3eη) , (5)

мұнда eη – η осiнiң орты.
(1)-ден және (5)-тен iлеседi:

∇2ϕj = M2
j ∂

2ϕj
/
∂η2, j = 1, 2, 3. (6)

Мұнда M1 = Mp, M2 = M3 = Ms .
Массивтың КДК компоненттерiн ϕj Ламе потенциалдары арқылы көрсетемiз:
(5) декарттық (7) және цилиндрлiк (8) жылжымалы координаттар жүйелерiнде u

вектордың компоненттерi:
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(7)
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(8)

Гук заңын пайдаланып, (7), (8) ескере отырып кернеулер тензор компонентi үшiн
декарттық (9) және цилиндрлiк (10) координаттарда өрнектердi табамыз
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r

∂3ϕ3

∂θ∂η2

)
,

σrθ = 2µ

(
1

r

∂2ϕ1

∂θ∂r
− 1

r2

∂ϕ1

∂θ
− ∂2ϕ2

∂r2
− m2

s

2

∂2ϕ2

∂η2
+

1

r

∂3ϕ3

∂r∂η∂θ
− 1

r2

∂2ϕ3

∂η∂θ

)
.

(10)

(6) теңдеулерге η бойынша Фурье түрленуiн қолдана отырып, шығарамыз

∇2
2ϕ
∗
j −m2

jξ
2ϕ∗j = 0, j = 1, 2, 3, (11)

мұнда ϕ∗j (r, θ, ξ) =
∫∞
−∞ ϕj (r, θ, η) e−iξηdη,m2

j = 1 −M2
j , m1 ≡ mp, m2 = m3 ≡ ms,∇2

2 –
Лапластың жазық операторы.

(7) – (10)-ға η бойынша Фурье түрленуiн қолдана отырып декарттық ( l, m = x, y, η )
және цилиндрлiк ( l, m = r, θ, η ) координаттар жүйелерiнде ϕ∗j арқылы ұсынылған u∗l
ығысулар мен σ∗lm кернеулердiң трансформанттары үшiн өрнектердi шығарамыз.

Массивтегi толқындарының таралу жылдамдығынан кем деп есептей отырып,
жүктемелердiң қозғалу жылдамдығына шектеу енгiзейiк, яғни c < cs . Сонда, Ms < 1
(m2 = m3 = ms > 0 ). Бұл жағдайда (11) теңдеулердiң шешiмдерiн келесi түрде ұсынамыз:

ϕ∗j = Φ
(1)
j + Φ

(2)
j . (12)
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Мұнда, Φ
(1)
j =

∞∑
n=−∞

anjKn (kjr) e
inθ , Φ

(2)
j =

∫∞
−∞ gj (ξ, ζ) exp

(
iyζ + (x− h)

√
ζ2 + k2

j

)
dζ ,

Kn(kr) – Макдональд функциялары, kj = mjξ ; anj , gj (ξ, ζ) – анықтауға жататын
коэффициенттер мен функциялар, j = 1, 2, 3 .

Декарттық координаттар жүйесiнде (12) трансформант потенциалдары үшiн өрнектер
келесi түрге айналады:

ϕ∗j =

∫ ∞
−∞

[
e−xfj

2fj

∞∑
n=−∞

anjΦnj + gj(ξ, ζ)e(x−h)fj

]
eiyζdζ. (13)

Мұнда, fj =
√
ζ2 + k2

j ,Φnj =
(
ζ+fj
kj

)n
, j = 1, 2, 3.

gj (ξ, ζ) көрсеткiшiн anj ( j = 1, 2, 3 ) коэффициенттер арқылы бiлдiремiз. Ол үшiн
(13) ескере отырып, σ∗xx, σ∗xy, σ∗xη үшiн қайта жазылған (3) шекаралық шарттарды
қолданамыз. eiyζ жанындағы коэффициенттердi белгiлеп және оларды нөлге теңестiрiп
( y ерiктiлiгiнiң күшiн ескере отырып), үш теңдеулер жүйесiн шығарамыз. Осы теңдеулер
жүйесiнен анықтаймыз:

gj(ξ, ζ) =
1

∆∗

3∑
l=1

∆∗jle
−hfl

∞∑
n=−∞

anlΦnl. (14)

мұнда ∆∗ =
(
2ρ2
∗ − β2

)2 − 4ρ2
∗
√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

∆∗11 =
∆∗

2
√
ρ2
∗ − α2

−
(
2ρ2
∗ − β2

)2√
ρ2
∗ − α2

, ∆∗12 = −2ζ
(
2ρ2
∗ − β2

)
, ∆∗13 = 2ξ

(
2ρ2
∗ − β2

)√
ρ2
∗ − β2,

∆∗21 = −M
2
s

m2
s

∆∗12, ∆∗22 = − ∆∗∗

2
√
ρ2
∗ − β2

, ∆∗23 = −4ξζ
M2
s

m2
s

√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

∆∗31 = − ∆∗13

m2
sξ

2
, ∆∗32 =

∆∗21

β2
, ∆∗33 = − ∆∗∗

2
√
ρ2
∗ − β2

+

(
2ρ2
∗ − β2

)2√
ρ2
∗ − β2

,

α = Mpξ, β = Msξ, ρ2
∗ = ξ2 + ζ2 , ∆∗∗ =

(
2ρ2
∗ − β2

)2 − 4ρ2
∗∗
√
ρ2
∗ − α2

√
ρ2
∗ − β2,

ρ2
∗∗ = ξ2 +

(
2/m2

s − 1
)
ζ2.

c < cR шартында ∆∗ (ξ, ζ) - нөлге айналмайтын Рэлей детерминанты екенiн
дәлелдеу қиын емес, мұнда cR – Рэлейдiң жартылай кеңiстiктегi беткi толқындарының
жылдамдығы [9].
c < cR -де, (14) өрнектердi ескере отырып, (13) ара салмақтар келесi түрiне айналады

ϕ∗j =

∫ ∞
−∞

[
e−xfj

2fj

∞∑
n=−∞

anjΦnj + e(x−h)fj

3∑
l=1

∆∗jl
∆∗

e−hfl
∞∑

n=−∞
anlΦnl

]
eiyζdζ. (15)

Декарттық ( l, m = x, y, η ) координаттар жүйесiнде ұсынылған u∗l және σ∗lm үшiн
өрнектерге (15)-тi алмастырып, шығарамыз

u∗l =

∫ ∞
−∞

3∑
j=1

(
T

(1)
lj F

(1)
nj + T

(2)
lj F

(2)
nj

)
ei(yζ+ξη)dζ,

σ∗lm
µ

=

∫ ∞
−∞

3∑
j=1

(
S

(1)
lmjF

(1)
nj + S

(2)
lmjF

(2)
nj

)
ei(yζ+ξη)dζ.
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Мұнда: l = x, y, η, m = x, y, η ;

F
(1)
nj =

e−xfj

2fj

n=∞∑
n=−∞

anjΦnj , F
(2)
nj = e(x−h)fj

3∑
k=1

∆∗jk
∆∗

e−hfk
∑
n

ankΦnk,

T
(1)
x1 = −T (2)

x1 = −f1, T
(1)
x2 = T

(2)
x2 = −ζ, T

(1)
x3 = −T (2)

x3 = f3ξ,

T
(1)
y1 = T

(2)
y1 = iζ, T

(1)
y2 = −T (2)

y2 = if2, T
(1)
y3 = T

(2)
y3 = −iξζ,

T
(1)
η1 = T

(2)
η1 = iξ, T

(1)
η2 = T

(2)
η2 = 0, T

(1)
η3 = T

(2)
η3 = −im2

sξ
2,

S
(1)
xx1 = S

(2)
xx1 = n2 + 2(f2

1 − ξ2m2
p), S

(1)
xx2 = −S(2)

xx2 = 2ζf2, S
(1)
xx3 = S

(2)
xx3 = −2f2

3 ξ,

S
(1)
yy1 = S

(2)
yy1 = n2 − 2(ζ2 + ξ2m2

p), S
(1)
yy2 = −S(2)

yy2 = −2f2ζ, S
(1)
yy3 = S

(2)
yy3 = 2ξζ2,

S
(1)
ηη1 = S

(2)
ηη1 = n2 − 2n1, S

(1)
ηη2 = S

(2)
ηη2 = 0, S

(1)
ηη3 = S

(2)
ηη3 = 2m2

sξ
3,

S
(1)
xy1 = −S(2)

xy1 = −2f1ζi, S
(1)
xy2 = S

(2)
xy2 = −(f2

2 + ζ2)i, S
(1)
xy3 = −S(2)

xy3 = 2f3ξζi,

S
(1)
ηy1 = S

(2)
ηy1 = −2ξζ, S

(1)
ηy2 = −S(2)

ηy2 = −ξf2, S
(1)
ηy3 = S

(2)
ηy3 = n2ζ,

S
(1)
xη1 = −S(2)

xη1 = −2f1ξi, S
(1)
xη2 = S

(2)
xη2 = −ξζi, S

(1)
xη3 = −S(2)

xη3 = n2f3i,

n1 = (1 +m2
p)ξ

2, n2 = (1 +m2
s)ξ

2.

(12) трансформант потенциалдарын цилиндрлiк координаттар жүйесiнде ұсыну үшiн бiз
[10] қатынасын қолданамыз

exp
(
iyζ + (x− h)

√
ζ2 + k2

)
=

∞∑
n=−∞

In(kr)einθ

(
ζ +

√
ζ2 + k2

k

)n
e−h
√
ζ2+k2 .

Мұнда In(kr) – Бессельдiң модификацияланған функциялары.
Сонда

ϕ∗j =
∞∑

n=−∞

(
anjKn(kjr) + In(kjr)

∫ ∞
−∞

gj(ξ, ζ) Φnje
−hfjdζ

)
einθ.

c < cR -те бұл өрнектер, (14) ескере отырып мынадай түрiне айналады,

ϕ∗j =

∞∑
n=−∞

(anjKn(kjr) + bnjIn(kjr)) e
inθ, (16)

мұнда bnj =
3∑
l=1

∞∑
m=−∞

amlA
ml
nj , A

ml
nj =

∫∞
−∞

∆∗
jl

∆∗
ΦmlΦnje

−h(fl+fj)dζ .

Цилиндрлiк ( l, m = r, θ, η ) координаттар жүйесiнде ұсынылған u∗l және σ∗lm үшiн
өрнектерге (16)-ны алмастырып, шығарамыз

u∗l =

∞∑
n=−∞

3∑
j=1

[
T

(1)
lj (Kn(kjr)) anj + T

(2)
lj (In(kjr)) bnj

]
ei(ξη+nθ),

σ∗lm
µ

=
∞∑

n=−∞

3∑
j=1

[
S

(1)
lmj (Kn(kjr)) anj + S

(2)
lmj (In(kjr)) bnj

]
ei(ξη+nθ).

Мұнда, l = r,θ,η, m = r,θ,η ;

T
(1)
r1 = k1K

′
n (k1r) , T

(1)
r2 = −n

r
Kn (k2r) , T

(1)
r3 = −ξ k3K

′
n (k3r) ,

T
(1)
θ1 =

n

r
Kn (k1r) i, T

(1)
θ2 = −k2K

′
n (k2r) i, T

(1)
θ3 = −n

r
ξKn (k3r) i,

T
(1)
η1 = ξKn (k1r) i, T

(1)
η2 = 0, T

(1)
η3 = −k2

3Kn (k3r) i,
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S
(1)
rr1 = 2

(
k2

1 +
n2

r2
−
λM2

p ξ
2

2µ

)
Kn (k1r)−

2k1K
′
n (k1r)

r
, S

(1)
rr2 =

2n

r2
Kn (k2r)−

2k2K
′
n (k2r)

r
,

S
(1)
rr3 = −2ξ

(
k2

3 +
n2

r2

)
Kn (k3r) +

2ξk3K
′
n (k3r)

r
,

S
(1)
θθ1 = −2

(
n2

r2
+
λM2

p ξ
2

2µ

)
Kn (k1r) +

2k1K
′
n (k1r)

r
, S

(1)
θθ2 = −2nKn (k2r)

r2
+

2nk2K
′
n (k2r)

r
,

S
(1)
θθ3 =

2ξn2Kn (k3r)

r2
− 2ξk3K

′
n (k3r)

r
,

S
(1)
ηη1 = −2ξ2

(
1 + λM2

p

2µ

)
Kn (k1r) , S

(1)
ηη2 = 0, S

(1)
ηη3 = 2m2

3ξ
3Kn (k3r) ,

S
(1)
rθ1 =

(
−2nKn (k1r)

r2
+

2nk1K
′
n (k1r)

r

)
i, S

(1)
rθ2 =

(
−
(
k2

2 +
2n2

r2

)
Kn (k2r) +

2k2K
′
n (k2r)

r

)
i,

S
(1)
rθ3 =

(
2nξKn (k3r)

r2
− 2nξ k3K

′
n (k3r)

r

)
i,

S
(1)
θη1 = −2nξKn (k1r)

r
, S

(1)
θη2 = ξk2K

′
n (k2r) , S

(1)
θη3 =

nξ2
(
1 +m2

3

)
Kn (k3r)

r
,

S
(1)
rη1 = 2ξk1K

′
n (k1r) i, S

(1)
rη2 = −ξnKn (k2r) i

r
, S

(1)
rη3 = −ξ2k3

(
1 +m2

3

)
K ′n (k3r) i;

K ′n (kr) = dKn(kr)
d(kr) ; T

(2)
lj , S

(2)
lmj T

(1)
lj , S

(1)
lmj -ден Kn (kjr) -ны In (kjr) -ге ауыстыру

арқылы алынады.
u∗l ығысулар мен σ∗lm кернеулердiң трансформанттары үшiн өрнектерiне кiретiн anj

( j = 1, 2, 3 ) белгiсiз коэффициенттердi анықтау мақсатында келесi түрде ұсынылған (4)
шекаралық шарттарын пайдаланамыз:

u∗j |r=R = u∗0j , j = η, θ, r. (17)

Мұнда, u∗0j (θ, ξ) =
∫∞
−∞ u0j (θ, η) e−iξηdη .

(2)-ге η бойынша Фурье түрлендiруiн қолданып және θ бойынша Фурье қатарында
P ∗j (θ, ξ) =

∫∞
−∞ Pj (θ, η) e−iξηdη және u∗0l (θ, ξ) ( j = η, r , l = η, θ, r ) функцияларын

ыдыратумен, шығарамыз:

ε2
1u0nη + ν∗nξ0u0nθ − 2iν0ξ0u0nr = G0 (Pnη − qnη) ,
ν∗nξ0u0nη + ε2

2u0nθ − 2inu0nr = −G0qnθ,

2iν0ξ0u0nη + 2inu0nθ + ε2
3u0nr = G0 (Pnr − qnr) ,

мұнда

ε2
1 = α2

0 − ε2
0, ε

2
2 = β2

0 − ε2
0, ε2

3 = γ2
0 − ε2

0, ξ0 = ξR,

α2
0 = 2ξ2

0 + ν∗∗n
2, β2

0 = ν∗∗ξ
2
0 + 2n2, γ2

0 = χ2
(
ξ2

0 + n2
)2

+ 2, ε2
0 = ν∗∗ξ

2
0M

2
s0,

ν∗∗ = 1− ν0, ν∗ = 1 + ν0, Ms0 = c/cs0, cs0 =

(
µ0

ρ0

)1/2

, χ2 =
h2

0

6R2
, G0 = −ν∗∗R

2

µ0h0
;

Pnj және u0nl – ( r = R , j = η, r , l = η, θ, r )-де, qnl = (σ∗rl)nшартында, θ бойынша
Фурье қатарында P ∗j (θ, ξ) и u∗0l (θ, ξ) ыдырату коэффициенттерi.
u0nl ( l = η, θ, r ) қатысты соңғы теңдеулердi шеше отырып, шығарамыз:

u0nη = G0

3∑
j=1

δηj
δn

(Pnj − qnj) ,
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u0nθ = G0

3∑
j=1

δθj
δn

(Pnj − qnj) ,

u0nr = G0

3∑
j=1

δrj
δn

(Pnj − qnj)

Мұнда,
δn = δ|n| = (ε1ε2ε3)2 − (ε1ξ1)2 − (ε2ξ2)2 − (ε3ξ3)2 + 2ξ1ξ2ξ3,

δη1 = (ε2ε3)2 − ξ2
1 , δη2 = ξ1ξ2 − ξ3ε

2
3, δη3 = i

(
ε2

2ξ2 − ξ1ξ3

)
,

δθ1 = δη2, δθ2 = (ε1ε3)2 − ξ2
2 , δθ3 = i

(
ε2

1ξ1 − ξ2ξ3

)
,

δr1 = −δη3, δr2 = −δθ3, δr3 = (ε1ε2)2 − ξ2
3 ,

ξ1 = 2n, ξ2 = 2ν0ξ0, ξ3 = ν∗ξ0n;Pn1 = Pnη, Pn2 = Pnθ = 0, Pn3 = Pnr, qn1 = qnη, qn2 =
qnθ, qn3 = qnr.

Тиiстi өрнектердi (17) алмастырып, einθ шартында, Фурье-Бессель қатарларының
коэффициенттерiн теңестiре отырып, n = 0, ±1, ±2, ... әр мән үшiн сызықтық алгебралық
теңдеулер жүйесiн шығарамыз, егер оның анықтауышы ∆n(ξ, c) 6= 0 болса, оның жалғыз
шешiмi болады. Бұл теңдеулер жүйелерiнен anj ( j = 1, 2, 3 ) коэффициенттерiн
шығарамыз. Содан кейiн, Фурьенiң керi түрленуiн қолданып массивтегi ul ығысулары
мен σlm кернеулерiн ( l, m = r, θ, η ) есептеймiз. Сондай-ақ, егер c < c(n)∗ (мұнда
c(n)∗ – қабықтағы резонанстық құбылыстар пайда болатын жүктемелердiң сындарлы
жылдамдығы), кез келген сандық әдiсiн қолдануға болады. n санына тәуелдi c(n)∗ мәндер
∆n(ξ, c) = 0 теңдеулерден анықталады. Осы теңдеулердiң зерттелуiмен жүктеменiң ең
төмен сындарлы жылдамдығы n = 0 -ге, яғни min c(n)∗ = c0 сәйкес келетiнi анықталды.
3. Нәтижелер мен талқылау
Шығарылған шешiмдi асыл тұқымды массивтiң жұқа қабырғалы қаптамамен бекiтiлген

маңайда тоннельдiң радиусы R = 1м және тереңдiгi h = 2R КДК есептеу үшiн
қолданамыз ( ν = 0, 2 , µ = 2, 532 · 109 Па, ρ = 2, 5 · 103 кг/м3, cs = 1006, 4 м/с, cR =
917 м/с) ( h0 = 0, 02 м; ν0 = 0, 2 , µ0 = 12, 1 · 109 Па, ρ0 = 2, 5 · 103 кг/м3). Тоннель бойы
η осi бағытында |η| ≤ l0 = 0, 2R интервалында бiркелкi тiркелген p қарқындылығымен
ось-симметриялық Pr қалыпты жүктеме (тоннель қаптамасына әсер ететiн жылжымалы
объектiнiң қысымы) және 0,2 p қарқындылығымен Pη ось-симметриялық жанама жүктеме
(тоннель қаптамасына әсер ететiн жылжымалы объектiнiң үйкелiс күшi) жылжып келе
жатыр. Жүктемелердiң жылжу жылдамдығы c = 100 м/с. p қарқындылығын 2l0
жүктеу учаскесiнiң барлық ұзындығы бойынша жалпы қалыпты жүктемесi P ◦◦ (Н/м)
қарқындылығымен, яғни p = P ◦◦/2l0 баламалы топталған қалыпты айнала жүктемесiне
тең болғандай таңдалуы тиiс. u◦η = uηµ/P ◦ (м), σ◦ηη = σηη/P

◦ белгiлерiн енгiземiз, мұнда
P ◦ = P ◦◦ /м (Па).
ηx (y = 0) координаттық жазықтықтағы 2, 3 суреттерде u◦η ығысулар мен σ◦ηη

кернеулердiң ( x = R ) қуысының бетi бойынша (2-сурет) және ( x = h ) жер бетi
бойынша (3-сурет) өзгерiстер ауытқымасы көрсетiлген. 1 ауытқымалары тоннельге әсер
ету жағдайдың тек Pr қалыпты көлiктiк жүктемесiне, 2 ауытқымалары – тоннельге Pr
қалыпты және Pη жанама көлiктiк жүктемелерге сәйкес келедi.

Суреттерден тоннельге тек Pr қалыпты көлiктiк жүктеменiң әсер етуiнiң жағдайында
u◦η және σ◦ηη кестелерi η = 0 тiк осiне қатысты, сәйкесiнше, қиғаш симметриялық және
симметриялық түрде болады, ал Pr және Pη көлiктiк жүктемелердiң бiрiккен әсерiнде
олар мұндай болмайды.

Қуыс бетiнде x = R -де (2-сурет) Pη үйкелiс күштер u◦η ығысулардың экстремалды
мәндерiне анағұрлым әсер етедi. Егер η < 0 , жоғарғы u◦η ұлғаяды, егер η > 0 , жоғарғы∣∣u◦η∣∣ азаяды. Бұл жағдайда

∣∣σ◦ηη∣∣ максималды кернеу шамалы өседi.
Жер бетiндегi x = h (3-сурет) σ◦ηη (1, 2 ауытқымалар) айтарлықтай ерекшеленбейдi.

Тек Pr көлiктiк жүктемесiнiң әсерiндегi абсолюттық шамалар бойынша бiрдей болатын u◦η
экстремалдық ығысулар Pη үйкелесу күштерiн ескерген кезде әртүрлi болады. Көлiктiк
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Сурет 2 – ηx (y = 0, x = R) координаттық қуыстағы бет бойынша u◦η ығысулар мен σ◦
ηη

кернеулердiң өзгеруi.

Сурет 3 – ηx (y = 0, x = h) координаттық қуыстағы жер бетi бойынша u◦η ығысулар мен σ◦
ηη

кернеулердiң өзгеруi.

жүктемелерiн қолдану учаскесiнiң алдында жоғарғы u◦η ұлғаяды, ал артындағы жоғарғы∣∣u◦η∣∣ азаяды. Серпiмдi жартылай кеңiстiкте (массивте) орналасқан ұзын жұқа қабырғалы
дөңгелек цилиндрлiк қабықтың iшкi бетiне оның қалыпты осi бойымен қозғалатын және
осы жанама жүктеме осiне параллель әрекет ету мәселесi шешiлдi. Мұндай әрекет
жүктердi жерасты құбыры арқылы тасымалдау кезiнде немесе көлiктiң тоннель арқылы
қозғалысы кезiнде туындайтын үйкелiс күштерiн есепке алу кезiнде орын алады
4. Қорытындылар
Серпiмдi жартылай кеңiстiкте (массивте) орналасқан ұзын жұқа қабырғалы дөңгелек

цилиндрлiк қабықтың iшкi бетiне оның қалыпты осi бойымен қозғалатын және осы
жанама жүктеме осiне параллель әрекет ету мәселесi шешiлдi. Мұндай әрекет жүктердi
жерасты құбыры арқылы тасымалдау кезiнде немесе көлiктiң тоннель арқылы қозғалысы
кезiнде туындайтын үйкелiс күштерiн есепке алу кезiнде орын алады. Мәселенi шешкен
кезде жүктемелердiң қозғалыс жылдамдығы дыбысқа дейiнгi болып қабылданады, яғни
жартылай кеңiстiктегi толқындарының жылдамдығы аз болады. Бұл жылдамдыққа
шектеулер енгiзiледi: ол жартылай кеңiстiктегi Рэлей толқындарының жылдамдығынан
кем және жүктеме қозғалысының маңызды жылдамдығынан кем болуы керек. Массив
серпiмдi кеңiстiк түрiнде ұсынылатын мұндай еңбектерден айырмашылығы, мұнда
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мәселенi шешу кезiнде жүктемелердiң қозғалысы кезiнде пайда болатын жартылай кеңiстiк
шекарасымен шағылысқан толқындардың массивiне тиетiн әсерi ескерiледi.

Алынған шешiмдi пайдалану кезiнде жұқа қабырғалы қаптамамен нығайтылған шағын
тоннельдiң маңындағы тау жыныстарының КДК-ы зерттелдi. Тоннельге бiркелкi
қозғалатын цилиндрлiк қалыпты жүктеме (қозғалатын объектiден қысым тоннель
қаптамасына әсер ету) және цилиндрлiк жанама жүктемесi (қозғалатын объектiден үйкелiс
күштерiнiң тоннель қаптамасына әсер ету) әсер етедi. Зерттеу нәтижелерiнен белгiлi
бiр аралықта оның қаптамасына тұрақты қысым көрсететiн объектiнiң тоннелi бойымен
бiркелкi қозғалу кезiнде оның және қаптаманың арасындағы үйкелiс күштерi осьтiк
қозғалыстарға және тау жыныстарындағы қалыпты кернеулерге тек осы жүктемелердi
қолдану аймағының маңында айтарлықтай әсер ететiндiгi шығады.
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Торайгыров университет, ул. Ак. Чокина, 139, Павлодар, Казахстан

Действие нормальной и касательной транспортных нагрузок на тоннель мелкого заложения

Аннотация: В подвижных цилиндрической и декартовой системах координат решена задача о действии на
внутреннюю поверхность протяженной тонкостенной круговой упругой оболочки равномерно движущихся вдоль ее
оси нормальной и параллельной этой оси касательной нагрузок. Оболочка расположена в упругом полупространстве
(массиве), горизонтальная граница которого параллельна оси оболочки. Скорость движения нагрузок принимается
меньше скорости распространения волн сдвига в массиве. Функции нагрузок могут быть разложены в ряд Фурье
по угловой координате и интеграл Фурье по осевой координате. Движение оболочки описываются классическими
уравнениями теории оболочек, а упругого полупространства – уравнениями теории упругости в перемещениях,
которые выражаются через потенциалы Ламе. Для решения используется метод интегрального преобразования
Фурье. В отличие от подобных работ, где массив представляется в виде упругого пространства, здесь при
решении задачи учитывается воздействие на массив отраженных границей полупространства волн, возникающих при
движении нагрузок. Данная задача является модельной при исследовании динамики подкрепленного тонкостенной
обделкой тоннеля мелкого заложения в случае воздействии на него нагрузок указанного типа. Представлены
результаты численного эксперимента, которые иллюстрируют напряженно-деформированное состояние (НДС)
породного массива при действии на тоннель равномерно приложенных в определенном интервале и движущихся
с постоянной скоростью осесимметричной нормальной нагрузки (действие на обделку тоннеля давления от
движущегося объекта) и осесимметричной осевой касательной нагрузки (действие на обделку тоннеля сил трения
от движущегося объекта).

Ключевые слова: тоннель, упругое полупространство, цилиндрическая оболочка, транспортная нагрузка,
напряженно-деформированное состояние.
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The impact of normal and tangential loads on a shallow tunnel

Abstract: The problem of the action of uniformly moving normal and tangential loads on the inner surface of an
elongated thin-walled circular elastic shell along its axis has been solved in moving cylindrical and Cartesian coordinate
systems. The shell is located in an elastic half-space (medium) where the horizontal boundary is parallel to the axis of
the shell. It is assumed that the moving loads have a lower velocity than the shear wave propagation in the medium. The
load functions can be decomposed into a Fourier series by angular coordinate and a Fourier integral by axial coordinate.
The motion of the shell is described by the classical equations of shell theory, while the elastic half-space is described by
the equations of elasticity theory in displacements, which are expressed in the Lamй potentials. The method of integral
Fourier transform is used for solving. In contrast to similar works where the mass is considered as an elastic space, this
problem’s solution takes into account the effect of waves reflected from the boundary of the half-space, which arise during
the movement of loads. This problem serves as a model for studying the dynamics of a shallowly embedded tunnel with a
thin lining under the influence of the specified type of loads. The results of a numerical experiment are presented, which
illustrate the stress-strain state (SSS) of the rock mass under the influence of uniformly distributed and steadily moving
axisymmetric normal (the action of pressure from a moving object on the tunnel lining) and axial tangential (the action of
frictional forces from a moving object on the tunnel lining) loads on the tunnel.

Keywords: tunnel, elastic half-space, cylindrical shell, transport load, stress-strain state.
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