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Аннотация: Мақалада алгебралардың ◦ -көпбейнесiнiң анықтамасы келтiрiлген
және дуалды Лейбниц алгебраларының көпбейнесi ◦ -көпбейне болатыны дәлелденген.
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1. Кiрiспе

k[x, y] көпмүшелер алгебрасының автоморфизмдерi қолды екенi белгiлi [1, 2]. Сонымен
қатар осы алгебраның Aut(k[x, y]) автоморфизмдер группасы амальгамирленген еркiн
көбейтiндi құрылымын қабылдайды [2,3], яғни

Aut(k[x, y]) = A ∗C B,

мұндағы A – аффиндi автоморфизмдердiң iшкi группасы, B – үшбұрышты
автоморфизмдердiң iшкi группасы және C = A ∩ B . Осы нәтиженiң аналогы еркiн
ассоциативтi алгебралар [4, 5], оң симметриялы алгебралар [6] және сипаттамасы нөлге
тең өрiсте тұрғызылған еркiн Пуассон алгебралары [7] үшiн де алынды. Оған қоса, еркiн
ассоциативтi алгебралар мен еркiн Пуассон алгебраларының автоморфизмдер группасы
көпмүшелер алгебрасының автоморфизмдер группасына изоморфты.

1979 жылы Т. Камбаяши [8] Aut(k[x, y]) автоморфизмдер группасының
амальгамирленген еркiн көбейтiндiсiнiң құрылымын пайдаланып, Aut(k[x, y])
автоморфизмдер группасының кез келген алгебралық iшкi группасы сызықты немесе
үшбұрышты автоморфизмдердiң iшкi группасына түйiндес екенiн дәлелдедi. Бұдан кез
келген редуктивтi группаның kn -ге, мұндағы n = 2 , әрекетi сызықтыланатыны шығады.
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Т. Камбаяши бұл нәтиже барлық n > 2 үшiн де орындалады деген болжам айтты.
Бұл болжам редуктивтi группалар әрекетi үшiн сызықтылану гипотезасы деген атау
алды. n ≥ 4 болған кезде бұл гипотеза дұрыс болмай шықты. Мысалы, 1989 жылы Г.
Шварц [9] k4 -ке O2 ортогоналды группасының және k7 -ге Sl2 группасының әрекетi
сызықтыланбайтын қарсы мысал құрастырды. [10,11] жұмыстарда ақырлы группалардың
әрекеттерi сызықтыланбайтын алғашқы мысалдар құрастырылды.

1968 жылы Р. Ренчлер [12] сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған екi айнымалыдан
тәуелдi көпмүшелер алгебрасының локальдi-нильпотенттi дифференциалдауы
триангулярланатынын дәлелдедi. Х. Басс [13] сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған
үш айнымалыдан тәуелдi көпмүшелер алгебрасының триангулярланбайтын локальдi-
нильпотенттi дифференциалдауының мысалын келтiрдi.
x·y бисызықты амалы анықталған k өрiсiнде тұрғызылған A сызықты кеңiстiгi дуалды

Лейбниц алгебрасы деп аталады, егер кез келген x, y, z ∈ A үшiн келесi тепе-теңдiк
орындалса:

(xy)z = x(yz) + x(zy).

Дуалды Лейбниц алгебрасын шетелдiк әдебиеттерде кейде Zinbiel (Leibniz деген сөз
керiсiнше ретпен жазылған) алгебрасы деп те атайды. Ж.-Л. Лодей дуалды Лейбниц
алгебра түсiнiгiн анықтады [14]. Оған қоса, a ◦ b = ab + ba симметриясына қатысты кез
келген A дуалды Лейбниц алгебрасы ассоциативтi және коммутативтi алгебра болады [14].

Ж.-Л. Лодей [14] жақшалары оң жаққа нормаланып орналасқан барлық ассоциативтi
емес сөздер еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының базисiн құрайтынын дәлелдедi. Еркiн
дуалды Лейбниц алгебралары дәл шафл көбейтiндiсi бар алгебра болатыны көрсетiлдi
[15]. А. Науразбекова [16] сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған еркiн дуалды
Лейбниц алгебралары симметриялы көбейтiндiге қатысты ассоциативтi-коммутативтi
алгебра (бiрлiк элементi жоқ) болатынын дәлелдедi және оның туындаушыларын
тапты; сондай-ақ ол екi туындаушыдан тұратын еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының
iшкi алгебрасы рангi саналымды еркiн дуалды Лейбниц алгебрасы болатын мысалдар
құрастырды. А. Джумадильдаев пен К. Туленбаев [17] дуалды Лейбниц алгебралары
үшiн Нагата-Хигман теоремасының [18] аналогын дәлелдедi (әрбiр дуалды Лейбниц ниль-
алгебрасы нильпотенттi). Сондай-ақ олар алгебралық тұйық өрiсте тұрғызылған әр
ақырлы өлшемдi дуалды Лейбниц алгебрасы комплекс сандар өрiсiнде шешiлетiнiн және
нильпотенттi екенiн дәлелдедi. А. Науразбекова және У. Умирбаев [19] өрiстiң сипаттамасы
нөлге тең болған жағдайда дуалды Лейбниц алгебраларының көпбейнесiнiң әр меншiктi
iшкi көпбейнесi нильпотенттi және, салдар ретiнде, дуалды Лейбниц алгебраларының
көпбейнесi шпехттi, ал базистiк рангi бiрге тең екенiн дәлелдедi. Д.А. Тауэрс [20] кез
келген өрiсте тұрғызылған әр ақырлы өлшемдi дуалды Лейбниц алгебрасы шешiлетiнiн
көрсеткен басқа авторлардың нәтижелерiн кеңейтiп, олардың нильпотенттi екенiн көрсеттi.
Соңғы жылдары дуалды Лейбниц алгебраларын зерттеуге деген қызығушылық жоғары
(мысалы, [21–25] жұмыстарды қараңыз).

[6] жұмыста алгебралардың ◦ -көпбейнелерiнiң класы анықталған және өрiсте
тұрғызылған алгебралардың әр ◦ -көпбейнесiнiң рангi екiге тең еркiн алгебраларының
қолды автоморфизмдер группасы амальгамирленген еркiн көбейтiндi құрылымын
қабылдайтыны дәлелденген. Оған қоса, өрiстiң сипаттамасы нөлге тең болған жағдайда
осы алгебралардың қолды автоморфизмдерiнiң редуктивтi группасы сызықтыланатыны
және локальдi-нильпотенттi дифференциалдауы триангулярланатыны дәлелденген.

Осы жұмыс еркiн дуалды Лейбниц алгебраларының қолды автоморфизмдерi
мен дифференциалдауларын зерттеуге арналған. Екiншi бөлiмде дуалды Лейбниц
алгебраларының көпбейнесi ◦ -көпбейне болатыны дәлелденедi. Үшiншi бөлiм шолу
сипатына ие. Бұл бөлiмде жоғарыда көрсетiлген нәтижелердiң салдарлары ретiнде
екi айнымалыдан тәуелдi еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының қолды автоморфизмдер
группасы амальгамирленген еркiн көбейтiндiнiң құрылымын қабылдайтыны көрсетiледi.
Сонымен қатар сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған екi айнымалыдан тәуелдi
еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының қолды автоморфизмдерiнiң кез келген редуктивтi
Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы. Математика. Компьютерлiк ғылымдар. Механика, 2023, Том 143, №2
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группасы сызықтыланатыны және осы алгебраның кез келген локальдi-нильпотенттi
дифференциалдауы триангулярланатыны көрсетiледi.

2. Алгебралардың ◦ -көпбейнесi

Айталық k кез келген өрiс және M k өрiсiнде тұрғызылған алгебралардың кез келген
бiртектi көпбейнесi болсын. M 〈x1, x2, . . . , xn〉 арқылы осы көпбейненiң x1, x2, . . . , xn
айнымалыларынан тәуелдi еркiн алгебрасын белгiлейiк. deg арқылы M 〈x1, x2, . . . , xn〉
еркiн алгебрасындағы стандартты дәреже функциясын белгiлейiк, яғни кез келген i үшiн
deg(xi) = 1 .

M көпбейнесiн ◦ -көпбейне деп атайды, егер кез келген нөлдiк емес h ∈ M 〈x1, x2〉
және кез келген нөлдiк емес f ∈M 〈x〉 үшiн келесi шарт орындалса:

deg(f(h)) = deg(f) · deg(h).

Алгебралардың ◦ -көпбейнесiнiң айқын мысалдары:
1. Ассоциативтi-коммутативтi алгебралар көпбейнесi,
2. Ассоциативтi алгебралар көпбейнесi [26],
3. Пуассон алгебраларының көпбейнесi [7].

А.А. Алимбаев, А.С. Науразбекова, Д.Х. Козыбаев [6] оң симметриялы алгебралардың,
ассоциативтi емес алгебралардың, коммутативтi алгебралардың көпбейнелерi ◦ -көпбейне
болатынын дәлелдедi.

Бұл бөлiмде бiз дуалды Лейбниц алгебраларының көпбейнесi ◦ -көпбейне болатынын
көрсетемiз.
x·y бисызықты амалы анықталған k өрiсiнде тұрғызылған A сызықты кеңiстiгi дуалды

Лейбниц алгебрасы деп аталады, егер кез келген x, y, z ∈ A үшiн келесi тепе-теңдiк
орындалса:

(xy)z = x(yz) + x(zy). (1)

Дуалды Лейбниц алгебрасының бiрлiк элементi болмайтынын тексеру қиын емес.
Айталық DL 〈X〉 X = {x1, x2, . . . , xn} еркiн туындаушылар жиынымен берiлген

сипаттамасы нөлге тең k өрiсiнде тұрғызылған еркiн дуалды Лейбниц алгебрасы
болсын. X∗ арқылы жақшалары оң жаққа нормаланып орналасқан X алфавитiндегi
барлық ассоциативтi емес сөздер жиынын, яғни xi1(xi2(. . . (xim−1xim) . . .)) түрiндегi
сөздер жиынын белгiлейiк, мұндағы xij ∈ X . Ж.-Л. Лодей [14] X∗ жиыны DL 〈X〉
алгебрасының сызықты базисiн құрайтынын дәлелдедi. Дәрежесi ≥ 2 болатын әр u
ассоциативтi емес сөзi u1u2 түрiнде бiрмәндi жазылады, мұндағы deg(u1),deg(u2) <
deg(u) .

Кез келген 0 6= f ∈ DL 〈X〉 элементi келесi түрде бiрмәндi жазылады:

f = f1 + f2 + . . .+ fs, 0 6= fi ∈ DLi 〈X〉 ,

мұндағы DLi 〈X〉 – deg(ui) = i болатын ui мономдарынан туындайтын k -сызықты
қабықша. fs элементi deg дәреже функциясына қатысты f элементiнiңжоғары бiртектi
бөлiгi деп аталады. Әр 0 6= f ∈ DL 〈X〉 элементi үшiн deg(f) = deg(fs) деп алатын
боламыз.

Лемма 1. Айталық u, v X∗ жиынының кез келген элементтерi болсын және deg(u) =
s , deg(v) = t болсын. Онда uv 6= 0 , uv натурал коэффициенттермен берiлген X∗

элементтерiнiң сызықты комбинациясы болып табылады және deg(uv) = s+ t .

Д ә л е л д е у i. deg(u)+deg(v) бойынша индукция жүргiзу арқылы дәлелдейiк. Егер
deg(u) = 1 болса, онда u = xi , uv = xiv , uv ∈ X∗ және deg(xiv) = 1 + t . Ендi deg(u) > 1
және u = xiw деп алайық. Онда deg(w) = s− 1 . (1) тепе-теңдiгiнен

uv = (xiw)v = xi(wv + vw)
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формуласы шығады. Индукция болжамы бойынша wv , vw натурал коэффициенттермен
берiлген X∗ элементтерiнiң сызықты комбинациясы болады. Олай болса, wv + vw және
uv = xi(wv + vw) натурал коэффициенттермен берiлген X∗ элементтерiнiң сызықты
комбинациясы болады. Сонымен қатар индукция болжамы бойынша deg(wv) = deg(vw) =
s+ t− 1 болғандықтан

deg(uv) = deg(wv) + 1 = s+ t− 1 + 1 = s+ t.

Осылайша, deg дәреже функциясы DL 〈X〉 алгебрасының келесi түрдегi
градуировкасын анықтайды:

DL 〈X〉 = DL1 〈X〉 ⊕DL2 〈X〉 ⊕ . . .
[16] жұмысындағы салдар 2.1-ден тура шығады

Салдар 1. DL 〈X〉 алгебрасының кез келген нөлдiк емес f және g элементтерi үшiн
fg 6= 0 .

Лемма 2. DL 〈X〉 алгебрасының кез келген нөлдiк емес f және g элементтерi үшiн
deg(fg) = deg(f) + deg(g) .

Д ә л е л д е у i. Айталық f, g ∈ DL 〈X〉 және

f = f1 + f2 + . . .+ fs, fi ∈ DLi 〈X〉 , fs 6= 0,

g = g1 + g2 + . . .+ gt, gj ∈ DLj 〈X〉 , gt 6= 0

болсын. Онда

fg =
s∑
i=1

t∑
j=1

figj .

DL 〈X〉 алгебрасының градуировкасы бойынша барлық i, j үшiн figj ∈ DLi+j 〈X〉 . Ал
салдар 1 бойынша fsgt 6= 0 . Сондықтан

deg(fg) = deg(fsgt) = deg(fs) + deg(gt) = deg(f) + deg(g).

Лемма 3. Айталық 0 6= f ∈ DL 〈y〉 және 0 6= h ∈ DL 〈x, y〉 болсын. Онда

deg(f(h)) = deg(f) · deg(h).

Д ә л е л д е у i. Айталық f(y) = α1y + α2y
2 + . . .+ αm−1y

m−1 + αmy
m болсын. Онда

deg(f) = m ,
f(h) = α1h+ α2h

2 + . . .+ αm−1h
m−1 + αmh

m.

Лемма 2 бойынша барлық i үшiн

deg(αih
i) = i · deg(h).

Сондықтан deg(f(h)) = m · deg(h) = deg(f) · deg(h) .

Сөйлем 1. Дуалды Лейбниц алгебраларының көпбейнесi ◦ -көпбейне болады.

3. Қолды автоморфизмдер группасы және локальдi-нильпотенттi
дифференциалдаулар

Айталық k кез келген өрiс болсын. Айталық M k өрiсiнде тұрғызылған дуалды
Лейбниц алгебраларының көпбейнесi болсын және A = M 〈x, y〉 осы көпбейненiң
x, y екi айнымалысынан тәуелдi еркiн алгебрасы болсын. Сонымен қатар айталық
Aut(A) A алгебрасының автоморфизмдер группасы болсын. ϕ = (f1, f2) арқылы A
алгебрасының ϕ(x) = f1 , ϕ(y) = f2 болатын автоморфизмдерiн белгiлейiк. Келесi түрдегi
автоморфизмдер

σ(1, a, f) = (ax+ f(y), y),
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σ(2, a, g) = (x, ay + g(x)),

мұндағы 0 6= a ∈ k, f(y) ∈ M 〈y〉 , g(x) ∈ M 〈x〉 , элементар автоморфизмдер деп
аталады. Aut(A) группасының барлық элементар автоморфизмдерiнен туындалған T (A)
iшкi группасы қолды автоморфизмдердiң iшкi группасы деп аталады. Қолды емес
автоморфизмдер жабайы автоморфизмдер деп аталады.

Егер
θ = (f1, f2), ϕ = (g1, g2)

болса, онда Aut(A) группасында көбейтiндi келесi формуламен анықталады:

θ ◦ ϕ = (g1(f1, f2), g2(f1, f2)).

Айталық Af2(A) A алгебрасының аффиндi автоморфизмдер группасы, яғни келесi
түрдегi автоморфизмдер группасы болсын:

(a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2),

мұндағы ai, bi, ci ∈ k, a1b2 6= a2b1 , ал Tr2(A) A алгебрасының үшбұрышты
автоморфизмдер группасы, яғни келесi түрдегi автоморфизмдер группасы болсын:

(ax+ f(y), by + c),

мұндағы 0 6= a, b ∈ k, c ∈ k, f(y) ∈M 〈y〉 , және де C = Af2(A) ∩ Tr2(A) болсын.
Айталық G кез келген группа, ал G0, G1, G2 G группасының iшкi группалары болсын,

сонымен қатар G0 = G1∩G2 болсын. G группасы G0 iшкi группасымен бiрiктiрiлген G1

және G2 iшкi группаларының еркiн көбейтiндiсi деп аталады және G = G1 ∗G0 G2 деп
белгiленедi, егер

(a) G группасы G1 және G2 iшкi группаларымен туындалса;
(b) G группасының анықтаушы қатынастары тек қана G1 және G2 iшкi

группаларының анықтаушы қатынастарынан тұрса.
[6] жұмыста алгебралардың ◦ -көпбейнелерiнiң екi айнымалыдан тәуелдi еркiн

алгебраларының қолды автоморфизмдер группасы мен локальдi-нильпотенттi
дифференциалдауларына қатысты бiрқатар нәтижелер алынған.

Теорема 1. [6] Айталық M алгебралардың кез келген ◦ -көпбейнесi болсын және A =
M 〈x, y〉 k өрiсiнде тұрғызылған x, y екi айнымалысынан тәуелдi осы көпбейненiң еркiн
алгебрасы болсын. A алгебрасының қолды автоморфизмдер группасы C = Af2(A)∩Tr2(A)
iшкi группасымен бiрiктiрiлген Af2(A) аффиндi автоморфизмдердiң iшкi группасы мен
Tr2(A) үшбұрышты автоморфизмдердiң iшкi группасының еркiн көбейтiндiсi болады,
яғни

T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).

V 6= 0 G -модулi келтiрiлмейтiн немесе жай деп аталады, егер онда меншiктi
нөлдiк емес G -iшкi модульдерi болмаса. V G -модулi айтарлықтай келтiрiлетiн немесе
жартылай жай деп аталады, егер V = W ⊕W ′ болатындай V G -модулiнiң әр W G -
iшкi модулi үшiн толықтыратын V G -модулiнiң W ′ G -iшкi модулi бар болса. Aut(A)
группасының G алгебралық iшкi группасы (сызықты) редуктивтi деп аталады, егер әр
ақырлы G -модулi айтарлықтай келтiрiлетiн болса.
f ∈ Aut(A) автоморфизмi сызықтыланады деп аталады, егер

ϕ−1fϕ ∈ Af2(A)

болатын ϕ ∈ Aut(A) автоморфизмi бар болса.

Салдар 2. [6] ◦ -көпбейнесiнiң сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған екi
айнымалыдан туындайтын A еркiн алгебрасының қолды автоморфизмдерiнiң кез келген
редуктивтi группасы сызықтыланады.
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A = M 〈x, y〉 алгебрасының d дифференциалдауы локальдi-нильпотенттi деп
аталады, егер әр f ∈ A үшiн dn(f) = 0 болатын n ∈ N саны бар болса. Егер d локальдi-
нильпотенттi дифференциалдау болса, онда келесi бейнелеу

exp d : A→ A

автоморфизм болады және экспоненциалды автоморфизм деп аталады.
A алгебрасының келесi түрдегi d дифференциалдауы үшбұрышты деп аталады:

d = a1(y)∂x + a2∂y,

мұндағы a1(y) ∈ M 〈y〉 және a2 ∈ k . A алгебрасының d дифференциалдауы
триангулярланатын деп аталады, егер ϕ−1dϕ үшбұрышты болатындай A алгебрасының
ϕ автоморфизмi бар болса.

Теорема 2. [6] ◦ -көпбейнесiнiң сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған екi
айнымалыдан туындайтын A еркiн алгебрасының exp D ∈ T (A) болатын кез келген D
локальдi-нильпотенттi дифференциалдауы триангулярланатын болады.

Сөйлем 1 бойынша дуалды Лейбниц алгебраларының көпбейнесi ◦ -көпбейне
болатындықтан [6] жұмыстың жоғарыда келтiрiлген нәтижелерiнен келесi салдарлар
шығады.

Салдар 3. Айталық A = DL 〈x, y〉 k өрiсiнде тұрғызылған x, y екi айнымалысынан
тәуелдi еркiн дуалды Лейбниц алгебрасы болсын. A алгебрасының қолды
автоморфизмдер группасы C = Af2(A) ∩ Tr2(A) iшкi группасымен бiрiктiрiлген Af2(A)
аффиндi автоморфизмдердiң iшкi группасы мен Tr2(A) үшбұрышты автоморфизмдердiң
iшкi группасының еркiн көбейтiндiсi болады, яғни

T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).

Салдар 4. Сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған A = DL 〈x, y〉 екi айнымалыдан
туындайтын еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының қолды автоморфизмдерiнiң кез келген
редуктивтi группасы сызықтыланады.

Салдар 5. Сипаттамасы нөлге тең өрiсте тұрғызылған A = DL 〈x, y〉 екi айнымалыдан
туындайтын еркiн дуалды Лейбниц алгебрасының exp D ∈ T (A) болатын кез келген D
локальдi-нильпотенттi дифференциалдауы триангулярланатын болады.
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Казахстан

Ручные автоморфизмы свободной дуальной алгебры Лейбница ранга два

Аннотация: В статье дается определение ◦ -многообразия алгебр и доказывается, что многообразие
дуальных алгебр Лейбница является ◦ -многообразием. В работе [Алимбаев А.А., Науразбекова А.С., Козыбаев
Д.Х. Линеаризация автоморфизмов и триангуляция дифференцирований свободных алгебр ранга 2//Сибирские
электронные математические известия. 2019. Т. 16. С. 1133-1146.] получены результаты, касающиеся
линеаризации автоморфизмов и триангуляции дифференцирований свободных алгебр ранга два ◦ -многообразия.
Как следствие результатов этой работы мы показали следующее: группа ручных автоморфизмов свободной дуальной
алгебры Лейбница от двух переменных допускает структуру амальгамированного свободного произведения, любая
редуктивная группа ручных автоморфизмов свободной дуальной алгебры Лейбница от двух переменных над
полем нулевой характеристики линеаризуема и любое локально-нильпотентное дифференцирование этой алгебры
триангулируемо.

Ключевые слова: дуальная алгебра Лейбница, автоморфизм, амальгамированное свободное произведение,
линеаризация, триангуляция.

B.A. Duisengaliyeva, A.S. Naurazbekova

L.N. Gumilyov Eurasian National University, 13 Kazhimukan str., Astana, 010008, Kazakhstan

Tame automorphisms of a free dual Leibniz algebra of rank two

Abstract: The article gives a definition of ◦ -variety of algebras and proves that the variety of dual Leibniz algebras
is a ◦ -variety. In [Alimbaev A.A., Naurazbekova A.S., Umirbaev U. Linearization of automorphisms and triangulation
of derivations of a free algebras of rank 2, Siberian Electronic Mathematical Reports. 2019. Vol. 16. P. 1133-1146.],
the results concerning the linearization of automorphisms and the triangulation of derivations of free algebras of rank two
◦ -varieties are obtained. As a consequence of the results of this work, we have shown the following: the group of tame
automorphisms of a free dual Leibniz algebra in two variables admits the structure of an amalgamated free product, any
reductive group of tame automorphisms of a free dual Leibniz algebra in two variables over a field of characteristic zero is
linearizable, and any locally nilpotent derivation of this algebra is triangulable.

Keywords: dual Leibniz algebra, automorphism, amalgamated free product, linearization, triangulation.
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